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Capitulo 1

Introduccion a las conicas

Un doble cono recto es la figura obtenida al girar una recta g alrededor de una recta h,
llamada eje, que la corta en un solo punto, el vértice. La recta g y las que se obtienen al girar
g alrededor del eje se llaman generatrices. Una (seccion) cénica es la interseccion de un
doble cono recto con un plano que lo corta. Secciones conicas no degeneradas:

= Circunferencia: El plano es perpendicular al eje y no pasa por el vértice.

= Elipse: El plano forma un angulo con el eje mayor al que este forma con una generatriz,
sin ser perpendicular, y no pasa por el vértice.

= Parabola: El plano es paralelo a una generatriz y no pasa por el vértice.

= Hipérbola: El plano forma un édngulo con el eje menor al que este forma con una gene-
ratriz, y no pasa por el vértice.

Secciones conicas degeneradas: Cuando el plano pasa por el vértice, obtenemos un punto
si el angulo del plano con el eje es mayor al del eje con la generatriz, una recta si es igual y un
par de rectas que se cortan si es menor.

1.1. Circunferencia

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano a la misma distancia,
llamada radio, a un punto fijo, el centro. Demostracién: Sean h el eje del cono, g la generatriz
V el vértice y O # V el punto de corte de h con el plano perpendicular. Si A y B estan en
la _ci;cunfere_n(;ia, se corresponden con un giro de centro V, luego ||V A|| = ||V B|| y por tanto
|OA|2 = [VAI? ~ [VO|* = [VB|]* - [VO|? = OB

Fijado un sistema de referencia ortonormal, la ecuaciéon de la circunferencia C de centro
O = (a,b) y radio 7, que denotamos C(O,7), es (x — a)?> + (y — b)?> = 72, que podemos
desarrollar como 2 4 y? — 2ax — 2by + a® + b? — r2 = 0. Situando el origen de coordenadas en
O, obtenemos la ecuaciéon reducida de la circunferencia:
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Figura 1.1: Secciones conicas no degeneradas.



Las ecuaciones paramétricas de un cierto objeto C son las componentes de una aplicacion
biyectiva p : I — C donde I es un intervalo de R. Para las circunferencias, tenemos

{$ = Teost  n t €10,2m)

y = rsint

Dadas dos circunferencias C(O,r) y C(O’,r’") conr < r',sead = ||07ﬂ| # 0, estas se cortan
en dos puntossir—r' <d <r+r' yenunosid=r—r'6d=r+r'. Demostracién: Sean C :=
C(O,r)y D :=C(0',7"), la ecuaciéon de C en un cierto referencial ortonormal es 72 +y? =12, y
rotando este referencial, obtenemos uno con C = 22 +y? =r2 y D = (z —d)? +y? = r"%. Asi, si

P = (z,y) € CND, restando la ecuacién de C a la de D obtenemos que —2dx +d?> = r"?> —r%y

2,2 2 24 22y 2 1L .
por tanto z = TH="— Tuego y = +V/r? — 22 = i\/?"? — (£4H="2)". Esta tltima ecuacion
tiene solucién cuando

d?+r2 —r?| >y o d? 12—
R A S =< QN e
2d - 2d
= ?>d-r)? = r>ld-r| = r>d—rir—d <= r—1r' <d<r+7r

Ir| > — 2r>d*+1r*—1? =

Vemos de forma analoga que esta solucion es tnica cuando d € {r —r',r+7'}, y de lo contrario
es doble.
Un punto P pertenece a la circunferencia en que A y B son diametralmente opuestos si y

solo si AP L BP. Demostracion: Sea C(O,r) esta circunferencia,

|OP|? = (OA + AP) - (OB + BP) = OA-OB + OA- BP + AP - OB + AP - BP =
:—r2+(ﬁ~ﬁ—ﬁ-0—fl+ﬁ-ﬁ:—r2+0—1>4-(ﬁ—ﬁ)+ﬁ~ﬁ:
:—r2+0—f4-(ﬁ+0_f4)+ﬁ-3_}>’:—r2+2r2+ﬁ-ﬁ:r2+ﬁ-ﬁ

luego P € C(O,r) «= |OP|? =+* <= AP BP =0.
Una recta es tangente a una circunferencia si la corta en un dnico punto, y secante si
la corta en dos puntos. Sea P un punto exterior a la circunferencia C := C(O,r) (||OP| > r),
existen dos y solo dos tangentes a C por P,y si A y B son los puntos de tangencia, ||PA| =
ot 7>1y solg g por P,y si Ay p gencia, [|PA]
|IPB| y OALPA.

Demostraciéon: Sea M = % y D = C(M, ||M(3||), sabemos que C y D se cortan
en doguntos Ay B. Como O,P,A € D siendo O y P diametralmente opuestos, tenemos
H A ,

OALPA, luego PA es tangente a C en A, porque cualquier otro punto A’ € PA cumple
— — — s
JOA"|| = \/||OA||2 + ||AA’||2 > ||OA]|, y por tanto A" ¢ C. Por el mismo argumento, PB es
— — — —
tangente a B. Ademss, por ser OALPA y OBLPB, |PA|? = |OP|2— |OA|? = ||OP|?—+* =
|OP|]? — OB = | PB>

Finalmente, supongamos que existe una tercera recta que pasa por P y es tangente a C

en un punto D. Sea @ el punto de PD tal que QM LPD, tenemos que min{||P'M||}prcpp =
Y —
|QM||, y para cualquier otro punto Q" € PD se tiene ||Q'M| > ||QM||, luego PM LPD <~
SRR R
min{||P'M|}prepp = ||PM|. Si PD es perpendicular a PM, también lo es a PO, luego para
un punto P’ € PD, ||P'O| > ||%|| > ry PD no corta a C#. Si por el contrario @ # P,




tomando P’ # P como la simetria de P sobre la recta QM es facil ver que P’ € PD N D,
y como P y O son diametralmente opuestos en D, PP’ LOP’. Asi, si |OP’|| > r, entonces

e e
||@|| > ||OP'|| > r#, y si ||OP'|| < r, tomando la simetria de D € C sobre la recta OP’
obtenemos un punto D' € C N PD, luego PD es secante#EI

Por tres puntos no alineados A, B y C pasa una unica circunferencia. Demostracion: Sea
C una circunferencia que pasa por A, B y C. Necesariamente el centro, O, debe estar en las
mediatrices de AC' y de AB, que llamaremos m y m’ respectivamente. La interseccion de estas
es un dnico punto, pues de lo contrario estas serian paralelas y por tanto AB y AC lo serian
también entre si, pero como tienen un punto A en comun, los tres puntos estarian alineados.
Asi, podemos tomar {O} := mnNm' y entonces C(O, OA) seria la tinica circunferencia que pasa
por los tres puntos.

Sea C = ax? + by + cy® + dz + ey + f = 0 (por ejemplo, una circunferencia) y ¢ ¢ C una
recta, entonces [¢ NC| < 2. Demostracion: Tras un cambio de coordenadas ortonormal tal
que ¢ =y = 0, tenemos

. ! 2 / /0,2 / / /
{C. arz+bay+dy"+dae+ey+ f 0 d22+dz+ f =0

{: y = 0

que al ser una ecuacion de segundo grado, tiene a lo sumo 2 soluciones salvosia’ =d' = f' =0,
pero entonces seria C = b'xy + c'y? +e'y =0y £ C C#.

1.2. La elipse

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es constante.

Si F''y F' son los focos de la elipse, la recta F'F’ es el eje principal, la mediatriz del
segmento FF’ el eje secundario, y su interseccion es el centro O. Los vértices son los
puntos de la elipse que intersecan con el eje principal (A y A’) o el secundario (B y B').
Llamamos semidistancia focal a ¢ := ||OF||, distancia focal a 2¢, semieje principal a
a = ||OA| y semieje secundario a b := ||OB]|.

, — —

Para todo punto P de la elipse, ||ﬁ7|| + |PF’|| = 2a, pues Hﬁ” + ||ﬁ|| + |[FF|| =

? T / 37 17 preyped B ? 7
|AF|| + [[AF'|| = [|A'F|| + [JA'F'|| = [[AF'|| + |[F'F|| + [|A’FT]], con lo que [[AF]|| = ||A"F||
— —
y entonces ||ﬁH +||PF'|| = ||ﬁ|| + ||AF'|| = [JA'F'|| + ||AF'|| = ||AA’|| = 2a. De aqui que
IBE| = a y por tanto a = | BE|? = | BO|]? + | OF|? = v* + ¢2.

Llamamos excentricidad de la elipse a ¢ := £, y tenemos que b = av1 —€? y 0 <e < 1,
si bien cuando € = 0 entonces F' = F’ y tenemos una circunferencia.

Una ecuacién reducida de la elipse es

2 2
S ]
a b2

siendo a el semieje mayor y b el menor. En efecto, en cierto referencial ortonormal la elipse tiene
focos F = (¢,0) y F' = (—¢,0), y para un punto P(z,y) en la elipse, 2a = HP.}%H + |PF'|| =

1Si alguien tiene una demostracién més corta o procesable de que no hay tercera recta, que me lo diga, por
favor.



\/(x—c)2+y2+ V(@ +¢)2 + 92, luego 4a% + 22 + 2cx + 2 + y? —da/(z +¢)2 + y2 = 2?2 —
2cx + 2 +y?, y simpliﬁcando a®? + cx = a\/(x + ¢)2 +y? y de aqui, elevando al cuadrado y
simplificando, a’y? + b%x? = a2b2.

Unas ecuaciones paramétricas de esta elipse son

{x = oot n t €10,2m)

y = bsint

Decimos que una recta es tangente a una elipse si la corta en un tnico punto y secante
si la corta en dos puntos. La propiedad focal de la elipse dice que, dad_o>un punto P
de una elipse de focos F' 'y F’, la recta bisectriz del dngulo entre —PF y PF’ es tangente
a la elipse. Demostraciéon: Sea ¢ dicha recta, basta ver que cualquier otro punto P’ € ¢

no estd en la elipse. Sea G = sy(F) (el simétrico), entonces P esta en el segmento F'G y
— — — — — —
|F'P|| + |FPI| = |FP|| + | GP| = IE'GIl < P + | PG| = [|E"P']| + |[P'E].
La recta tangente a la elipse C = & + 45 =1 por el punto P(zo,y0) es £ = %87 + % = 1.
En particular, la tangente a la c1rcunferen01a C=2?+y>=r’porPcCesl= xox—i—yoy =2
Demostracion: Sea

/= r = xg+ ut
Ly = v+t
2 2
Los puntos de £ que estan en la elipse satisfacen (z"';f O 4 (y°+ft) = 1, y operando obtenemos
o(uz0 4 vug
(quo n 2Zyo)t+ ( 4o )t2 =1— % — 172 = 0, que se cumple para t € {O _peg) Z§+,u§2 )}
w2 T2
Estos dos valores son iguales si y solo si = + ”b%o =0, con lo que %8 (x — o) + % (y —yo) =0
0, equivalentemente, “%* + %3 = + Zég =

1.3. La hipérbola

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias
a dos puntos fijos distintos, llamados focos, es constante en valor absoluto. Si los focos son F
y F’, llamamos eje principal a la recta FF’, eje secundario a la mediatriz del segmento
FF'y centro a donde intersecan ambos ejes. Los vértices de la hipérbola son los sus puntos
de corte con el eje principal. Llanimos semidistancia focal a ¢ := ||OF|, distancia focal
a 2¢, semieje principal a a := ||OA|| y semieje secundario a b:=+/c? — a?. Una hipérbola
es equilatera si a = b. Llamamos excentricidad a ¢ :== £ > 1, y tenemos que b = ave? — 1.

Todo punto P de la hipérbola H cumple Hﬁ” — ||PF'|| = £2a. Demostra(:lon Sabemos

vy e ? T F 7 o ? T T
que [|[AAY|| = [[A'F|| — [|[AF| = [[AF'|| = [[A'F"]|, y que [[AF[| — [[AF| = |AF|| — [[A"F'].
Sustituyendo ||AF’|| en la segunda ecuacioén, nos queda |A'F’|| + ||A'F|| — 2||AF|| = ||A'F|| —
— — o — — ——
|A’F’|| y por tanto ||A’F’i>: ||ﬁ|| lo que significa que ||OA'|| = ||OF'|| — ||A'F'|| = ||O—I>7'|| -
o
||ﬁ|| |O*L =ay ||[AA]| = 2a. Asi, dado un punto P € H arbitrario, se tiene |||P—I>7'||
7 7 7; 7 a A

IPE[[| = [|AF"|| = [AF|| = | AF"|| — [|A"F"|| = | AA"]| = 2a.

Una ecuacion reducida de la hipérbola de semieje principal a y secundario b es

2 2
x
72,&:1
a b2



En efecto, si tomamos el referencial ortonormal en el que F = (¢,0) y F' = (—¢,0), tenemos
+2a = Hﬁ” — |PF"|| = /(z — )2 +y% — \/(z + )2 + 2, es decir, 4a® + (v + ¢)? + y?
dar/(z +c)? +y2 = (v — ¢)? + 92, y simplificando, a? + cx = +a+/(z + ¢)? + y2. Elevando al
cuadrado y simplificando, nos queda que b*z? — a?y? = a2b?.

Unas ecuaciones paramétricas para esta hipérbola son

x = acosht
{ y = bsinht com teR
FUVR1
e +e " | T 2 12
cosh(z) = — sinh(z) = <= cosh”(z) —sinh“(z) =1

Una recta ¢ es una asintota de la hipérbola H si fNH =0 y d(¢,H) = 0, es asintotica
si es paralela a una asintota, y es tangente si corta a la hipérbola en un tnico punto sin ser
asintotica. Las rectas y = :I:gx son las (Gnicas) asintotas de la hipérbola dada por la ecuacion
reducida.

2 2
=] SiEEy:igaj, (r,y) e HN{ — (%)2—<iT%x) =1, pero (%)2—(i§’”> = (%)2_
(%)2 =0, luego £ NH = (). Ahora bien, dado ¢t € R, el punto P := (acosht,bsinht) € H

estd en la misma abscisa que @Q := (acosht,bcosht) € ¢, con lo que d(P, Q) = b(cosht —
sinht) = be™*, que tiende a 0 cuando ¢ tiende a +oco y por tanto d(¢,H) = 0.

—] i—;—bQ =1 <= y—:l:bq/—— =42 oVa? —a?. Asi, una recta de la forma { =z =r

intersecara con H en (r,£vr? — a?) si |r\ > |a|. De lo contrario, observamos que todo
punto P(z,y) € H cumple |x| > a, luego d(P,¢)? = (x — r)?, pero como |z| > |a| > |r|,
entonces |z| # |r|, x # r y por tanto (z —r)? > 0.

Si £ = y = ma + n para ciertos m,n € R, vemos que para que sea d(¢,H) = 0 pero
{NH =0, la distancia 0 debe tenerse como un limite. De lo contrario, dada la funcién
h : R — R definida por h(t) := d((acosht,bsinht),?), deberia haber un ¢ € R con
lim¢_,. h(c) = 0, pero por ser h continua se tendria h(c) = 0, con lo que d(c,¢) =0y
si ahora definimos g. : R = R como g.(t) := d((acosh ¢, bsinh ¢), mt + n), por el mismo
argumento existirfa un d € R con d((cosh ¢, sinh ¢),md +n) = 0 y por tanto £ NH # (#.
Centrémonos ahora en el «hemisferio norte» de la hipérbola ({(z,y) € H | y > 0}), dado
por y = 2v/2? — a2, Si definimos la funcién f : (—oo, —a] U [a,+00) — R como f(z) :=
mx+n — 2\/952 — a?, tenemos que lim,_, o f(2) 6 lim,_, _« f(z) debe ser 0 para que ¢
sea una asintota en el hemisferio norte de H. Ahora bien, lim,_, 1 o mz +n — é\/ 2 — q?
converge si y so6lo si m = 3, y en este caso converge a n, por lo que debe ser m = 2
y n = 0. Para el lim,_,_, f(z) nos encontramos con lo mismo pero con m = —9 El

hemisferio sur se hace de forma analoga, tomando f(z) = mz + n + b\/x2 —a?, y las
condiciones que deben cumplir m y n son las mismas.

La propiedad focal de la hipérbola afirma que dado un, punto P de una hipérbola de
!/

focos 'y F’, la recta bisectriz del angulo entre —ﬁ y PF’ es tangente a la elipse en P.



—
Demostracion: Sea ¢ dicha recta y E := sy(F), se tiene que E € PF’ y por tanto HEF’|| =

IPE |~ PE]| = || PF| ~ | PE| = 20. Sea P £ P' € ¢, entonces \PE) < |PF |+ B <
|P'E||+2||EF"||, por lo que restir‘lgo |P'E||+ ||EF"||, nos queda —||EF'|| < ||P'F'||—||P'E| <
|IEF'|| y por tanto ||P'F'|| — ||P'E||| < ||[EF'|| = 2a y P’ no esté en la hipérbola. Queda ver
que ¢ no es asintotica.

La recta tangente a la hipérbola H = —2 - 7;—2 = 1 en el punto P(zg,yo) es £ = oF— ylny =1.
Demostracion: Sea
/= r = xo+ ut
Ly = yotut
Los puntos de £ en la hipérbola satisfacen & °+Ut) (”°+vt) = 1, y operando, (2432 — 2”3’0) t+
(22020
(Z—z — —) t?=1- —|— ZS = 0, lo que se cumple para t € { 33 ) } Estos dos valores
w2z
son iguales si y solo si “5 = %42 con lo que 2§ (x —x0) = 43 (¥ — o) ¥ %—%y = 'zfg_%o = 1.

1.4. La parabola

Una parabola es el lugar de los puntos del plano que equidistan de un punto llamado foco
(F), y una recta llamada directriz (/). La perpendicular a [ por F es el eje (principal) de la
pardbola y el punto en que la parabola interseca con el eje es el vértice.

Una ecuacion reducida de la parabola con d(F,1) =: p es

y2 = 2px

En efecto, si tomamos un referencial ortonormal en el que x = 0 sea el eje de la parabola, el

origen sea el vértice, F' = (£,0) y | = x = =%, sea P(x,y) un punto «genérico» de la parabola,

entonces \/(z — 5)% +y? = ||P7>7'|| =d(P,l) =z + %, luego 22 —px—i—% + 92 :x2+px+§ e
y? = 2pw.
Unas ecuaciones paramétricas son

_ 2
{a: 2p con teR
y =t

Una recta es tangente a una parabola si la corta en un solo punto sin ser paralela al eje.
La propiedad focal de la parabola afirma que si P es un punto de la parabola de directriz
[y foco F'y A es la interseccion de [ con su perpendicular por P entonces la recta bisectriz

del dngulo entre PF'y P—1>4 es tangente a la parabola en P. Demostracion: Sea r la bisectriz
y P # P’ € r, entonces ||P'F| = ||P'A|| > d(P',1), lueg(i';’ no esté en la parabola. Queda ver
que r no es paralela al eje. Si lo fuese, el dngulo entre PA y r seria 0 y por tanto también lo
seria aquel entre PA y ﬁ con lo que PA = APF para cierto A > 0, que debe ser 1 porque
|IPF| = ||PA| = \/\|Hﬁ||, pero entonces F'= A € I#.

La recta tangente a la pardbola y? = 2px en P(z0,y0) es £ = yoy — px = pro. Demostra-
cion: Sea

/= r = xzg+ut
Ly = yotut



Los puntos de /£ en la parabola satisfacen (yo +vt)? = 2p(x¢ + ut), y operando, (2yov — 2pu)t +

v23? = 2pxo — y2 = 0, lo que se cumple para t € {O, W} Si v =0, la recta es paralela
al eje y no tangente; de lo contrario los dos valores son iguales si y sélo si pu = ygv, con lo que

p(x —20) = yo(y — yo) € yoy — pr = y3 — pro = 0.

1.5. Definicion alternativa de las conicas

C es una conica no degenerada distinta de una circunferencia si y solo si existen € > 0, una
recta £ y un punto F ¢ /¢ tales que (2((1}3;1;)) = €, en cuyo caso € < 1 para una elipse, ¢ = 1
para una pardbola y € > 1 para una hipérbola. Llamamos a ¢ la directriz del foco F y a

p = d(F,{) el parametro focal.

<= Sea O el punto de interseccion entre £ y su perpendicular por F', y tomamos un referencial
ortonormal con origen O, { =2 =0y F = (p,0) siendo p > 0 la distancia focal. Vemos

Queﬁzé = (z-pP+y* =’ = (1-)z* +y*> —2pr+p* =0.

e Sie<1, entonces 1 —€? >0y

0:(1—6)2<x2— p2x>—|—y2—|—p2:
1—e¢
r P
=(1—¢)? - __ v 242
1=¢ ((m 1_62> (1—62)2>+y P
2 2 2 2
p 2 p 2 pe
— 1— 2 — = —_ = —
( 6)(z 1—62) 1—e P 1—¢2
2.2 2 2
z/i=p— L 2\ 12 2 p (1_6) 2 — € o
oy ﬁz} = (1-€’)a"" 4y~ = o 2 + oy =1 =
12 12
a:=—L y-
N 1(;2}:> 72+b72 1
1—e2
[
oSie:1,nosqueday2—2px+p220<:>y2:2p(x—§)$=w>2y’2:2px’.
Y=y

e Si ¢ > 1, cambiando el signo a la ecuacién de arriba nos queda (€2 — 1)z? — y? +
2pz — p? = 0 con €2 — 1 > 0, luego

) p 2 ) ) p2 p2€2
—1 — = _—_— =
(e )<x+62—1> TP T e T e
2.2 2 2 2
o=t P 2 2 2 _ PE (e =1)% 5, -1 2
E — (e"—1)x'™“— = — =1 =
Yi—y } ( ) 21 P2 p2e? ¥



=] Las cuentas son aproximadamente las de la otra implicacién pero al revés. Asi, para una

elipse Z a2 + 4 b2 =1o0una hlperbola b2 =1,tomamos e = ¢, ' = (c,0) y =2 = %,
mientras que para una parabola y? = 2px tomamos e = 1, F' = ( ) yl=x=-L
Si I = (p,0) y £ = x = 0, la distancia entre F' y Q = (p,pe), A := d(F,Q) = pe, se llama
semilado recto de la conica. La ecuacion de una conica de excentricidad e, foco F

=(s1)y
directriz ¢ = ux 4+ vy + w = 0 se puede escribir como
(x— 82+ (y—t)* = (lz + my +n)?
con k = \/ﬁ, l:==ku, m:= kv y n = kw, la ecuacién focal de la coénica, pues
d(P,F) 2 _ 2 2
=¢e < d(P,F)" =€ed(P/
d(P, g) € ( I’ ) € ( I’ )
ur + vy +w 2
= (= + y -1’ 262% = (lz +my +n)?

GAE

La distancia de un punto @ = (g1,...,¢») & un hiperplano A de ecuaciéon aiz1 + --- +
AnZn +b=0es d(Q,H) = ladrttang, +b]

(a1, san)ll




Capitulo 2

Estudio métrico de las conicas

Fijado un referencial ortonormal en un plano afin euclideo, llamamos cénica al conjunto
de puntos (z,y) con ecuaciéon

az® + 2bzy + cy® + 2ex + 2fy +d =0

donde al menos uno de los valores a, b o ¢ no es nulo. Distintas ecuaciones de este tipo pueden
definir la misma cénica, como multiplos de esta por A # 0, o las que dan lugar a la conica
vacia. Esta ecuacién se puede expresar como

(z y 1)

o 2
QY ®
— <
Il
o

b
c
f
Llamamos matriz (proyectiva) de la conica a

Z:

o o
~ O <o
QU ®

y matriz principal de la cénica a

Sean

|

G () ) @)

podemos expresar la ecuacién como X'AX =00 como X*AX +2B'X +d = 0.



2.1. Forma reducida

GAE

Para cambiar coordenadaiirltre dos referenciales ® = (O,B) y #' = (O',B) de &, si
llamamos Xy = [O]p = [0'Olp vy M := Mp 3, se tiene que:

[JX =] = Xo+ MX

Podemos emplear la expresion matricial equivalente:

)= ()

AlgL

Los vectores propios de f asociados a A son todos los vectores no nulos de Nuc(f — A d).
Asi, Vi = Nue(f — Ald) = {v e V | (f = Md)(v) =0} = {v e V| f(v) = \v} es el
subespacio propio o caracteristico correspondiente al valor propio A. Asi, A € K es
un valor propio de f siy solo si det(f — A d) =0. |[...]

P¢(z) == det(zId — f) es el polinomio caracteristico de f, y Pa(x) = det(zI, — A)
es el polinomio caracteristico de A. Podemos comprobar que

Pa(z) = 2" —tr(A)z" ' + -+ (=1)" det(A)
Teorema de diagonalizacién: f es diagonalizable si y sélo si
Pp(z) = (z = A)™ - (2 = A

con A, ..., A\ € K distintos dos a dos, y d; = dim(Nuc(\;Id — f)). [...]

Asi, para diagonalizar una matriz A € M,,(K) en matrices A = McgDMpe, con D dia-
gonal, obtenemos su polinomio caracteristico, hallamos sus raices, que seran los autovalores
de A. Sila suma de sus multiplicidades da n, resolvemos cada ecuacion (AId — f)X =0
para obtener las bases de los subespacios propios, cuya dimensién deberia coincidir con
la multiplicidad del autovalor si A es diagonalizable. Entonces afiadimos cada raiz en D
tantas veces como sea su multiplicidad y razonamos que los vectores correspondientes de
la base B, y por tanto las correspondientes columnas de Mg, son los de la base de dicho
subespacio propio.

Sea A € M5(R) simétrica, existe una matriz ortogonal @ de determinante 1 tal que Q*AQ
es diagonal. Demostracion:

a—x b

— 2 —b?
b e |TE (a+ )z + (ac —b7)

A(Z i’) — Pu(z) =

y el discriminante de P4(x) = 0, (a — ¢)? + 4b?, es siempre mayor que 0 salvo que A ya sea
diagonal con a = ¢, pero entonces A tiene dos valores propios distintos y por tanto diagonaliza.
Siw y v son vectores propios de valores propios respectivos a # 3, entonces a(u-v) = (qu)-v =



fa(u) v = (Au)tv = vt Alv = utAv = u - fa(v) = u- Bv = B(u-v), luego (a — B)(u-v) =0
y como a # (3 se tiene ulw, luego la base en que diagonaliza A se puede escoger ortonormal.
Finalmente, si ) es la matriz cuyas columnas son estos vectores propios y su determinante es
—1, podemos cambiar el signo de una de las columnas para que el determinante sea 1.

Con esto podemos hacer dos reducciones a cualquier céonica G y encontrar un referencial
ortonormal en que esta tenga ecuaciéon reducida.

Para la primera reduccion, sea
— A | B
= (7r)

la matriz de G en un referencial ortonormal R y @) una matriz ortogonal con |Q| = 1 tal que
Q'AQ = Q' AQ sea diagonal. Entonces, si consideramos el referencial R’ tal que

X\ X' Q10
<1>—N<1> con N'_<O 1)
la ecuacion de G queda como
X! t X! ) o X!
(N( : )) AN( 1 ):(th)NtAN< 1 ):0
y la matriz de G en R’ es
A" | B"\ i Qt‘O A‘B Q‘O _ QtAQ‘QtB
<Bft d’)_NAN_<01 gria)\o11)= g 4

luego A’ = Q'AQ, B' = Q'B y d’ = d y el término zy se anula en la ecuacién de G, lo que nos
deja con

M+ Aoy + 2ma’ +2ny’ +d =0

Este cambio es solo vectorial, pues no modifica el origen de coordenadas, y como |Q] = 1,
se trata de un giro. Para la segunda reduccion, sea & == Aj\g:

= Si§ > 0, podemos suponer A\j, As > 0 (de lo contrario cambiamos de signo la ecuacion),
y completando cuadrados tenemos que \jz'2 4+ 2ma’ = Ay (2 + )\ﬂl)2 - T—f v Aoy’ +2ny =

2 2 2
Aoy + )\%)2 — %, - Nos queda entonces i (2" + %)2 + Xy + )\%)2 - -5 +d=0y,

haciendo la traslacion de vector (§*, 5-), nos queda A\12"? 4+ Aoy? = g, lo que nos deja
con una coénica de tipo eliptico. Si ¢ > 0 es una elipse real, si ¢ = 0 es un punto y si

q < 0 es una elipse imaginaria.
s Sié <0, por el mismo procedimiento llegamos a que A\ z”2 + Aoy’ =: ¢ v, como A1 ¥ Ao
tienen signos opuestos, la ecuacion es de tipo hiperbdlico. Si ¢ = 0 tenemos un par de

rectas que se cortan, dadas por y"’ = & ’\1 z'"; de lo contrario es una hipérbola.

= Sid =0, podemos suponer A\; = 0y Ay # 0 (no pueden ser ambos 0 porque entonces seria
A =0). Nos queda entonces que A\ay'? + 2ma’ + 2ny’ +d = 0 y, completando cuadrados,

que Ao(y' + )\%)2 — ;\L—z + 2ma’ + d = 0, una ecuaciéon de tipo parabdlico. Si m # 0



podemos escribir la ecuacion como Ag(y' + <5 )? +2m(z’ — 2:";\2 +5L) =0, y la traslacion

2 .,
de vector (% — QTZ—AQ, )\%) nos lleva la ecuacién a Apy”? + 2mz” = 0, y tenemos una

parabola. Si m = 0, nos queda A2(y' + ;—;)2 - % +d =0y la traslacién de vector (0, 5-)
nos lleva la ecuacién a A2y’"? = ¢, con lo que tenemos dos rectas paralelas si /\% > 0,
q

una recta doble si ¢ = 0 o dos rectas paralelas imaginarias si 3 < 0.

Notese que la ecuacion reducida obtenida no es exactamente como las que vimos en el tema
anterior para las conicas no degeneradas. Para obtener estas dividiriamos entre g para § # 0
o entre A2 para ¢ = 0, intercambiariamos coordenadas si fuera necesario (negando una de las
dos para que el cambio sea ortonormal) y, para el caso de la parabola, la girariamos 180° en su
caso.

2.2. Invariantes métricos
Dada una coénica con matriz proyectiva A y matriz principal A, las cantidades A == [A], § :==

|A] y s == tr(A), llamadas invariantes métricos de la cénica, se mantienen invariantes al
cambiar a otro referencial ortonormal. Demostracién: Consideremos el cambio de referencial

dado por
(f)zN({) con N::(%2 ?)

con () ortogonal. Entonces la matriz de la conica en la nueva referencia es N tZ]X y la matriz
principal es Q" AQ, y como [N| = |Q|y Q' = Q™', se tiene IN"AN| = |Q'AQ| = [A], |Q"AQ| =
[Aly tr(Q'AQ) = tr(A).

] A # 0: No degenerada | A = 0: Degenerada ‘
& > 0: Ecuacion Elipse, imaginaria si sA > 0 o
s . Punto
eliptica real si sA < 0.
0 <.O: EC,H?CIOH Hipérbola Dos rectas secantes
hiperboélica
6 = 0: Ecuacién ., Recta doble, o dos rectas
. Parabola . ..
parabolica paralelas reales o imaginarias
Ademas, si § # 0, la ecuacién reducida es A z2 + \oy? = —%, mientras quesid =0y A #0

la ecuacion reducida es y? + 24/ —S%x =0.
Demostracion: Consideremos § # 0. Entonces tenemos una conica de tipo eliptica o
hiperbélica que tras la doble reduccién es Az + \2y? = ¢, con lo que

A1 0
A= A2 = —A1d2q = —0q
0 —q
y entonces q¢ = —%. Asi, si A =0 entonces ¢ = 0 y estamos en un caso degenerado, mientras

que si A # 0 estamos en el correspondiente caso no degenerado. Si § = 0, tras la primera



reducciéon y suponiendo A\; = 0 tendriamos

=

0 m
A=|0 n | =—-m2?X\
m d

3

Asi, si A = 0 tenemos m = 0 y estamos en un caso degenerado, mientras que si A # 0 entonces
m? # 0 y la ecuacién se reduce a \oy? + 2ma = 0, es decir, y? + 2;\—';x = 0, y la ecuacién se

m _ 1 / A _ /A _ [ A
debeaquex\—z—/\rzq/ 5 =/ /\3_’/ =

2.3. Elementos geométricos

Una conica es centrada si § # 0, y llamamos centro de simetria de una conica a todo
punto (xg,yo) tal que la traslacion dada por ' = x — xg e ¥’ = y — yo elimina los términos en
x e y de la ecuacion. Una cénica centrada tiene un tnico centro de simetria que es la soluciéon
del sistema

AX =-B

Demostracion: Si escribimos la traslacion como

()5 - (a3 ()

la matriz de la cénica tras la traslacion es

NtAN:(* AXO+B)
* *

luego debe ser AXy+ B =0y por tanto AX = — B, sistema que tiene solucién tnica porque
Al # 0.

Llamamos ejes de una conica a los del referencial ortonormal en que la conica tiene ecuaciéon
reducida. Las direcciones de los ejes son los subespacios propios de A. Demostracion: Las
direcciones de los ejes tras la doble reduccion son < (1,0) > y < (0,1) > y multiplicando por
la matriz de cambio de base ), cuyas columnas son los vectores propios de A, obtenemos los
ejes en el referencial actual.

Dada una elipse real o hipérbola G de matriz A, si A\; y Ay son los valores propios de A, los

semiejes principal y secundario de la conica son {a,b} = {, / ‘ﬁ 4/ ‘ﬁ } Demostracién:

Llevamos G a un referencial ortonormal donde G = Az + A\yy? = ¢ con ¢ # 0. Entonces

% + % =1, luego {a,b} = {1 / ‘)% 1/ )\% }, pero g = —%, de donde se deduce la ecuacion.
by P

El eje de una parabola tiene por direccion el subespacio de vectores propios correspondiente
al valor propio nulo. Para hallar el vértice, si el eje tiene pendiente k, lo mas facil es derivar
implicitamente y en funcién de x y buscar un punto de la parabola en el que esta valga —%H

11a validez de este procedimiento se desprende del teorema de la funcién implicita, estudiado en FVV3.



Capitulo 3

Cobnicas proyectivas

Un plano afin es una terna A = (P, L,€) formada por los conjuntos P, L # 0, cuyos
elementos se llaman puntos y rectas, respectivamente, y la relacién de incidenciae C Px L,
que satisface que VP,Q € P,{ € L:

1. PAQ — W eL:P Qe
2. 3P,Q,RcP:B e L:PQ,Rel.
3. PH = TmeL:(PemAPQ € P : Qel,m).

P € P es incidente con ¢ € L si Pel, y {,,m € L son paralelas si AP : Pel,m. Si V es
un K-espacio vectorial y dimg V' > 2, definimos el plano afin A(V) = (P(V),L(V),€) con
PV) =V yLlV)= {0+ < & >}tygev,wro, ¥y escribimos A"(K) := A(K"). Llamamos a
A%(R) el plano afin usual.

Un plano proyectivo es una terna P = (P, L, €) similar a un plano afin pero cambiando
el ultimo axioma por que V¢, m € L:

3. AP € P : Pel,m.
4. 3P,Q,ReP:(P#Q#R#PAPQ,RE).

El principio de dualidad para planos proyectivos afirma que si 7 := (P, L, €) es un plano
proyectivo entonces 7 := (L, P, €*) con e*P <= Pel también lo es.

1. V¢m e L,({ #m = 3P € P : Pel,m): El axioma 3 asegura que P existe. Ahora
bien, si existiera otro @ # P con Qef, m, por el axioma 1 se tendria ¢ = m.

2. I, m,n € L : AP € P : Pel,m,n: El axioma 2 nos dice que hay 3 puntos Q, R, S € P
para los que A¢ € £ : Q, R, Sel. Si fueran Q = R # S, el axioma 1 nos dice que existe una
recta que los contiene, y si fueran @ = R = 5, podriamos tomar uno de los puntos del
axioma 4 (para alguna recta) como punto distinto a este para aplicar el axioma 1. Por
tanto los 3 puntos son distintos. Sean ahora £ := QR, m := RS y n := SQ (aplicando el
axioma 1). Si hubiera un punto Pel,m,n (podemos suponer P # @, R), entonces por el
axioma 1 n = PQ = ¢ = PR =m y entonces Q, R, S € (#.



3. VP,Q € P,3l € L : P,Qel. Si P # @, esto nos lo asegura el axioma 1. Para poder
aplicarlo con P = @, tomamos un punto de los dados por el axioma 4 que sea distinto a
P.

4. VP € P, ,m,n € L : (£ # m # n # ¢ A Pel,m,n). Tomamos los puntos @, R, S
dados por el axioma 2, que ya hemos visto que deben ser distintos. Podemos suponer
P # Q,R, y entonces podemos suponer PQQ # PR. En efecto, si fueran iguales seria
PeQRy S QR = PR, de modo que P # S y ademés PS # PR, y podriamos tomar S
en vez de R. Ahora tomamos QR que, por el axioma 4, contiene un tercer punto T' # Q, R,
de modo que P # T (si fuera P =T se tendria PQ = PR#) y PT # PQ, PR (si fuera,
por ejemplo, PT = PQ, se tendria PQ = TQ = TR = QR#). Por tanto, { = PQ,
m = PT y n:= PR cumplen las condiciones.

Dados m = (P, L,e) y ©' = (P’, L', €') dos planos proyectivos, un isomorfismo de 7 a 7’ es un
par (f : P = P, f' : L — L) de biyecciones tal que VP € P, £ € L,(Pel = f(P)€e' f'({)).
Si existe, decimos que m y 7’ son isomorfos, si y sélo si existe una biyeccion f : P — P’ que
lleva ternas de puntos alineados a ternas de puntos alineados.

=] Obvio.

<= Dada una recta ¢, por el axioma 4 existen tres puntos P,Q, R distintos sobre la rec-
ta. Definimos f' : £L — L' tal que f'(¢) := f(P)f(Q). Para ver que esta bien defi-
nida, sean P’ Q'el, P! # Q' con {P,Q} # {P’,Q'} (podemos suponer P # P’ Q'
y P’ # P,Q). Entonces f'(¢) = f(P')f(Q'), pero como P,Q, P’ Q' estan alineados,
f(P), f(Q), f(P), f(Q') también lo estén, y f(P')f(Q') = f(P)f(Q). Sean £ = PQy

Rel, entonces f'(¢) = f(P)f(Q), pero como P,Q, R estan alineados, f(R)€e' f(P)f(Q) =
f'(0).

3.1. Construccion de P?(K)

Si en el espacio afin A = A(W) para cierto espacio vectorial W definimos la relacion
de equivalencia £ ~ (' : <= (|| ¢, entonces A = (P',L',€) con P’ == PU (L) ~) ¥y
L= {LU{[f]}}rec U{L/ ~} es un plano proyectivo al que llamamos extensién proyectiva
de A. Llamamos puntos afines a los de P y puntos del infinito a los de £/ ~. De igual
modo, llamamos rectas extendidas a las £ := ¢ U {[/]} y recta del infinito a {, = L/ ~.

Dado el K-espacio vectorial W = K3, si P(W) = {rectas vectoriales de W} y L(W) =
{planos vectoriales de W}, entonces (P(W), L(W'), C) es un plano proyectivo. Llamamos plano
proyectivo en K a P?(K) := (P(K?), L(K?), C).

1. <¥>#<W>= Ar e LIW) :<T> < >Cm: ¥y & son L, luego necesariamente
=< U, >.

2. Jii, v, € W: Br € LIW) :< @, T,% >C 7: Basta tomar una base de W.

3. WeW :<u>Cm: Sim=<7,w >, basta tomar v.

4. LT, W eW : (K USAES T >AES W >A<S U > N < U, T,%W >€ 7): Siw =< 0,4 >, basta
tomar ¥, Wy U+ w.



Dado un K-espacio vectorial W de dimension 2, A(W) es isomorfo a P(W x K). De-
mostracion: Sea P = W U {[]}¢ recta afin de w €l conjunto de puntos de A(W) y P’ =
{rectas vectoriales de W x K} el conjunto de puntos de P(W x K). Sea o : P — P’ dada
por o(u) =< (u,1) > Vu € Wy o([< u>]) =< (u,0) > Vu € W, una biyeccién cuya inversa
viene dada por o1 (< (u,0) >) = [< (u,0) >[Vu € Wy 07 1< (u,A) >) = ¥Vu € W\ # 0.

Veamos que lleva ternas de puntos alineados a ternas de puntos alineados:

1. Si los tres puntos son afines y suponemos u; # 0, uq, que estén alineados significa que
uz = Aup y ug = puy para A # 1. Entonces o(u1) =< (u1,1) >, o(uz) =< (Aug, 1) >y
o(uz) =< (puy,1) >, pero i‘\%‘l‘(ul, 1)+ ’;—:}(x\ul, 1) = (pug, 1), luego las tres rectas se

encuentran en un plano.

2. Si uy y ug son afines y [< uz >] es del infinito, que estén alineados significa que us =
u1 + Aus. Entonces o(u1) =< (u1,1) >, o(uz) =< (u1 + Aus, 1) > y o(uz) =< (u3,0) >.
Pero (ug,1) + A(us,0) = (ug + A3, 1), luego las tres rectas estan en el mismo plano.

3. Siwug es afin y [< ug >],[< us >] son del infinito, que estén alineados significa que
ug = ug, y entonces es claro que hay una recta que une o(u1) con o([< uz = uz >|).

4. Silos tres puntos son del infinito, siempre estén alineados, pero entonces para i € {1, 2, 3},
o([< u; >]) =< (u,0) > W x {0}.

3.2. Referencias proyectivas

Tres puntos P, Q, R € P?(K) son (proyectivamente) independientes si los vectores que
los representan forman una base de K3. Una referencia proyectiva o referencial proyectivo
en P?(K) es una cuaterna R := (P,Q, R,U) de puntos tales que tres puntos cualesquiera de
ellos son independientes.

Todo referencial proyectivo de P?(K) admite una base B := (vy,v2,v3) de K3 tal que
P=<uv > Q=<wvy > R=<wv3 >y U =< v; +vs + v3 >, tnica salvo multiplicacion
simultanea de los 3 vectores por un escalar no nulo. A esta base la llamamos base asociada al
referencial R,y el punto U es el punto unidad del referencial. Demostracion: < v; >, < vy >
, < v3 > son no alineados en P2(K) si y solo si (v1, v2,v3) es una base. Entonces, si P =:< u; >,
Q =< us >y R =:< ug >, podemos escribir U =:< u > con u = «aiu; + asus + azus
con (a1, as,a3) # (0,0,0). Entonces hacemos v; = «,u; para i € {1,2,3}, y sabemos que
ay, 0,3 # 0, pues si fuera algin o; = 0, u serfa linealmente dependiente con u; y us
para j,k # i y serian alineados, luego (v1,v2,v3) es una base que satisface las condiciones.
Ahora bien, si existe B = (v}, v}, v%) que también satisface las condiciones, necesariamente
< v} >= P =< w; >y por tanto v = A\jv; para algin A\; # 0, y lo mismo sucede con v} y v%,
pero entonces < v} + v) + vy >=< A\v] + Agvh + Agvf >= U =< v; +v2 +v3 >, y es claro que
A1 = A2 = A3,

Dado P € P?(K), decimos que sus coordenadas homogéneas respecto a la base B a-
sociada al referencial R son z,y,z (P = [z,y,2]) si P =:< @ > con [iu|g = (x,y,z). Estas
son Ttnicas salvo multiplicaciéon de las tres por un escalar no nulo. Tres puntos de coordenadas



homogéneas [a, b, c], [d, e, f] v [g, h, ] son proyectivamente independientes si y solo si

£0

Q Qe
>0 o
S . 0

Llamamos [a, b, c]* a la recta en P?(K) dada por ax +by+cz = 0. Las rectas £ := [a1, by, c1]*,
m = [ag, by, c2]* y n == [as, bs, c3]* son congruentes (se cortan) si y solo si

ar b1 o
as b2 Co =0
az bz c3

Demostracion:

dP el m,n <— 3(1‘0,y0,$0) #£0:Vie {172,3},%1‘0 4+ b;yo + cizg =0 <—

a1 b1 (&1 x 0
<= dim az by o Yy = 0 >0
as b3 C3 z 0

3.3. Teoremas de Desargues y Pappus

El teorema de Desargues afirma que, dados dos tridngulos ABC' y A’ B’C’ sin vértices ni
lados comunes, si las rectas que unen vértices correspondientes (AA’, BB’ y CC") se cortan en
un punto, los puntos de corte de lados correspondientes estdn alineados. Un plano proyectivo
es desarguesiano si satisface este teorema.

El teorema de Pappus afirma que, dados tres puntos distintos A, B,C en una recta y
A’, B’,C’ en otra, los puntos L € AB'NA'B, M € AC'NA’C y N € BC'NB’C estan alineados.
Un plano proyectivo es papiano si satisface este teorema.

Un plano proyectivo 7 es papiano y desarguesiano si y solo si es isomorfo a P(V) para
algtin K-espacio vectorial tridimensional, si y sélo si es isomorfo a P?(K). En tal caso, el cuerpo
K de las dos tltimas condiciones es el mismo y estd univocamente determinado por 7 salvo
isomorfismo.

2 <= 3] Sea B una base del K-espacio tridimensional V, []z : V — K? define un isomor-
fismo entre los puntos de P(V) y los de P(K3) = P?(K).

3 = 1] Probemos el teorema de Desargues. Sean O := [0] el punto de corte entre las tres
rectas, A == [d], B == [5] y C :=c] con a, b, ¢, 0# 0, como O, A, A’ estan alineados,
debe ser A" = [Ad+ pd] con A # 0 (si fuera A = 0 serfa A = A’ y AA’ no tendria sen-
tido) y, dividiendo por A, A’ =: [6+ad]. Andlogamente B’ =: [6+b] y C" =: [6+~2].
Como ad@ — b = (3 + ad@) — (6 + Bb), tenemos que ABN A'B’ = {[ad — Bb]}, y
del mismo modo AC' N A'C’ = {[ad@ —~&]} y BC N B'C’ = {[8b — 7&)}. Estos tres
puntos estén alineados, pues (ad@ — 8b) — (@ — &) + (8b — 7&) = 0.

Para el teorema de Pappus, consideremos la referencia proyectiva R := (A’, A, B, B'),
con lo que A" = [1,0,0], A = [0,1,0], B =[0,0,1] y B' = [1,1,1]. Como CeAB,



debe ser C' = [0, , 8] con o, B # 0, luego C = [0, 1, ¢] para algin ¢ # 0. De forma
parecida, C' = [¢/, 1, 1]. Entonces

AB :x =2 AC' :z=cz BC :xz=cy
AB:y=0 AC:z=cy BC:(c—1)z—cy+2=0

de donde AB'NA'B = {[1,0,1]}, AC'NA'C = {[c¢,1,c]} y BC'NB'C = {[¢/, 1, c+
¢ —c¢c]}, v los tres puntos estan alineados porque

1 0 1
cd 1 c =0

d 1 c+cd —cc

3.4. Ampliacién proyectiva

Llamamos K[z, ..., x,] al conjunto de polinomios de n variables sobre K, y decimos que
F e K|zy,...,2,] es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo grado.

Dado f € K|zi,...,z,], su homogeneizaciéon es el polinomio homogéneo f* €
Klz1,...,2541] dado por f*(x1,...,2p41) = xn+1f(a:n+1 s 7), siendo d el grado de
f, es decir, el maximo de los grados de sus monomios. La deshomogeneizacion de F €

Klz1,...,Znt1] €8s Fi € K[z1,...,2,) dado por Fi(x1,...,2,) = F(21,...,2p,1).

1. Dado f € K[z, ... ajn} (f*)* =f.
Sif(z1,...,zn) = ZZ 11_[ L1 Za,;, entonces

i k
'L
* max{d } Laj; z : max{d; }—d;
f ($1,...;$n+1 n+1 - . = n+1 Hxa”
j=1mt i=1

y (f )@, n) = S0, H;L Tay,

2. Dado F € K[z, ...,2n41] homogéneo, F = z%_,(F,)*, siendo k la mayor potencia de
ZTp+1 que divide a todos los monomios de F.

Si Fa1,...,Tpt1) = ZZ 1 n+1 H 1 " Zq,;, entonces F(r1,...,2,) = Zle H;l;i’ Tq,,

y
k d—b; z k —b;
* _ max{d—b;} aij d—min{b; } —d+b;
(F*) (1‘1, s ’xn-i-l) - E Lpt1 xij - E , Lpt1 H Lai;
i=1 j—l ntlo
mm{b } Z:E"'i‘l H Lai; = mm{b }
Lr+1 i=1 Tn+1

Sean f € Klz,y] y £ = {(x,y) € A%(K) | f(z,y) = 0}, llamamos ampliacién proyectiva
o completacién proyectiva de £ a L = {< (z,y,2) >€ P*(K) | f*(z,y,2) = 0}, y para
L C P%(K), la parte afin de £ es £ = {(z,y) € A*(K) |< (z,y,1) >€ L}. Vemos que
para F € K[z,y, 2] homogéneo y £ = {F(z,y,z) = 0}, £2™ = {(x,y) | F(z,y,1) = 0} =
{(x,y) | Fu(z,y) = 0}. Entonces £ = {< (a,b,¢) >| (F.)*(a,b,¢) =0} = LU{< (z,y,0) >|
F(z,y,0) =0}, y si F no es divisible por z es Lafin

I
h)



Capitulo 4

Formas bilineales y cuadraticas

Una forma bilineal en un K-espacio vectorial V' es una aplicacion (-) : V x V — K tal que
Yu, ui, ue,v,v1,02 € V, A € K:

1. (uy + ug, v) = (u1,v) + (ug,v).
2. (u,v1 4+ v2) = (u,v1) + (u, v2).
3. (Au,v) = (u, o) = Mu, v).

Una forma bilineal es simétrica si Vu,v € V, (u,v) = (v, u), y es alternada si Vu € V, (u,u) =
0. En K = R, una forma bilineal simétrica tal que Vu # 0, (u,u) > 0 es un producto escalar.
Llamamos espacio bilineal o cuadratico a un par (V, (-)) formado por un espacio vectorial
V y una forma bilineal simétrica (-) en ¢l. Llamamos B(V) al conjunto de formas bilineales
simétricas en V.

Sean (-) una forma bilineal sobre el espacio vectorial V' con base (e1,...,e,) y A = (a;; =
(e, €5)) € Mp(K), entonces si z =Y x;e; € y = > y;€;, se tiene

E xlez,g yje;s) E xzei,yjeﬁ:E TG
0] )

y por tanto (X,Y) = X*AY. La matriz A es simétrica si {-) lo es, y se llama matriz de la
forma bilineal en la base dada.

Un forma cuadratica en un K-espacio vectorial V' es una aplicacién ¢ : V — K tal que
YueV,\eK:

1. g(\u) = XNq(u).

2. () : V. xV — K dada por (u,v) = 3(q(u + v) — q(u) — q(v)) es una forma bilineal
simétrica en V, la forma bilineal asociada o forma polar de g.

Llamamos Q(V) al conjunto de formas cuadraticas en V. La aplicacion Q(V) — B(V) que
asocia a cada forma cuadrética su forma polar es biyectiva y su inversa asocia a cada forma



bilineal simétrica la forma cuadratica dada por ¢(u) := (u,u). Demostracion: Sea (-) € B(V)
y q(u) = (u,u), es claro que g(Au) = A\?q(u). Por otra parte,

S(a(u+ ) = a(u) — a()) = S+ vu+ o) = uw) = @,0) = 5 Auv) = ()

Sean ahora ¢ una forma cuadratica, (-) su forma bilineal asociada y ¢’ € Q(V) dada por
' (u) = (u,u), ¢'(u) = (u,u) = 3(q(2u) — q(u) — q(u)) = 5(4q(u) — 2q(u)) = q(u).

Esta correspondencia permite asociar una matriz A = (a;;) € M, (K) a una forma cua-
dratica g en un K-espacio vectorial de dimensién n < +oo, pues si (-) es la forma polar de g,
q(u) = (u,u) = u Au.

4.1. Cambios de base

Sean (V,(-)) un espacio bilineal, C := (u1,...,un) y B = (v1,...,v,) bases de V donde
(-) tiene matrices respectivas A = (a;;) vy B = (b;;), X e Y las matrices columna de las
coordenadas de dos vectores en la base C, X’ e Y’ las de los mismos vectores en la base B
y P la matriz de cambio de base de B a C. Entonces X = PX' e Y = PY”, luego X*AY =
(PX")Y'A(PY') = (X')Y(P*AP)Y" y por tanto B = P*AP.

Dos matrices A, B € M, (K) son congruentes si existe una matriz invertible P tal que
B = P'AP, y escribimos A ~ B. Esta es una relaciéon de equivalencia.

AlgL

A, B € M, (K) son semejantes si 3P € M,,(K): B = P 'AP.

Dos formas bilineales (-) en V' y (-}’ en V' son equivalentes, escrito (-) ~ (-}, si existen
bases respectivas de V' y V' respecto de las cuales las formas bilineales tiene la misma matriz
asociada.

Dos espacios bilineales (V, (-)) y (V',(-)’) son isométricos si existe un isomorfismo f : V —
V' tal que Yu,v € V, (u,v) = (f(u), f(v)), y decnnos que f es una isometria.

Dados dos espacios bilineales (V, (-}) y (V',(:)"), si By B’ son bases respectivas de V' y V'
y Ay A’ son las matrices respectivas de (-) y < )’ respecto de By B’, entonces

A~ A = ()~ (Y = (V,(), (V' {-)) isométricos

1 = 2] Existe P invertible tal que A’ = P'AP, luego en la base B” en la que P es matriz
de cambio de B” a B, (-) tiene matriz A’.

2 = 3] SiC=:(v1,...,0,)yC =:(v},...,v),) son bases en las que (-) y (-)’ tienen la misma
matriz asociada C' = (c;;), entonces (v;,v;) = c;; = (v}, v}), luego el isomorfismo
v; > v} es una isometria.

3 = 1] Sea f:V — V' unaisometriay B := (v1,...,v,), entonces B’ := (f(v1),..., f(vn))
es una base de V' y, como (v;,v;) = (f(v;), f(vj)) =: ¢;j, ambas formas bilineales
tienen la misma matriz C' := (¢;;), y entonces A ~ C' ~ A’.



4.2. Ortogonalidad

Sean (V, (-)) un espacio bilineal y F un subespacio de V', llamamos subespacio ortogonal
a E al subespacio E+ := {v € V | Ve € E, (v,e) = 0}. Dos vectores u,v € V son ortogonales,
perpendiculares o conjugados si (u,v) = 0.

Llamamos radical de V a Rad(V) := V*. Una forma bilineal simétrica (-) en V es no
degenerada si Rad(V) = 0. Si A es la matriz asociada a (-) en la base B de V, (-) es no
degenerada si y solo si |A| # 0. Demostracion: Sea B =: (uq,...,uy), un vector

u = Zaiui € Rad(V) == <u’v> =Wy eV «— <u’ Ui> — OVi <—
I

. i . _
<:>VZ’<() U 0>A : =0

T

Por tanto el radical esta formado por los vectores cuyas coordenadas constituyen el nicleo de
A, que se reduce al vector 0 si y solo si |A] # 0.

Un vector es is6tropo si (u,u) = 0, y un subespacio U < V es (totalmente) is6tropo
si todo vector de U es isétropo, y es anis6tropo si no contiene vectores isétropos no nulos.
Si todos los vectores son isotropos, entonces (-) es idénticamente nula, pues en tal caso 0 =
(u+v,u+v) = (u,u) + (v,v) + 2(u, v) = 2(u,v) para cualesquiera u,v € V.

4.3. Diagonalizacién

Dado un espacio bilineal (V,(-)) y E <V, si (-)|g es no degenerada entonces V = E @ E+.
Demostracién: La suma es directa porque EN E+ = Rad(E) = 0. Sea B := (ey, ..., en,) una
base de E'y A € M;,(R) la matriz de (-)|g, entonces |A| # 0 y, dado u € V, el sistema

T <U, €1>
Al | =
Ty (u, em)

tiene solucion tnica y x == Y xje; € E. Seav = u —x, v € EX <= Vi, (e;,v) = 0, pero
(ei,v) = (esu) — X2 mj(es,e5) = (e, u) — > ax; = 0, luego todo vector u € V' se puede
descomponer en un vector € E y otro v € E+.

Como teorema, para todo espacio bilineal (V (-)) existe una base ortogonal, y por tanto la
matriz de () es siempre de la forma diag(ds,...,dm,0,...,0) (matriz diagonal) con d; # 0Vi €
{1,...,m}. Demostracion: Si V tiene dimension 1 toda base es ortogonal. Supongamos que
la dimension de V' es n > 1 y el teorema se cumple para dimension n — 1. Si () es nula, toda
base es ortogonal. De lo contrario existe un vector e; no isétropo y, si £ :=<e; >, (-)|g es no
degenerada, por lo que tenemos V = E @ E= y, por la hipotesis de induccién, E+ tiene una
base (ea,...,e,) ortogonal y la base (e1,...,e,) de V también lo es.

A, B € M,,(K) son congruentes si y solo si una se puede obtener de la otra por operaciones
elementales, las mismas por filas que por columnas.

= | Existe P invertible tal que P*AP = B. Al ser invertible debe ser producto de matrices
elementales, P =: E;--- E), con lo que B = Ey--- E{AEY --- E}, pero la traspuesta



de una matriz elemental que representa una operaciéon por filas representa la misma
operacion por columnas.

<] Si B=E)---E|AE} .- E}, basta tomar P = E} --- E!.

Asi, para obtener a partir de una matriz simétrica A una matriz diagonal congruente:
operacion diagonalizar(var A: M,,(K))
sin > 1y A0 entonces
si la primera columna es no nula entonces
si no hay ningiin i con a;; # 0 entonces
Sumar a la fila 1 la fila 4, para alglin ¢ con a;; # 0
Sumar a la columna 1 la columna i
finsi
Tomar i con a;; # 0; intercambiar filas 1 e i y columnas 1 e ¢
Hacer ceros en la primera columna con operaciones fila
Hacer las mismas operaciones columna // Lo que hace ceros en la primera fila
finsi
diagonalizar(A[2..n,2..n])
finsi
Para recordar los cambios, escribimos una matriz identidad al lado de A y registramos en
ella las operaciones elementales de filas, o bien las de columnas. La diagonalizacién por
completacién de cuadrados es igual pero trabajando con la forma cuadrética:
operacion diagonalizar(var ¢: Q(K")) // Trabajamos con coordenadas
sin > 1y g # 0 entonces
si el valor de ¢ depende de x; entonces
si no hay ningin elemento a;;z? con a;; # 0 entonces
Tomar un término a;;x;x; con a;; # 0

H - / / - ! / . ! ..
Hacer el cambio w; =: @} + 2, x; = 2} — 2} y xp = 2}, k # i,

finsi
Tomar ¢ con a;; # 0; intercambiar z; y 21
Tomar py rde g(z1,...,7,) =t a1173 + 21p(T2, .. ., Tp) + 7(T2, ..., 7p)
Reescribir ¢ como a1 (z1 + p(wzl;l'fz") )? — p(mi;;;w") +r(ze,...,x,)
Hacer el cambio z} = 21 + 41’(3722};'1'{%) yah=x;,j#1
finsi
diagonalizar(q(0, za, . .., z,))
finsi
Como teorema, todo endomorfismo simétrico f : V' — V diagonaliza con una base or-
tonormal de vectores propios. Demostracion: Sean «q,...,q,, los valores propios de f y
U = Via,) @ ® Va,,), siendo V(,,) el subespacio propio correspondiente al valor propio
«;. Para ver que U = V, primero observamos que f(U) C U, pues si v; € V(a;) enton-

ces f(O°N\iv;) = Y. MNiayu; € U. Por otro lado, si u € U y w € UL entonces f(u) € U y
(f(w),u) = 0 = (w, f(u)). Consideremos el endomorfismo simétrico f|y1. Como todos los
vectores propios de f estan en U, el endomorfismo f|; L no tiene vectores propios y por tanto
Ut =0, luego U = V. Si tomamos una base ortonormal de cada V(a:)> @l juntarlas obtenemos
una base de V' ortonormal.

De aqui que toda matriz simétrica real A € M,,,(R) admite una matriz ortogonal P tal que
P~1AP = P'AP es diagonal.



4.4. Rango

Sean (V, (-)) un espacio bilineal y A la matriz de () en cierta base, llamamos rango de (-) a
rg((-)) =rg(A) = dim(V) —dim Rad((-)). Dadas las formas bilineales (-) ~ ()" en un K-espacio
vectorial V', rg((-)) = rg(()’) v, si A y B son las matrices respectivas de (-) y (-)’, existe A € K
tal que |B| = A?|A|. Demostracién: Si A ~ B, existe P invertible tal que B = P'AP, luego
Ay B tienen igual rango y |B| = A?|A| con A == |P)|.

Un cuerpo es algebraicamente cerrado si cualquier polinomio con coeficientes en K tiene
todas sus raices en K. Como teorema, dos formas bilineales simétricas () y (-)’ con igual rango
en un K-espacio vectorial V', siendo K algebraicamente cerrado, son equivalentes. Demostra-

cioén: Sabemos que en cierta base, la matriz de (-) es D := diag(dy,...,dn,0,...,0), siendo
m :=rg((:)), con dy,...,d, # 0. Tomando la matriz invertible
1 1
P :=diag(——,...,—,1,...,1)
Vd; Vdn,

tenemos que
m

P'DP = dia
= diag(1,...,1,0,...,0)

Haciendo lo mismo con (-)" obtenemos que su matriz en cierta base también es congruente con
esta misma matriz, luego ambas son congruentes.

Por tanto, dadas dos matrices simétricas A y B sobre un cuerpo algebraicamente cerrado,
A~ B < rg(A) =rg(B).

4.5. Cuerpos ordenados y signatura

Un cuerpo K es ordenado si existe un P C K, cuyos elementos se llaman positivos, tal
que:

1. K= PU{0}U — P. A los elementos de —P := {—z},cp los llamamos negativos.
2. Paraz,y€ P,z +y,zy € P.

Por ejemplo, R y Q son ordenados, mientras que C no lo es. Escribimos = > 0 si = es positivo
o x = 0, y definimos la relacién de orden total x <y : <= y—x > 0.
Una forma bilineal () en un K-espacio vectorial V, siendo K ordenado, es:

Semidefinida positiva si Vu € V, (u,u) > 0.

Semidefinida negativa si Vu € V, (u,u) < 0.

Definida positiva si Vu # 0, (u,u) > 0.
= Definida negativa si Vu # 0, (u,u) < 0.

Las mismas definiciones se aplican a una forma cuadratica. Sean (V,(-)) un espacio bilineal
sobre un cuerpo K, A = (a;;) la matriz de (-) en cierta base C := (e1,...,ey,) y definimos

ail a2

Sy = (4]

dy = a117d2 =




Silosdy,. .., d, son todos no nulos, hay una base en que la matriz de (-) es diag(ds, j—f, oy ),

’ dn;l
Demostracion: Sea E =< ej,...,e,_1 >, la matriz de () en F es la matriz A sin la altima
fila y columna, cuyo determinante es d,,_; # 0, luego es no degenerada y V = E @ E. Sea
v € EX\{0}, (e1,...,€en_1,v) es una base de V, y la matriz de (-) en esta base es
a1 - aip—1 O
B :=
Gpn-11 -+ Gp-1np—1 0
0 0 b

Tenemos A ~ B, luego existe P invertible con A = P'BP. Sea A\ = |P|, |A] = \?|B| y
d,, = A?d,,_1b, y entonces la matriz de (-) en la base (ey,...,e,_1,w = \v) es como B pero
cambiando b por diil . El resultado sigue por induccion.

De aqui que, si ademéas K es ordenado, la forma bilineal es definida positiva si y sélo si
di,...,d, >0,y es definida negativa si y solo si d; < 0, dy > 0, ds < 0, etc.

El teorema de Sylvester afirma que si (V,(-)) es un espacio bilineal sobre un cuerpo K
ordenado, V' se descompone en suma directa ortogonal como V = V, @& V_ @ V;, donde ()
restringida a V., a V_ y a Vj es definida positiva, definida negativa y nula, respectivamente.
Ademas, p := dim(V,) y m := dim(V_) son tnicos, y al par (p, m) lo llamamos la signatura de
(-). Demostracion: Sea C := (eq, ..., e,) una base de V donde la matriz de la forma bilineal
es

diag(dl,...,dp,derh...,derm,O,...,O)

cond; > Oparai € {1,...,p}yd; <Oparai € {p+1,...,p+m}. Es claro que la descomposicion
dada por

Vi=<el,...,ep >, Vo i=<epi1,-.seprm >, Vo =< eprmti, .- 6n >

cumple las condiciones. Para la unicidad, supongamos V =V, @V_dVy = W dW_ @ W,. Sea
74 : V — V4 la proyeccion canénica de V sobre V., ker(w|w, ) = ker(m)NW = (Voo Vo)NW,.
Sea u € (V_ @ Vp) N W, tenemos que u = u_ +ug con u— € V_ y ug € Vp y como u € W,
(u,u) > 0, pero

0 < (u,u) = {(u_,u_) + 2{(u_,up) + (uop, ug) = (u—_,u_) <0

de donde (u,u) =0y, por ser u € W, u = 0. Por tanto 7|y, es inyectiva y dim W, < dim V.
De forma parecida podemos probar que dimW_ < dim V_ y dim Wy < dim W}, probando el
teorema.

De aqui que, si (V,(-)) vy (V,{(-)') son espacios bilineales isométricos sobre un cuerpo K
ordenado, entonces (-) y (-)’ tienen la misma signatura. La ley de inercia de Sylvester afirma
que, si K = R, el reciproco de esto también se cumple. En efecto, si (p,m) es la signatura de (-)
y (-)’, existe una base de V' en que la matriz de () es diag(ds,...,dp,dp+1, - dptm,0,...,0),
siendo dy,...,dp > 0y dpy1,...,dptm < 0, pero los positivos difieren de 1 en un cuadrado y
los negativos de —1 en un cuadrado, por lo que hay una base en que la matriz de (-) es

P m

—— ——
D :=diag(1,....1,°1,...,-1,0,...,0)

y, anadlogamente, hay una base en que la matriz de (-) es D.



4.6. Descomposicion de Witt

Sea (V,{-)) un espacio bilineal, llamamos simetria respecto al vector v € V no isotropo
a la isometria s, : V — V dada por

(u, v)
(v, 0)

Dados u,v € V no isétropos con (u,u) = (v,v), existe una isometria f : V. — V con
f(u) = v. Demostracion: Si u + v es no isotropo,

Sp(u) = —u+2

2(u, u) + 2(u, v)

v) .
(u, u) + (v, 0) + 2(u, v) (u+v) =

Suto(U) = —u + (u+v)=—-u+

Si u+ v es is6tropo, u — v no lo es, pues (u+v,u+v) + (u—v,u —v) = 4(u, u) # 0, y entonces

definimos t(w) == —w y vemos que (£ 0 $,_y)(u) = v.

Como teorema, si Dy := diag(a1,...,apr,bri1,...,b,)y Do = diag(as,...,ar,Cri1,-..,Cn)
son matrices con aq,...,a, # 0, si Dy es congruente con Dy entonces diag(by41,...,b,) lo
es con diag(c¢,41,...,¢,). Demostracion: Basta ver que esto se cumple con r = 1. Sean
D, = diag(a,ba,...,b,) y Dy = diag(a,cs,...,c,) matrices de una forma bilineal (-) en las
bases (u1,...,un) y (v1,...,0,), respectivamente. Entonces (u1,u1) = a = (vi,v1) # 0y
existe una isometria s con s(u1) = vy, por lo que {s(u1),...,s(u,)} es base ortogonal de V'
vy B =< s(ua),...,s(u,) >=< s(uy) >t=< vy >t=< vq,...,v, >. La matriz de ()| es

diag(ba, ..., by) en (s(ua),...,s(uy)) v es diag(ca, ..., cn) en (va, ..., vp).
El corolario de cancelacion de Witt afirma que si Uy,Us < V son tales que (-)|y,
y ()|u, son no degeneradas y U; es isométrico a Us, entonces Ui~ es isométrico a Us . De-

mostraciéon: Tenemos V = U; @ U- = Uy @ Us", existen bases respectivas (u1,...,u,) y
(v1,...,v,) de Uy y Us respecto de las cuales la matriz de (-)|y, v de (-)|y, es diag(aq,...,a,)
con ai,...,a, #0.Sean (U y1,...,Un) y (Uri1,...,v,) bases respectivas de Ui~ y Us, si Dy ==
diag(ay,...,ar,bry1,...,0n) v Do = diag(as,...,ar, ¢rq1,...,¢n) son las matrices de (-) res-
pecto de (u,...,un) y (v1,...,v,), respectivamente, entonces Dy ~ Do y diag(byy1,...,bn) ~
diag(cri1,- -5 Cn)-

Un plano hiperbélico es un espacio bilineal (V,(-)) de dimension 2 donde V' contiene
vectores isotropos no nulos y (-) es no degenerada. Un espacio bilineal (V (-)) de dimension 2
es un plano hiperbolico si y sblo si existe una base de V respecto la cual la matriz de (-) es
diag(1, —1). Por tanto todos los planos hiperbolicos sobre un mismo cuerpo son isométricos.

=] Sean u # 0 iso6tropo, v € V tal que (u,v) es una base y v' = Tuoy la matriz de () en

w,v)
0 1
A'_<1 a)

con a = (v, v'). Sea ahora w = zu+v’ tal que (w,w) = 1, entonces 1 = (xu+v’, zutv’) =
z*(u,u) + (v',v) + 2x(u,v’) = a + 2z y por tanto w = 152 L la
matrlz de (-) en la base (w,w’) es

(u,v") es




con b := (w',w’). Las matrices A y B son congruentes, luego sus determinantes difieren

en un cuadrado y b = —\? para cierto \. Sea w” = wyl, (w”,w") = —1 y la matriz de (-)

en (w,w"”) es
1 0
0 -1

<= Si identificamos los vectores con sus coordenadas respecto a la base en la que la matriz
de (-) es diag(1,—1), entonces (1,—1) es isotropo no nulo y, si hubiera un v = (v, v2)
con (u,v) = O0Vu, en particular ((1,0),v) =v; =0y {(0,1),v) = —vy = 0 y seria v = 0,
luego (-) es no degenerada.

Si dim(V) > 2, V contiene vectores is6tropos no nulos y (-) es no degenerada, entonces V
contiene un plano hiperbélico. En efecto, sea u # 0 isétropo, existe v € V' con (u,v) = 0, pues
de lo contrario u € Rad(V) = 0, y podemos ver que < u,v > es un plano hiperbolico.

El teorema de descomposicion de Witt afirma que, sea (V, (-)) un espacio bilineal con

(-) no degenerada, entonces
V=P& -&P, oW

siendo Pi,..., P, planos hiperbolicos y W anisétropo, y si V = Q1 @ --- ® Q; & W' es otra
descomposicion ortogonal de V con Q1,...,Q; planos hiperbélicos y W’ anisétropo, entonces
s =ty W es isométrico a W’. Llamamos descomposicion de Witt a cualquiera de este
tipo, y llamamos a s el indice de Witt. Demostraciéon: Para dim(V) = 1, si hubiera un
vector u # 0 isoétropo, seria (Au,u) = 0 para todo A y por tanto Rad(V) # 0#, luego V es
anisotropo. Si n = dim(V) > 2 y V no es anisotropo, debe contener un plano hiperbolico P
y V =P @ P, {)|pL es no degenerada y por tanto el resultado sigue por induccion. Para la
unicidad, sea V=P, ®--- P &W =0Q1®--- P Q; ® W' y supongamos t > s. Como todos
los planos hiperbélicos sobre un mismo cuerpo son isométricos, P; @ --- @ P; es isométrico a
Q1 --®Qy y, por el teorema de cancelacion de Witt, W es isométrico a Qs11P---DQidW'.
Entonces debe ser ¢t = s porque de lo contrario tendriamos un subespacio anisoétropo isométrico
a uno que no lo es, y por tanto W debe ser isométrico a W'.

4.7. Cobnicas proyectivas y formas cuadraticas

Una conica proyectiva en P?(K) es una clase de equivalencia en el conjunto de polinomios
homogéneos de grado 2 en K[z,y, z], o de formas cuadraticas no nulas de dimension 3, bajo
la relacién ¢ ~ ¢’ : <= 3IX € K\{0} : ¢’ = A\g. Escribimos C, := [¢], y la identificamos con
el conjunto de puntos [a,b,c] en los que g(a,b,c) = 0. En P?(R), una conica proyectiva es la
ampliacion proyectiva de una conica afin de matriz proyectiva igual a la matriz de la forma
cuadratica:

. ., 2 2 . ., 2 2
» Dada una elipse de ecuacion &z +¥%; = 1, su homogeneizacion es 7 + ¥z = 22. Los puntos
del infinito son aquellos en que z = 0, siendo la tnica solucién cuando x = y = 0. Como
[0,0,0] no existe, la elipse no tiene puntos en el infinito.
o g2 R Sy 2y 2
= Dada una hipérbola de ecuacion % — 4 = 1, su homogeneizacion es & — 4 = 2% y
; . a b ’ a b
vemos que sus puntos del infinito son aquellos en que z = 0 y por tanto x = 3y, con lo
que la hipérbola tiene dos puntos del infinito correspondientes a sus asintotas.



= Dada una parabola de ecuaciéon y? = 2px, su homogeneizaciéon es y2 = 2pzz, siendo los
puntos en el infinito aquellos en que y = z = 0, con lo que la parabola tiene un punto en
el infinito correspondiente a su eje.

Dos puntos P, @ € P2(K) son conjugados respecto de una coénica proyectiva de matriz pro-
yectiva A si [P]'A[Q] = 0. P € P?(K) es un punto singular respecto de una coénica proyectiva
si es conjugado de cualquier @ € P?(K), y es regular en caso contrario.

Sea Q una coénica no degenerada de matriz A, llamamos recta polar de P € P?(K) respecto
de Q arp:={X € P(K) | [P]'A[X] = 0}, y decimos que P es el polo de la recta rp.

Una recta es tangente a una coénica si la corta en un dnico punto. Por el principio de duali-
dad del plano proyectivo, podemos describir una cénica mediante los puntos que le pertenecen
o como el conjunto de todas sus tangentes.

Una cénica es no degenerada si A := |A| = 0. Dos cénicas C, y Cy son proyectivamente
equivalentes si podemos transformar una en la otra mediante un cambio de coordenadas
proyectivas, si y so6lo si la signatura de la forma bilineal asociada a una es igual u opuesta a la
de la otra. Esto resulta en los siguientes tipos de conicas:

] Rango \ Signatura \ Ecuacién reducida \ Tipo de cénica ‘
3 (3,0)/(0,3) | 22+ 4%+ 22=0 | No degenerada imaginaria
(2,1)/(1,2) | 22 4+y*—2*=0 No degenerada real
9 (2,0)/(0,2) 2 +9y?=0 Punto
(1,1) 2 —y*=0 Par de rectas distintas
1 (1,0)/(0,1) 22 =0 Recta doble
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