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Capítulo 1

Anillos conmutativos

Un grupo abeliano es un par (A,+) formado por un conjunto A y una suma + : A×A→
A asociativa, conmutativa, con un elemento neutro 0 ∈ A llamado cero y en el que cada a ∈ A
posee un simétrico u opuesto −a. Un anillo es una terna (A,+, ·) formada por un grupo
abeliano (A,+) y un producto · : A × A → A asociativo y distributivo respecto a la suma
((a+ b) · c = (a · c) + (b · c) y c · (a+ b) = (c · a) + (c · b)).

El producto tiene precedencia sobre la suma, y escribimos a− b := a+ (−b) y ab := a · b. Si
A es un anillo y a ∈ A, definimos 0a = 0, a0 = 1 y, para n ∈ N, (n+1)a := na+a, an+1 := ana
y (−na) := −(na).

Un anillo es conmutativo si su producto es conmutativo, y tiene identidad si este tie-
ne elemento neutro 1 ∈ A llamado uno. Salvo que se indique lo contrario, los anillos serán
conmutativos y con identidad.

1. Z, Q, R y C son anillos con la suma y el producto usuales.

2. Para c ∈ C, Z[c] := {
∑∞
n=0 anc

n}
a∈ZN ⊆ C es un anillo con la suma y el producto de

complejos, y en particular lo es Z[i] := {a+bi}a,b∈Z, el anillo de los enteros de Gauss.

3. El conjunto de funciones R → R que se anulan en casi todo punto es un anillo conmutativo
sin identidad con la suma y producto de funciones.

4. Si (Ai)i∈I es una familia de anillos,
∏
i∈I Ai es un anillo con las operaciones componente

a componente, el anillo producto de los Ai.

5. Dado un anillo A, AJXK := AN es un anillo con la suma componente a componente y el
producto a · b := (

∑n
k=0 akbn−k)n, el anillo de las series de potencias sobre A, y un

a ∈ A se suele denotar como
∑
n anX

n.

GyA

Llamamos Y X al conjunto de funciones de X a Y . [...]. Si A es un anillo y n es un entero
positivo, [...] Mn(A) [...] es un anillo con la suma y el producto habituales.

Sean A un anillo y a, b, c ∈ A: [...]
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3. [...] El 0 y el 1 son únicos.

4. El opuesto de a es único, y si a es invertible, el inverso es único.

5. 0a = a0 = 0.

6. a(−b) = (−a)b = −(ab).

7. a(b− c) = ab− ac.

[...] Dados un anillo A, a, b ∈ A y m,n ∈ Z:

1. n(a+ b) = na+ nb.

2. (n+m)a = na+ma.

3. n(ma) = (nm)a.

Dados dos anillos A y B, un homomorfismo de anillos es una f : A→ B tal que f(1) = 1
y, para x, y ∈ A, f(x+ y) = f(x) + f(y) y f(xy) = f(x)f(y).

GyA

Un automorfismo de A es un isomorfismo de A en A. [...] Sean f : A→ B un homomor-
fismo de anillos y a, b, a1, . . . , an ∈ A:

1. f(0) = 0.

2. f(−a) = −f(a).

3. f(a− b) = f(a)− f(b).

5. f(na) = nf(a).

[...] Ejemplos:

1. Dados anillos A y B, f : A→ B dada por f(a) = 0 es un homomorfismo si y sólo si
B = 0. [...]

3. Dado un anillo A, µ : Z → A dada por µ(n) := n1 es el único homomorfismo de
anillos de Z en A.

4. Dada una familia de anillos (Ai)i∈I y j ∈ I, la proyección pj :
∏
i∈I Ai → Aj dada

por pj(a) := aj es un homomorfismo.

5. La conjugación de complejos, dada por a+ bi := a − bi para a, b ∈ R, es un
automorfismo en C. [...] Si d es un entero que no es un cuadrado, definiendo el
conjugado de a+b

√
d como a−b

√
d en Z[

√
d] o en Q[

√
d] tenemos un automorfismo.



Un homomorfismo f : A→ B es inyectivo si y sólo si ker f = 0.

=⇒ ] Obvio.

⇐= ] f(a) = f(b) =⇒ 0 = f(a)− f(b) = f(a− b) =⇒ a− b = 0 =⇒ a = b.

Un isomorfismo de anillos es un homomorfismo biyectivo, y su inverso es un homo-
morfismo. En efecto, sea f : A → B un isomorfismo, como f(1) = 1, f−1(1) = 1; si
b, b′ ∈ B, sean a := f−1(b) y a′ := f−1(b′), entonces f(a + a′) = f(a) + f(a′) = b + b′,
luego f−1(b+ b′) = a+ a′ = f−1(b) + f−1(b′), y análogamente f−1(bb′) = f−1(b)f−1(b′). Dos
anillos A y B son isomorfos, A ∼= B, si existe un isomorfismo entre ellos.

Llamamos anillo cero o trivial, 0, al único con un solo elemento, o el único con 1 = 0,
salvo isomorfismo. En efecto, todo conjunto unipuntual es un anillo con la suma y producto
definidos de la única forma posible, la única función entre estos anillos es un isomorfismo y, si
el anillo A cumple 1 = 0, para a ∈ A, a = a1 = a0 = 0.

1.1. Elementos notables
Sea A un anillo. Un a ∈ A es invertible o unidad si existe b ∈ A con ab = 1, en cuyo caso

b es único, pues ac = 1 =⇒ b = bac = c; lo llamamos inverso de a o a−1, y (a−1)−1 = a.
Llamamos grupo de las unidades de A, U(A) o A∗, al grupo abeliano formado por las
unidades de A con el producto. Para x, y ∈ A, xy ∈ A∗ ⇐⇒ x, y ∈ A∗, en cuyo caso
(xy)−1 = y−1x−1. Para n ∈ N y a ∈ A∗, llamamos a−n := (a−1)n = (an)−1.
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4. Si n,m ≥ 0, an+m = anam, y si a es invertible, esto se cumple para n y m enteros
arbitrarios.

5. Si [...] n ≥ 0, (ab)n = anbn, y si [...] a y b son invertibles, esto se cumple para todo
entero n.

6. Si [f : A → B es un homomorfismo de anillos y] a es invertible, f(a) también lo es
y f(a)−1 = f(a−1).

Un a ∈ A es cancelable si ∀x, y ∈ A, (ax = ay =⇒ x = y). Toda unidad es cancelable,
pues podemos cancelar multiplicando por el inverso. Si A es finito se da el recíproco, pues
x 7→ ax es inyectiva y por tanto suprayectiva y existe x con ax = 1. Para A infinito esto no es
cierto en general, pues 2 es cancelable en Z pero no es unidad.

Un a ∈ A es divisor de cero si existe c ∈ A \ {0} con ac = 0, si y sólo si no es cancelable.

=⇒ ] Si es cancelable, ac = 0 = a0 =⇒ c = 0, luego no es divisor de cero.

⇐= ] Sean x, y ∈ A distintos con ax = ay, entonces a(x− y) = 0, pero x− y ̸= 0.

Un a ∈ A es nilpotente si existe n ∈ N con an = 0, en cuyo caso, si A no es trivial, a es
divisor de cero, pues el 0 es claramente divisor de cero y, si a ̸= 0, tomando el menor n con
an = 0, an−1 ̸= 0 y aan−1 = 0. Llamamos nilradical de A, Nil(A), al conjunto de elementos
de A nilpotentes. El 1 es invertible. El 0 es nilpotente y, si A es no trivial, es no unidad.



Un e ∈ A es idempotente si e2 = e, en cuyo caso f := 1− e también lo es y ef = 0.
Dado un homomorfismo f : A → B, si a ∈ A es invertible, nilpotente o idempotente,

también lo es f(a) ∈ B. Si además f es inyectivo, si f(a) ∈ B es cancelable, nilpotente o
idempotente, también lo es a ∈ A.

Dados anillos A1, . . . , An, a ∈ A := A1 × · · · × An es invertible, cancelable, divisor de
cero, nilpotente o idempotente en A si y sólo si lo es cada ai en Ai.

Para m ∈ Z no cuadrado, definimos la norma en Z[
√
m] como N : Z[

√
m] → Z dada

por N(a+ b
√
m) := a2 −mb2 para a, b ∈ Z, y entonces:

1. Las unidades de Z[
√
m] son los elementos de norma 1.

2. Si m < 0, Z[
√
m]∗ es finito.

3. Si m > 0 y |Z[
√
m]∗| > 2, |Z[

√
m]∗| = |N|.

1.2. Subanillos
Dado un anillo A, un S ⊆ A es un subanillo de A si es un anillo con las mismas operaciones

y el mismo uno que A, si y sólo si es la imagen de un homomorfismo B → A, si y sólo si 1 ∈ S
y para x, y ∈ S, x− y, xy ∈ S.

1 =⇒ 2] Basta tomar el homomorfismo inclusión.

2 =⇒ 3] Sea f : B → A el homomorfismo, f(1) = 1 y, si x′, y′ ∈ B cumplen x = f(x′) e
y = f(y′), x− y = f(x′ − y′) ∈ S y xy = f(x′y′) ∈ S.

3 =⇒ 1] 1 ∈ S y por tanto 1−1 = 0 ∈ S, y para a, b ∈ S, −a = 0−a ∈ S, a+b = a−(−b) ∈ S
y ab ∈ S, luego S es cerrado para suma, producto y opuesto.

Ejemplos:

1. En la cadena Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C, cada anillo es subanillo de los que lo contienen, como pasa
en Z ⊆ Z[i] ⊆ C.

2. Dado un anillo A, el anillo de los polinomios en A, A[X], es el subanillo de AJXK formado
por las series con una cantidad finita de elementos no nulos, y A es un subanillo de A[X]
identificando a ∈ A con (a, 0, . . . , 0, . . . ) por isomorfismo.

GyA

1. Todo anillo A es un subanillo de sí mismo, el subanillo impropio, y el resto de
subanillos son propios. [...]

3. {0} es subanillo de A si y sólo si A = {0}.

4. Llamamos subanillo primo de A a Z1 := {n1A}n∈Z, el menor subanillo de A.

5. Si A y B son anillos y B ̸= 0, A× {0B} es cerrado para sumas y productos pero no
es un subanillo de A×B. [...]



7. Dado un espacio topológico X, {f ∈ RX | f continua} es un subanillo de RX con la
suma y el producto por elementos.

8. Dado un espacio vectorial V , {f ∈ V V | f lineal} es un subanillo de (V V ,+, ◦).

9. Dado un anillo A y un conjunto X, {f ∈ AX | f constante} es un subanillo de AX .

[...] Si [f : A → B es un homomorfismo y] B′ es un subanillo de B, f−1(B′) es un
subanillo de A.

1.3. Ideales
Un I ⊆ A es un ideal de A, I ⊴ A, si es el núcleo de un homomorfismo A→ B, si y sólo si

0 ∈ I y, para a ∈ A y x, y ∈ I, x+y, ax ∈ I. En concreto, definiendo la relación de equivalencia
módulo I en A como a ≡ b ⇐⇒ a− b ∈ I, el conjunto cociente A/I := A/ ≡ es un anillo con
la suma a+ b := a+ b, el producto a b := ab, 0 = 0, 1 = 1, −a = −a y, si a ∈ A∗, a ∈ (A/I)∗ y
a−1 = a−1, donde a es la clase de equivalencia de a, y la proyección canónica p : A → A/I
es un homomorfismo con núcleo I.

=⇒ ] Sean f : A → B un homomorfismo, a ∈ A y x, y ∈ ker f . Entonces f(ax) = f(a)f(x) =
f(a)0 = 0 y f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0.

⇐= ] Sean a ≡ a′, b ≡ b′ ∈ A, entonces x := a−a′, y := b−b′ ∈ I, luego a+b = a′+x+b′+y =
a′ + b′ + (x + y) con x + y ∈ I y a + b ≡ a′ + b′. Además ab = (a′ + x)(b′ + y) =
a′b′ + a′y + b′x + xy con a′y + b′x + xy ∈ I, luego ab ≡ a′ + b′ y el producto está
bien definido. Entonces es fácil ver que A/I es un anillo con los neutros y simétricos
indicados. Además, p(1) = 1, p(a + b) = a+ b = a + b = p(a) + p(b) y del mismo modo
p(ab) = p(a)p(b), y p(x) = x = 0 ⇐⇒ x− 0 = x ∈ I.

Llamamos L(A) al conjunto de ideales de A. Todo anillo A tiene al menos el ideal trivial
0 := {0} y el ideal impropio A, el único que contiene una unidad. En efecto, si I ⊴ A y
existe u ∈ I ∩A∗, para a ∈ A, a = (au−1)u ∈ I, luego I = A. I ⊴ A es propio, I ◁ A, si no es
impropio.

Dados anillos A1, . . . , An, L(A1 × · · · ×An) = {I1 × · · · × In}Ii⊴Ai,∀i.

1.4. Ideales finitamente generados
La intersección de una familia de ideales de A es un ideal de A. Dados un anillo A y un

subconjunto S ⊆ A, el ideal de A generado por S es

(S) :=
⋂

{I ⊴ A | S ⊆ I} = {a1s1 + · · ·+ ansn}n∈N,a∈An,s∈Sn ,

y S es un conjunto generador de (S). En efecto,
⋂
{I ⊴ A | S ⊆ I} es un ideal de A que

contiene a S y es el menor de ellos, pero todo ideal de A que contenga a S debe contener a
las combinaciones A-lineales finitas de elementos de S, y el conjunto de estas es claramente un
ideal, luego ambos conjuntos son iguales.



I ⊴ A es finitamente generado (FG) si existe S ⊆ I finito tal que I = (S), en cuyo caso,
si S = {b1, . . . , bn}, escribimos I =: (b1, . . . , bn). Un ideal principal de un anillo A es uno de
la forma (b) para algún b ∈ A. Por ejemplo, 0 = (0) y A = (1). Dados b ∈ A e I ⊴ A, (b) ⊆ I
si y sólo si b ∈ I, y en particular para b′ ∈ A, (b) ⊆ (b′) si y sólo si b′ divide a b.

Si a ∈ A es nilpotente entonces 1 + (a) ⊆ A∗ y, para u ∈ A∗, u+ a ∈ A∗.
Dado un anillo A y b ∈ A cancelable no invertible, (b,X) no es un ideal principal de

A[X], y en particular (X,Y ) no es un ideal principal de A[X,Y ] := A[X][Y ]. Si e ∈ A es
idempotente, para a ∈ A, a ∈ (e) ⇐⇒ a = ea, con lo que (e) es un anillo con identidad
e.

No todos los ideales son finitamente generados. En efecto, dado un anillo no trivial A, en
AN con las operaciones componente a componente, A(N) formado por los elementos de AN con
una cantidad finita de entradas no nulas es un ideal de AN, pero no es finitamente generado
porque si tomamos una cantidad finita de elementos del ideal, hay un índice a partir del cual
todos tienen solo ceros y no generan elementos de A(N) con un 1 después de esta posición.

1.5. Dominios
Un anillo es reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos de 0, si y sólo si todo

elemento no nulo tiene cuadrado no nulo.

=⇒ ] Trivial.

⇐= ] Si hubiera b ∈ Nil(A) \ {0}, sea n > 0 mínimo con bn = 0, entonces bn−1 ̸= 0 y (bn−1)2 =
b2n−2 = bnbn−2 = 0#.

Un anillo A es un dominio si no tiene divisores de cero no nulos, si y sólo si todo elemento no
nulo es cancelable, y es un cuerpo si todo elemento no nulo es unidad.

Todo cuerpo es dominio y todo dominio es reducido. Los recíprocos no se cumplen, pues Z
es un dominio que no es un cuerpo y Z6 es un anillo reducido que no es un dominio.

Todo subanillo de un dominio es dominio, y todo subanillo de un anillo reducido es reducido.
No todo subanillo de un cuerpo es un cuerpo, pues Z es subanillo del cuerpo Q pero no es un
cuerpo.

Todo dominio con un número finito de ideales es un cuerpo, y en particular lo es todo
dominio finito.

Dados un dominio D y a, b ∈ D, a divide a b, a es divisor de b o b es múltiplo de a, a | b,
si existe c ∈ D con ac = b. Esta relación es reflexiva y transitiva, y para a, b, c, r, s ∈ D, si a | b
y a | c, a | rb+ sc. Dos elementos a y b son asociados si a | b y b | a, si y sólo si existe u ∈ D∗

con b = au.

=⇒ ] Si b = 0, a = 0 y tomamos u = 1. En otro caso, sean c, d ∈ D con ac = b y bd = a,
b = ac = bdc, luego dc = 1 y c es unidad.

⇐= ] a = bu−1.
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Sean A un anillo [...] y a ∈ A \ (A∗ ∪{0}), a es irreducible en A si ∀b, c ∈ A, (a = bc =⇒
b ∈ A∗ ∨ c ∈ A∗), y es primo en A si ∀b, c ∈ A, (a | bc =⇒ a | b ∨ a | c).

Si A es un dominio, todo primo es irreducible.
Irreducible en un dominio no implica primo. [...]
Si A es un dominio, a es irreducible si y sólo si (a) es maximal entre los ideales

principales no nulos de A, es decir, si (a) ̸= 0, A y ∀b ∈ A, ((a) ⊆ (b) ̸= A =⇒ (a) = (b)).
[...]

Dados un anillo conmutativo A y S ⊆ A, a ∈ A es un máximo común divisor de S
en A, a = mcdS[= gcdS], si divide a cada elemento de S y es múltiplo de cada elemento
que cumple esto, y es un mínimo común múltiplo de S en A, a = mcmS[= lcmS], si es
múltiplo de cada elemento de S y divide a cada elemento que cumple esto. Para a, b ∈ A:

1. a = mcdS si y solo si (a) es el menor ideal principal de A que contiene a S. En
particular, si (a) = (S), a = mcdS.

2. a = mcmS si y sólo si (a) es el mayor ideal principal de A contenido en
⋂
s∈S(s). En

particular, si (a) =
⋂
s∈S(s), a = mcmS.

3. Si a = mcdS, b = mcdS si y sólo si a y b son asociados en A.

4. Si a = mcmS, b = mcmS si y sólo si a y b son asociados en A.

5. Si a divide a todo elemento de S y a ∈ (S), [...] a = mcdS. En tal caso llamamos
identidad de Bézout a una expresión de la forma a = a1s1 + · · · + ansn con
a1, . . . , an ∈ A y s1, . . . , sn ∈ S, que existe porque a ∈ (S).

6. mcdS = 1 si y sólo si los únicos divisores comunes de los elementos de S son las
unidades de A.

7. Si 1 ∈ (S), mcdS = 1.

[...] Dado un dominio D, una factorización en producto de irreducibles de a ∈ D
es una expresión de la forma a = up1 · · · pn, donde u es una unidad de D y p1, . . . , pn
son irreducibles en D. Dos factorizaciones en producto de irreducibles de a ∈ D, a =
up1 · · · pm y a = vq1 · · · qn, son equivalentes si m = n y existe una permutación σ de
Nn := {1, . . . , n} tal que para k ∈ Nn, pk y qσ(k) son asociados, en cuyo caso u y v también
lo son.

D es un dominio de factorización (DF) si todo elemento no nulo de D admite
una factorización en producto de irreducibles, y es un dominio de factorización única
(DFU o UFD) si, además, todas las factorizaciones de un mismo elemento son equiva-
lentes.

1. Teorema Fundamental de la Aritmética: Z es un DFU.

2. Dado m ∈ Z+, Z[
√
m] es un DF.



Un dominio D es un DFU si y sólo si todo elemento no nulo de D es producto de una
unidad por primos, si y sólo si D es un dominio de factorización en el que todo elemento
irreducible es primo.

Todo cuerpo es un DFU, pues no tiene elementos nulos no invertibles. También lo son los
anillos de polinomios sobre un DFU.

Un dominio de ideales principales (DIP) es uno en el que todos los ideales son princi-
pales.

GyA

Si D es un DIP y a ∈ D \ (D∗ ∪ {0}), a es irreducible si y solo si (a) es un ideal maximal,
si y solo si D

(a) es un cuerpo, si y solo si a es primo, si y solo si (a) es un ideal primo, si y
solo si D

(a) es un dominio. [...] Todo DIP es un DFU.

GyA

A es un cuerpo si y sólo si los únicos ideales de A son 0 y A, si y sólo si todo homomorfismo
de anillos A→ B con B ̸= 0 es inyectivo.

1.6. Aritmética modular
GyA

Dado n ∈ Z+, llamamos Zn := Z
nZ = {0 + nZ, . . . , (n− 1) + nZ}.

Para n ≥ 2:

1. r ∈ Zn es unidad si y sólo si gcd{r, n} = 1 en Z.

=⇒ ] Si fuera d := gcd{r, n} > 1, sean r′, n′ ∈ Z con r = dr′ y n = dn′, entonces
n′ ̸≡ 0 mód n pero rn′ = dr′n′ = r′n ≡ 0 mód n, con lo que r es divisor de cero.#

⇐= ] Una identidad de Bézout ar + bn = 1 se traduce en que ar ≡ 1 mód n.

2. r ∈ Zn es nilpotente si y sólo si todos los divisores primos de n dividen a r.

=⇒ ] Sean m con rm ≡ 0 y p un divisor primo de n, como n | rm, p divide a rm y por
tanto a r.

⇐= ] Sea pk11 · · · pkss la descomposición prima de n, como p1 · · · ps | r, llamando m :=
máx{k1, . . . , ks}, n | pm1 · · · pms | rm.

3. Zn es un cuerpo si y sólo si es un dominio, si y sólo si n es primo.

1 =⇒ 2] Visto.

2 =⇒ 3] Probamos el contrarrecíproco. Si existen p, q ∈ {2, . . . , n− 1} con n = pq, p es
divisor de 0 en Zn.

3 =⇒ 1] Para r ∈ Zn \ {0}, gcd{r, n} = 1 en Z y por tanto r es unidad.



4. Zn es reducido si y sólo si n es libre de cuadrados, es decir, si no tiene divisores
cuadrados de primos.

=⇒ ] Si no fuera libre de cuadrados, sea n = p2q para ciertos p, q ∈ Z con p primo, en Zn
pq ̸= 0 pero (pq)2 = p2q2 = 0.

⇐= ] La descomposición en primos de n es de la forma p1 · · · ps con los pi distintos, y si
r ∈ Zn cumple r2 = 0 entonces en Z cada pi divide a r2 y por tanto a r, luego n | r
y r = 0 en Zn.

1.7. Operaciones con ideales
Dados subconjuntos S1 y S2 de un anillo A, llamamos S1 + S2 := {x + y}x∈S1,y∈S2 y

S1 · S2 := {xy}x∈S1,y∈S2
. Para a ∈ A, llamamos a + S2 := {a} + S2 y a · S2 := {a} · S2. Por

ejemplo, para I ⊴ A y a ∈ A, a+ I es la clase de equivalencia de A en A/I.
Si S1, S2 ⊆ A, (S1)+(S2) = (S1∪S2). Llamamos ideal suma de I, J ⊴ A a I+J = (I∪J).

I, J ⊴ A tienen suma directa K ⊴ A, I ⊕ J = K, si I + J = K e I ∩ J = 0. I ⊕ J = A
si y sólo si existe un idempotente e ∈ A con I = (e) y J = (1− e).

Dados I, J ⊴ A, en general I ·J no es un ideal. En efecto, sean A := Z[X,Y ] e I := (X,Y ) ⊴
A, entonces X2, Y 2, XY ∈ I · I, y si I · I fuera un ideal sería p := X2 + XY + Y 2 ∈ I · I y
por tanto habría q = a0X + b0Y + . . . , r = a1X + b1Y + · · · ∈ I con p = qr, pero entonces
a0a1, b0b1, a0b1 + b0a1 = 1, pero como los coeficientes son enteros las dos primeras ecuaciones
implican a0 = a1, b0 = b1 ∈ {±1} y por tanto a0b1 + b0a1 ∈ {±2}#.

El ideal producto de I, J ⊴ A es

IJ := (I · J) = {x1y1 + · · ·+ xnyn}xi∈I,yi∈J,∀i ⊆ I ∩ J.

Llamamos I0 := A y, para n ∈ N, In+1 := IIn. I ⊴ A es nilpotente si existe n ∈ N tal que
In = 0.

Si S1, S2 ⊆ A, (S1)(S2) = (S1 · S2), y en particular el producto de ideal principales es un
ideal principal.

⊆] Usando combinaciones lineales, los elementos de (S1)(S2) son sumas de elementos de la
forma aixibjyj con ai, bj ∈ A, xi ∈ S1 e yj ∈ S2, pero xiyj ∈ S1 · S2 y por tanto aibjxiyj
está en (S1 · S2), y la suma de elementos de este tipo también.

⊇] Los elementos de (S1·S2) tienen forma s = a1x1y1+· · ·+anxnyn con los ai ∈ A, los xi ∈ S1

y los yi ∈ S2, pero aixi ∈ (S1) e yi ∈ (S2), luego cada aixiyi ∈ (S1)(S2) = ((S1) · (S2)) y
por tanto s ∈ (S1)(S2).

En un DIP, (a)+(b) = (gcd{a, b}) y (a)∩ (b) = (lcm{a, b}). Dados un dominio A, a, b ∈ A
e I ⊴ A no trivial, si (a)I = (b)I entonces (a) = (b). Esto no es cierto en general si se
cambian (a) o (b) por ideales no principales.

Para I, J ⊴ A, en general IJ ̸= I ∩ J , pues por ejemplo en Z es (2) ∩ (4) = (4) pero
(2)(4) = (8).



Un anillo A es completamente idempotente si todo I ⊴ A cumple I = I2, si y sólo si
para todo I, J ⊴ A es I ∩ J = IJ .

1.8. Isomorfía
Dado un homomorfismo de anillos f : A→ B:

1. Si J ⊴ B, la contracción de J es f−1(J) ⊴ A.

Sea π : B → B/J la proyección canónica, J = kerπ, luego f−1(J) = f−1(π−1(0)) =
ker(π ◦ f) es un ideal.

2. Si I ⊴ A, f(I) ⊴ Imf , y llamamos extensión de I relativa a f a (f(I)).

Sean a ∈ A y x, y ∈ I, de modo que f(a) ∈ Imf y f(x), f(y) ∈ f(I), f(x) + f(y) =
f(x+ y) ∈ f(I) y f(a)f(x) = f(ax) ∈ f(I).

3. En general f(I) no es ideal de B.

La inclusión ι : Z → Q es un homomorfismo de anillos y Z ⊴ Z, pero ι(Z) = Z ⋬ Q.

Teorema de la correspondencia:

1. Dado un homomorfismo de anillos f : A→ B, la extensión es una biyección

{I ⊴ A | ker f ⊆ I} → {J ⊴ Imf},

y su inversa es la contracción.

Primero vemos que las imágenes están donde deben. Si I ⊴ A, f(I) ⊴ Imf , y si J ⊴ Imf ,
f−1(J) ⊴ A y, como 0 ∈ J , ker f = f−1(0) ⊆ f−1(J). Veamos ahora que la extensión y
la contracción son inversas una de la otra. Por teoría de conjuntos, para todo J ⊆ Imf ,
f(f−1(J)) = J , y para todo I ⊆ A, I ⊆ f−1(f(I)), por lo que solo hay que ver que
f−1(f(I)) ⊆ I. Sea x ∈ f−1(f(I)), f(x) ∈ f(I), luego existe y ∈ I con f(x) = f(y), pero
entonces f(x− y) = 0, x− y ∈ ker f ⊆ I y x = y + (x− y) ∈ I.

2. Si I es un ideal de A y p : A→ A/I es la proyección canónica,

ρ : {J ⊴ A | I ⊆ J} → {K ⊴ A/I}

dada por ρ(J) := J/I := p(J) = {x + I}x∈J es una biyección que conserva la inclusión
de los elementos.

Basta aplicar el punto anterior a p.

3. Sean I, J ⊴ A y p : A→ A/I la proyección canónica, p(J) = (J + I)/I.

Dados I, J, J ′ ⊴ A con I ⊆ J, J ′, JI + J′

I = J+J′

I , JI ∩ J′

I = J∩J′

I y J
I
J′

I = JJ ′

I .



Hay tantos ideales de Zn como divisores positivos de n. En efecto, como Zn = Z/(n), por el
teorema anterior hay una biyección entre L(Zn) y {I ⊴ Z | (n) ⊆ I}, pero Z es un DIP, luego
estos elementos se corresponden con los m ∈ Z con (n) ⊆ (m), que son aquellos con m | n, y
tomamos solo los m positivos ya que los negativos son sus asociados y 0 ∤ n.

Teorema del factor: Sean f : A→ B un homomorfismo de anillos, I ⊴ A y p : A→ A/I
la proyección canónica, existe un homomorfismo f : A/I → B con f ◦ p = f si y sólo si
I ⊆ ker f , en cuyo caso f es único y ker f = ker f/I.

=⇒ ] Para x ∈ I, f(x) = f(p(x)) = f(0) = 0, luego I ⊆ ker f .

⇐= ] Sea f : A/I → B con f ◦ p = f , para a ∈ A, f(a+ I) = f(a), lo que prueba la unicidad.
Para la existencia, si a+ I = b+ I, f(b) = f(a+ b− a) = f(a) + f(b− a) = f(a) porque
b− a ∈ I ⊆ ker f . Finalmente x+ I ∈ ker f ⇐⇒ f(x+ I) = f(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ ker f .

Teoremas de isomorfía:

1. Para un homomorfismo de anillos f : A→ B, A/ ker f ∼= Imf .
B′ := Imf es un subanillo de B, luego f : A → B′ es un homomorfismo suprayectivo y,
por el teorema del factor, existe f : A/ ker f → B′ con f ◦p = f y ker f = ker f/ ker f = 0,
que es pues inyectivo y es suprayectivo por serlo f , de modo que es un isomorfismo.

2. Sean I ⊴ A y S un subanillo de A, I + S es un subanillo de A, I ∩ S ⊴ S, I ⊴ I + S y
S/(I ∩ S) ∼= (I + S)/I.
Es fácil comprobar que I + S es subanillo de A y claramente I ∩ S ⊴ S e I ⊴ I + S. Sea
ahora el homomorfismo f : S → (I + S)/I dado por f(a) = a+ I, f(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ I,
luego ker f = I ∩ S, e Imf = (I + S)/I, pues un (x+ s) + I ∈ (I + S)/I arbitrario, con
x ∈ I y s ∈ S, es la imagen por f de s. Entonces, por el primer teorema de isomorfía,
S/(I ∩ S) ∼= (I + S)/I.

3. Si I, J ⊴ A con I ⊆ J , (A/I)/(J/I) ∼= A/J .
Sea p : A → A/J la proyección canónica, como I ⊆ J = ker f , el teorema del factor nos
da un homomorfismo p : A/I → A/J con ker p = ker p/I = J/I, que es suprayectivo por
serlo p, y el resultado se obtiene del primer teorema de isomorfía.
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Un anillo A tiene característica n ∈ Z≥0 si n es el menor entero positivo con n1A = 0A,
o 0 si no existe tal n. Sean A un anillo conmutativo, f : Z → A el único homomorfismo
de anillos (f(n) = n1) y n ≥ 0, A tiene característica n si y sólo si ker f = nZ, si y sólo si
el subanillo primo de A es isomorfo a Zn, si y sólo si A contiene un subanillo isomorfo a
Zn. [...] La característica de un dominio no trivial es 0 o un número primo.

I, J ⊴ A son comaximales si I + J = A, si y sólo si ∃a ∈ I, b ∈ J : a+ b = 1.

1. Si I ⊴ A es comaximal con J1, . . . , Jn ⊴ A, lo es con J1 · · · Jn y con J1 ∩ · · · ∩ Jn.
Basta verlo para el producto, pues la intersección es más grande. Para n ∈ {0, 1} es
claro. Para n = 2, existen a, a′ ∈ I, b ∈ J1 y b′ ∈ J2 con 1 = a + b = a′ + b′, luego
1 = aa′ + ab′ + ba′ + bb′ con bb′ ∈ J1J2 y el resto de sumandos en I. Para n > 2 se hace
inducción.



2. Si I1, . . . , In ⊴ A son comaximales dos a dos, I1 · · · In = I1 ∩ · · · ∩ In.
Para n ∈ {0, 1} es claro. Para n = 2, sea x ∈ I1 ∩ I2, como existen a ∈ I1 y b ∈ I2 con
a + b = 1, x = ax + bx, pero a ∈ I1 y x ∈ I2 y por tanto ax ∈ I1I2, y del mismo modo
bx ∈ I1I2, luego I1 ∩ I2 ⊆ I1I2 y ya sabíamos que I1I2 ⊆ I1 ∩ I2. Para n > 2, supuesto
esto probado para n menor, por lo anterior I1 · · · In−1 = I1∩ · · ·∩ In−1 es comaximal con
In y basta usar el caso n = 2.

3. I, J ⊴ A son comaximales si y sólo si ∀x, y ∈ A, (x+ I) ∩ (y + J) ̸= ∅, en cuyo caso
para n,m ∈ N, In y Jm son comaximales.

Teorema chino de los restos: Dados anillos A,B1, . . . , Bn y homomorfismos gi : A→ Bi
con Ki := ker gi:

1. ϕ : A → B1 × · · · × Bn dado por ϕ(x) := (g1(x), . . . , gn(x)) es un homomorfismo con
núcleo K1 ∩ · · · ∩Kn.

2. Si los gi son suprayectivos y los Ki son comaximales dos a dos, ϕ es suprayectivo, kerϕ =
K1 · · ·Kn y A/(K1 · · ·Kn) ∼= B1 × · · · ×Bn.

Para n ∈ {0, 1} es claro, por lo que suponemos n ≥ 2. Al ser los Ki comaximales,
K1 es comaximal con K2 ∩ · · · ∩ Kn. Sean ahora a ∈ K1 y b ∈ K2 ∩ · · · ∩ Kn con
a+ b = 1, como g1(a) = 0, g1(b) = g1(a) + g1(b) = g1(a+ b) = 1, y para j ∈ {2, . . . , n},
gj(b) = 0. Sea ahora x ∈ B1 arbitrario, por suprayectividad existe u ∈ A con g1(u) = x,
con lo que g1(ub) = g1(u)g1(b) = x y, para j ∈ {2, . . . , n}, gj(ub) = gj(u)gj(b) =
0, de modo que ϕ(u) = (x, 0, . . . , 0). Por simetría, para cada i y x ∈ Bi existe u tal
que ϕ(u) = (0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0) con x en la i-ésima posición, y como todo elemento
de B1 × · · · × Bn es suma de elementos de esta forma, ϕ es suprayectiva. Entonces
kerϕ = K1 ∩ · · · ∩Kn = K1 · · ·Kn, y para la última afirmación basta aplicar el primer
teorema de isomorfía.

1.9. Ideales maximales
I ◁A es maximal en A, I ⊴m A, si es maximal en el conjunto de ideales propios de A, si y

sólo si A/I es un cuerpo. Demostración: Como J 7→ J/I conserva la inclusión, I es maximal
si y sólo si lo es I/I = 0, si y sólo si A/I no es trivial y no tiene ideales propios no nulos (si
tuviera alguno, contendría a 0 y 0 no sería maximal), si y sólo si es un cuerpo no trivial, pero
sabemos que A/I es no trivial porque I es propio.

Llamamos espectro maximal de A, MaxSpec(A), al conjunto de ideales maximales de A.
Para I ⊴ A, la biyección {J ∈ L(A) | I ⊆ J} → L(A/I) del teorema de la correspondencia se
restringe a una biyección {J ∈ MaxSpec(A) | I ⊆ J} → MaxSpec(A/I).

I ⊴ A es maximal en A si y sólo si I + (X) lo es en A[X], pero I[X] nunca es maximal en
A[X].

Una cadena en un conjunto ordenado es un subconjunto que, con el mismo orden, es
totalmente ordenado. Un conjunto ordenado es inductivo si toda cadena no vacía tiene cota
superior. Lema de Zorn: Todo conjunto inductivo no vacío tiene un elemento maximal.



Si I ◁ A, existe un ideal maximal de A que contiene a I, y en particular todo anillo no
trivial tiene al menos un elemento maximal. Demostración: Sea Ω := {J ◁ A | I ⊆ J}, Ω ̸= ∅
porque I ∈ Ω. Considerándolo ordenado por inclusión, si C es una cadena no vacía en Ω,

⋃
C

es una cota superior, pues si x, y ∈
⋃
C y a ∈ A, sean I, J ∈ C tales que x ∈ I e y ∈ J , entonces

por ejemplo I ⊆ J , luego x, y ∈ J ⊆
⋃
C y x + y, ax, ay ∈ J ⊆

⋃
C para a ∈ A, de modo que⋃

C es un ideal, contiene a I y no es propio porque ninguno de los elementos de C contiene a
1. Entonces, por el lema de Zorn, Ω tiene un elemento maximal J , que es un ideal propio que
contiene a I y es maximal porque, para J ′ ◁ A con J ⊆ J ′, J ′ ∈ Ω y por tanto J ′ = J .

Llamamos radical de Jacobson de un anillo A a Jac(A) :=
⋂

MaxSpec(A) = {a ∈ A |
1 + (a) ⊆ A∗}. Jac(A) no contiene idempotentes no nulos.

Un anillo A tiene un único ideal maximal M si y sólo si A \ A∗ es un ideal, en cuyo
caso M = A \A∗, y entonces decimos que A, (A,M) o (A,M,A/M) es un anillo local, y
1+M es un subgrupo multiplicativo de A∗. Zn es un anillo local si y sólo si n es potencia
de primo.

Sean p ∈ Z+ primo y Z(p) el subconjunto de Q de los racionales en cuya expresión
como fracción irreducible el denominador no es múltiplo de p, entonces (Z(p), (

p
1 )) es un

subanillo local de Q con Z(p)/(
p
1 )

∼= Zp, y es un DFU en el que p es el único irreducible
salvo asociados.

Si (A, (p)) es un anillo local con p ̸= 0 y
⋂
n∈N(p)

n = 0, cada a ∈ A \ 0 es de la forma
upn para ciertos u ∈ A∗ y n ∈ N, y en particular A es un DIP con un único irreducible
salvo asociados.

Dados anillos locales A1, . . . , An, los idempotentes de A1 × · · · × An son las n-uplas
(e1, . . . , en) con cada ei ∈ {0, 1}. Para n ≥ 2 con factorización prima pm1

1 · · · pmt
t (con los

pi distintos y los ti ≥ 1), Zn tiene 2t idempotentes dados por los sistemas de ecuaciones
diofánticas {

eI ≡ 0 mód
(
q :=

∏
i∈I p

mi
i

)
,

eI ≡ 1 mód
(
r :=

∏
i/∈I p

mi
i

)
,

para I ⊆ {1, . . . , t}. En concreto existen s, t ∈ Z con x = 1 + qt = rs, de modo que
rs − qt = 1 y, como q y r son coprimos, se pueden obtener s y t con una identidad de
Bézout. Para obtener una identidad de Bézout:

1. Se calcula el máximo común divisor por el algoritmo de Euclides, usando la recu-
rrencia r0 := q, r1 := r, ri+1 = ri−1 − qiri, con qi, ri+1 ∈ Z y 0 ≤ ri+1 < ri, hasta
llegar a un rn = 1.

2. Se va despejando hacia atrás, haciendo

1 = rn = rn−2 − qn−1rn−1 = rn−2 − qn−1(rn−3 − qn−2rn−2) =

= −qn−1rn−3 + (1 + qn−1qn−2)rn−2 = · · · = r0t+ r1s.

1.10. Ideales primos
I ◁ A es primo, I ⊴p A, si ∀x, y ∈ A, (xy ∈ I =⇒ x ∈ I ∨ y ∈ I), si y sólo si

∀n ∈ N∗,∀x1, . . . , xn ∈ A, (x1 · · ·xn ∈ I =⇒ ∃k : xk ∈ I), si y sólo si A/I es un dominio, si y
sólo si ∀n ∈ N∗,∀J1, . . . , Jn ⊴ A, (J1 · · · Jn ⊆ I =⇒ ∃k : Jk ⊆ I).



1 ⇐⇒ 2] Trivial.

1 ⇐⇒ 3] Para x, y ∈ A, xy ∈ I =⇒ x ∈ I ∨ y ∈ I si y sólo si, en A/I, x y = xy = 0 =⇒
x = 0∨ y = 0, y que esto se de para todo x, y ∈ A/I equivale a que A/I sea un dominio.

1 =⇒ 4] Si fuera cada Jk ⊈ I, sea xk ∈ Jk \ I para cada k, x1 · · ·xn ∈ J1 · · · Jn ⊆ I, pero si
I es primo existe k con xj ∈ I#.

4 =⇒ 1] Sean a1, a2 ∈ A con a1a2 ∈ I, (a1)(a2) = (a1a2) ⊆ I, luego por hipótesis (a1) ⊆ J o
(a2) ⊆ J y por tanto a1 ∈ J o a2 ∈ J .
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[Si A es un anillo y a ∈ A,] a es primo si y sólo si (a) es un ideal primo no nulo de A.

El espectro primo deA, Spec(A), es el conjunto de todos los ideales primos. MaxSpec(A) ⊆
Spec(A), pues todo cuerpo es un dominio. Para I ◁ A, la biyección del teorema de la corres-
pondencia se restringe a una biyección {J ∈ Spec(A) | I ⊆ J} → Spec(A/I). En efecto, para
J ∈ L(A) con I ⊆ J , (A/I)/(J/I) ∼= A/J por el tercer teorema de isomorfía, con lo que J es
primo si y sólo si A/J es un dominio, si y sólo si lo es (A/I)/(J/I), si y sólo si J/I es primo
en A/I.

En un anillo A:

1. Sean I1, . . . , In ⊴ A con intersección J prima, algún Ik = J .
J está contenido en cada Ik y, como I1 · · · In ⊆ I1 ∩ · · · ∩ In = J , algún Ik ⊆ J .

2. Sean I ⊴ A y J1, . . . , Jn ⊴p A, si I ⊆ J1 ∪ · · · ∪ Jn, I está contenido en algún Jk.
Para n = 1 es trivial. Si n > 1, suponemos esto probado para n − 1, y suponemos
por reducción al absurdo que I ⊈ Jk para todo k. Para cada i, como I ⊆ Jk para
k ̸= i, I ⊈

⋃
k ̸=i Jk y existe ai ∈ I con ai /∈

⋃
k ̸=i Jk, por lo que ai ∈ Ji. Sea entonces

bi :=
∏
k ̸=i ak, bi ∈ I y bi ∈

⋂
k ̸=i Jk, pero bi /∈ Ji porque es el producto de elementos

fuera de Ji y Ji es primo. Entonces b :=
∑n
k=1 bk ∈ I =

⋃n
k=1 Jk y debe haber un k con

b ∈ Jk, pero de ser así, como bi ∈ Jk para i ̸= k, sería b−
∑
i ̸=k bi = bk ∈ Jk#.

3. Si todo ideal principal de A es primo, A es un cuerpo.

4. Si ∀x ∈ A,∃k ≥ 2 : xk = x entonces Spec(A) = MaxSpec(A).

5. I ⊴ A es primo si y sólo si lo es I[X] en A[X], si y sólo si lo es I + (X) en A[X].

Dados un homomorfismo f : A→ B y P ⊴p B, f−1(P ) ⊴p A, y el recíproco se cumple
si f es suprayectivo.

Dado un conjunto ordenado (S,≤), su opuesto es (S,≤)op := (S,≥). (S,≤) es contra-
inductivo si su opuesto es inductivo, es decir, si toda subcadena no vacía tiene una cota
inferior. Lema de Zorn dual: Todo conjunto contra-inductivo no vacío tiene al menos un
elemento minimal.

Un primo minimal de A es un elemento minimal de Spec(A). Llamamos MinSpec(A) al
conjunto de primos minimales de A. Para I ⊴ A y Q ⊴p A con I ⊆ Q, Q contiene un primo



minimal sobre I, un minimal entre los ideales primos que contienen a I, y en particular todo
Q ⊴p A contiene un primo minimal. Demostración: Sea Ω := {P ⊴p A | I ⊆ P ⊆ Q}, Ω ̸= ∅
porque Q ∈ Ω. Sea entonces C una cadena no vacía en Ω,

⋂
C ∈ Ω, pues es un ideal propio entre

I y Q y, usando el contrarrecíproco de la definición de primo, si x, y /∈
⋂

C, sean J1, J2 ∈ C
con x /∈ J1 e y /∈ J2, si por ejemplo J1 ⊆ J2, x, y /∈ J1, luego xy /∈ J1 y por tanto xy /∈

⋂
C.

Entonces, por el lema de Zorn dual, Ω tiene un minimal J , que es un ideal primo de A entre
I y Q, y si J ′ es un ideal primo de A que contiene a I con J ′ ⊆ J , entonces J ′ ⊆ Q y J ′ ∈ Ω,
luego J ′ = J y J es minimal sobre I.

1.11. Radicales
I ⊴ A es un radical de A, I ⊴r A, si ∀x ∈ A,∀n ∈ N, (xn ∈ I =⇒ x ∈ I), si y sólo si

∀x ∈ A, (x2 ∈ I =⇒ x ∈ I), si y sólo si A/I es reducido.

1 =⇒ 2] Obvio.

2 =⇒ 1] Sean x ∈ A y n ∈ N con xn ∈ I, si n = 0, 1 ∈ I y x ∈ I, y si n = 1 es obvio. En
otro caso, si n es par, xn/2 ∈ I, y si es impar, xn+1 = xxn ∈ I y por tanto x(n+1)/2 ∈ I.
En cualquier caso xk ∈ I para cierto k con 1 ≤ k < n, y repitiendo el proceso llegamos a
que x ∈ I.

1 ⇐⇒ 3] xn ∈ I =⇒ x ∈ I es equivalente a que, en A/I, xn = xn = 0 =⇒ x = 0.

Propiedades:

1. Todo ideal primo es radical.

2. La intersección de una familia de radicales es un radical.

3. Para I ⊴ A, la biyección del teorema de la correspondencia se restringe a una entre los
radicales de A que contienen a I y los radicales de A/I.
Sea J ⊴ A con I ⊆ J , por el tercer teorema de isomorfía, (A/I)/(J/I) ∼= A/J , luego J
es un radical de A si y sólo si A/J es reducido, si y sólo si lo es (A/I)/(J/I), si y sólo si
J/I es un radical de A/I.

Un subconjunto multiplicativo de un anillo A es un S ⊆ A cerrado para el producto y que
contiene al 1.

Lema de Krull: Sean A un anillo, S ⊆ A un subconjunto multiplicativo e I ⊴ A disjunto
de S:

1. LI,S := {J ⊴ A | I ⊆ J, J ∩ S = ∅} es un conjunto inductivo no vacío.
La unión de elementos de una cadena vacía de LI,S está en LI,S .

2. Todo elemento maximal de LI,S es un ideal primo de A.
Sean J maximal de LI,S y supongamos que existen x, y ∈ A con x, y /∈ J pero xy ∈ J .
Entonces J ⊊ (x) + J , por lo que (x) + J /∈ LI,S y, como es un ideal que contiene a
I, debe contener un elemento de S, a1x + b1 ∈ ((x) + J) ∩ S, donde a1 ∈ A y b1 ∈ J ,
y análogamente existe a2y + b2 ∈ ((y) + J) ∩ S con a2 ∈ A y b2 ∈ J , pero entonces
s := (a1x+ b1)(a2y + b2) = a1a2xy + a1xb2 + b1a2y + b1b2 ∈ S, pero como xy, b1, b2 ∈ J ,
s ∈ J ∩ S#.



Para I ⊴ A, llamamos radical de I a
√
I := {x ∈ A | ∃n ∈ N : xn ∈ I} =

⋂
{J ⊴r A | I ⊆ J} =

⋂
{J ⊴p A | I ⊆ J},

y en particular √
0 = Nil(A) =

⋂
{J ⊴r A} =

⋂
{J ⊴p A}.

1 ⊆ 2] Sean x ∈ A, n ∈ N con xn ∈ I y J ⊴r A con I ⊆ J , xn ∈ J y por tanto x ∈ J .

2 ⊆ 3] Todo ideal primo es radical.

3 ⊆ 1] Sea x ∈ A tal que ∀n ∈ N, xn /∈ I, y queremos ver que existe P ⊴p A con I ⊆ P y
x /∈ P . S := {xn}n∈N es un subconjunto multiplicativo de A y por el lema de Krull existe
un maximal P de LI,S que es primo, de modo que P ⊴p A, I ⊆ P y x /∈ P porque x ∈ S.

Así:

1. I ⊆
√
I.

2. I es radical si y sólo si I =
√
I.

3. Si I ⊴ A y J ⊴r A con I ⊆ J , entonces
√
I ⊆ J .

4. I ◁ A es un radical si y sólo si es intersección de ideales primos.

I ⊴ A es nil si está contenido en Nil(A), y en tal caso:

1. ∀a ∈ A, (a+ I ∈ (A/I)∗ =⇒ a ∈ A∗).

2. Si A/I no tiene idempotentes distintos de 0 y 1, tampoco los tiene A.

3. Si I es maximal, A es un anillo local.

Todo ideal nil finitamente generado es nilpotente.



Capítulo 2

Anillos noetherianos

2.1. Retículos
Un conjunto ordenado (A,≤) cumple la condición de cadena ascendente (ACC, As-

cending Chain Condition) si para {an}n ⊆ A con cada an ≤ an+1 existe n0 ∈ N tal que para
n ≥ n0 es an = an0 , si y sólo si todo S ⊆ A no vacío tiene un elemento maximal.

=⇒ ] Probamos el contrarrecíproco. Si S ⊆ A no tiene elementos maximales, sea s1 ∈ S
arbitrario, como s1 no es maximal, existe s2 ∈ S son s1 < s2, y por inducción se puede
construir una secuencia {sn}n ⊆ S ⊆ A con cada sn < sn+1 y A no cumple la ACC.

⇐= ] Dada {an}n ⊆ A con cada an ≤ an+1, como {an}n ̸= ∅, tiene un maximal an0 , y para
n ≥ n0, an ≥ an0 y por tanto an = an0 .

(A,≤) cumple la condición de cadena descendente (DCC, Descending Chain Condition)
si (A,≥) cumple la ACC, si y sólo si todo S ⊆ A no vacío tiene un elemento minimal.

Un retículo es un conjunto parcialmente ordenado en que todo subconjunto de dos ele-
mentos tiene supremo e ínfimo, y es completo si todo subconjunto tiene supremo e ínfimo.
(L,≤) es un retículo completo si y sólo si lo es (L,≥).

Sea L un retículo completo, para S ⊆ L, llamamos
∨
S := supL S y

∧
S := ı́nfL S. Un

x ∈ L es compacto si para S ⊆ L no vacío con x =
∨
S existe F ⊆ S finito con x =

∨
F , y

es cocompacto si para S ⊆ L no vacío con x =
∧
S existe F ⊆ S finito con x =

∧
F .

Un retículo completo (L,≤) cumple la ACC si y sólo si todo x ∈ L es compacto.

=⇒ ] Sean x ∈ L y S ⊆ L no vacío con x =
∨
S, Σ := {

∨
F}F⊆S finito no vacío tiene un elemento

maximal
∨
F con F ⊆ S finito, y queremos ver que x =

∨
F . Sean t ∈ S arbitrario y

F ′ := F ′∪{t}, entonces
∨
F ≤

∨
F ′, pero como

∨
F ′ ∈ Σ y

∨
F es maximal,

∨
F =

∨
F ′,

de modo que t ≤
∨
F . Como t ∈ S es arbitrario,

∨
S ≤

∨
F y por tanto x =

∨
S =

∨
F .

⇐= ] Sean {sn}n ⊆ L con cada sn ≤ sn+1 y x :=
∨
n sn, como x es compacto, x =

∨r
k=1 snk

para ciertos n1 < · · · < nr, luego x = snr y, para n ≥ nr, snr ≤ sn y por tanto, como snr

es maximal, snr = sn.

Análogamente, (L,≤) cumple la DCC si y sólo si todo x ∈ L es cocompacto.
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2.2. Retículos de ideales
Dado un anillo A, (L(A),⊆) es un retículo completo con supremo

∨
S =

∑
S = (

⋃
S) e

ínfimo
∧
S =

⋂
S. I ⊴ A es compacto en (L(A),⊆) si y sólo si es finitamente generado.

=⇒ ] I =
∨
x∈I(x), por lo que existen x1, . . . , xn ∈ I tales que I =

∨n
i=1(xi) = ({xi}ni=1).

⇐= ] Sean I =: (x1, . . . , xn) y S ⊆ L(A) no vacío con I =
∨
S, para cada i, como xi ∈ I,

existen Ji1, . . . , Jiki ∈ S y ai1 ∈ Ji1, . . . , aiki ∈ Jiki con xi = ai1 + · · · + aiki , de modo
que todo elemento de I se puede expresar como combinación lineal de los aij y por tanto
I =

∨
ij Jij .

Un anilloA es noetheriano si L(A) cumple la ACC, si y sólo si todos sus ideales son finitamente
generados, y es artiniano si cumple la DCC. Ejemplos:

1. Si un anillo es noetheriano o artiniano, también lo es cualquier anillo cociente suyo.
El teorema de la correspondencia establece una biyección entre los ideales de A/I y los
de A que contienen a I que conserva la inclusión y por tanto las condiciones ACC y DCC.

2. Los anillos con una cantidad finita de ideales son noetherianos y artinianos, y en particular
lo son los cuerpos.

3. Los DIPs son noetherianos.
Todos sus ideales son finitamente generados.

4. Un anillo con un elemento cancelable y no invertible no es artiniano.
Sean A el anillo y x ∈ A el elemento, (x) ⊋ (x2) ⊋ · · · ⊋ (xk) ⊋ . . . .

5. Los dominios que no son cuerpos no son artinianos, y en particular los DIPs que no son
cuerpos son noetherianos pero no artinianos.
Por ser dominios todos los elementos no nulos son cancelables, y por no ser cuerpo hay
un elemento no nulo no invertible.

6. Los anillos de polinomios no son artinianos.
X es cancelable y no invertible.

7. Dado un anillo A no trivial, AN y A[X1, X2, . . . ] no son noetherianos ni artinianos.
Para AN, los In := {a | ∀k > n, ak = 0} cumplen I1 ⊊ I2 ⊊ . . . y los Jn := {a |
∀k < n, ak = 0} cumplen J1 ⊋ J2 ⊋ . . . . Para A[X1, X2, . . . ] esto ocurre con los In :=
(X1, . . . , Xn) y los Jn := (Xn, Xn+1, . . . ).

8. Si un anillo es un K-espacio vectorial de dimensión finita en que todos los ideales son
subespacios vectoriales entonces es noetheriano y artiniano.
Si la dimensión es d ∈ N, una cadena estricta de ideales tiene a lo sumo d+ 1 elementos.

9. Para todo cuerpo K, K[X]
(Xn) es noetheriano y artiniano.

Es un K-espacio vectorial con base 1, X, . . . ,X
n−1

.

10. Que un anillo sea noetheriano o artiniano no implica que sus subanillos lo sean.
K[X1, X2, . . . ] no es noetheriano ni artiniano pero es subanillo de su cuerpo de fracciones.



2.3. Anillos noetherianos
Si A es noetheriano, todo X ⊆ A admite un X0 ⊆ X finito con (X0) = (X), pues (X) =

(b1, . . . , bm) con cada bi =
∑kj
j=1 aijxij para ciertos aij ∈ A y xij ∈ X y por tanto (X) =

(x11, . . . , x1j1 , . . . , xm1, . . . , xmkm).
Todo dominio noetheriano es un dominio de factorización. Demostración: Supongamos

que D es noetheriano pero no es un DF, de modo que el conjunto S de elementos no nulos de
D que no se factorizan, es decir, que no están en {up1 · · · pn}p1,...,pn∈D irreducibles

u∈D∗ , no es vacío.
Entonces Ω := {(a)}a∈S tiene un maximal (a) con a ∈ S, y como a no es nulo, invertible ni
irreducible, existen b, c ∈ D no asociados de a con a = bc. Entonces (b), (c) ⊋ (a) y por tanto
no están en Ω, luego b, c /∈ S, y claramente b, c ̸= 0, de modo que b y c se factorizan y por
tanto también lo hace a#.

Si A es noetheriano, todo ideal contiene un producto finito de ideales primos, y en particular
0 es un producto finito de ideales primos. Demostración: De no ser así, el conjunto Ω de ideales
que no contienen un producto finito de primos es no vacío y tiene un maximal I ∈ Ω. Como
I no es primo, existen a, b /∈ I con ab ∈ I, luego I + (a), I + (b) ⊋ I e I + (a), I + (b) /∈ Ω,
con lo que existen Pi ⊴p A y Qj ⊴p A con P ′ :=

∏
i Pi ⊆ I + (a) y Q′ :=

∏
iQi ⊆ I + (b).

Ahora bien, los elementos de P ′Q′ son suma de elementos pq con p ∈ P ′ ⊆ I + (a) y q ∈ Q′ ⊆
I + (b), de modo que existen x, y ∈ I y s, t ∈ A con p = x + sa y b = y + tb, y entonces
pq = (x+sa)(y+ tb) = xy+(tb)x+(sa)y+(st)(ab) ∈ I, ya que ab ∈ I, y por tanto P ′Q′ ⊆ I#.

Si A es noetheriano:

1. Todo ideal suyo contiene una potencia de su radical.

2. Si b ∈ A es cancelable y no unidad,
⋂
n∈N(b

n) puede ser no trivial, pero no contiene
elementos cancelables.

3. A tiene una cantidad finita de primos minimales.

Teorema de la base de Hilbert: Un anillo A es noetheriano si y sólo si lo es A[X], si y
sólo si lo es cualquiera de los A[X1, . . . , Xn].

1 =⇒ 2] Probamos el contrarrecíproco. Sea I ⊴ A[X] no finitamente generado, por inducción
y usando el buen orden de N definimos una secuencia {fi}∞i=1 ⊆ I donde cada fi es
un elemento de I \ (f1, . . . , fi−1) de grado mínimo. Llamando ni al grado de fi y bi a
su coeficiente principal, (b1) ⊆ (b1, b2) ⊆ (b1, b2, b3) ⊆ . . . es una cadena ascendente
de ideales de A, y queda ver que los contenidos son estrictos. En efecto, si fuera bk ∈
(b1, . . . , bk−1), digamos bk =

∑k−1
i=1 aibi para ciertos ai ∈ A, como n1 ≤ n2 ≤ . . . , podemos

tomar fk−
∑k−1
i=1 aifiX

nk−ni , que está en I \(f1, . . . , fk−1) y tiene grado menor que nk#.

2 =⇒ 1] A ∼= A[X]/(X) es noetheriano.

1 ⇐⇒ 3] Por inducción en [1 ⇐⇒ 2].

Así, si K es un cuerpo, los anillos de la forma K[X1, . . . , Xn]/I son noetherianos. Si A es un
subanillo noetheriano de B y b1, . . . , bn ∈ B, entonces A[b1, . . . , bn] es noetheriano, pues la
evaluación ϵb : A[X1, . . . , Xn] → A[b1, . . . , bn] es un homomorfismo y por tanto A[b1, . . . , bn] ∼=
A[X1, . . . , Xn]/ ker ϵb. En particular los Z[

√
m] son noetherianos, aunque muchos no son DFUs.



Dados I ⊴ A y S ⊆ A, llamamos (I : S) = {a ∈ A | aS ⊆ I}. I ⊆ (I : S), pues para x ∈ I,
xS ⊆ xA ⊆ I.

Dados I, J ⊴ A, X,Y ⊆ A, {Kλ}λ∈Λ ⊆ L(A) y {Zλ}λ∈Λ ⊆ P(A):

1. (I : X) es el mayor L ⊴ A con LX ⊆ I.

2. I ⊆ J =⇒ (I : X) ⊆ (J : X).

3. X ⊆ Y =⇒ (I : Y ) ⊆ (I : X).

4. (I : X) = (I : (X)).

5. (I : A) = I.

6. (I : 0) = A.

7. (A : X) = A.

8. ((I : X) : Y ) = (I : X · Y ).

9. (I :
⋃
λ Zλ) =

⋂
λ(I : Zλ).

10. (I :
∑
λKλ) =

⋂
λ(I : Kλ).

11. (
⋂
λKλ : J) =

⋂
λ(Kλ : J).

Si X ̸= ∅, llamamos anulador de X en A a annA(X) := (0 : X) = {a ∈ A | aX = 0}, y
entonces ann(X) = ann((X)), ann (

⋃
λ Zλ) =

⋂
λ ann(Zλ) y ann (

∑
λKλ) =

⋂
λ ann(Zλ).

Teorema de Cohen: Un anillo es noetheriano si y sólo si todos sus ideales primos son
finitamente generados.

=⇒ ] Obvio.

⇐= ] Probamos el contrarrecíproco. Sean A no noetheriano y Ω el conjunto de ideales de A
no finitamente generados, la unión de una cadena de elementos de Ω está en Ω. En
efecto, dada una cadena {Iλ}λ∈Λ ⊆ Ω, si fuera

⋃
λ Iλ =: (a1, . . . , an), por ser {Iλ}λ una

cadena existe un µ ∈ Λ con a1, . . . , an ∈ Iµ, luego (a1, . . . , an) ⊆ Iµ ⊆ (a1, . . . , an) e
Iµ es finitamente generado.# Esto nos permite aplicar el lema de Zorn y obtener un
elemento maximal P de Ω, y queda ver que P es primo. Supongamos que no lo fuera.
P ̸= A, pues A = (1) es finitamente generado, luego existen a, b /∈ P con ab ∈ P .
Entonces P ⊊ P + (a), luego P + (a) /∈ Ω y existen p1, . . . , pn ∈ P y r1, . . . , rn ∈ A con
P + (a) = (p1 + r1a, . . . , pn + rna) = (p1, . . . , pn, a). Para la segunda igualdad:

⊆] Cada pi + ria ∈ (pi, a) ⊆ (p1, . . . , pn, a).

⊇] Claramente a ∈ P + (a), y entonces cada pi = (pi + ria)− ria ∈ P + (a).

(P : (a)) = {c ∈ A | c(a) = (ca) ⊆ P} = {c ∈ A | ac ∈ P}, y entonces P ⊊ (P : (a))
ya que ab ∈ P pero b /∈ P . Por tanto (P : (a)) = (q1, . . . , qm) para ciertos q1, . . . , qm con
cada qja ∈ P . Entonces P = (p1, . . . , pn, q1a, . . . , qma):



⊆] Para x ∈ P , x ∈ P + (a) = (p1, . . . , pn, a), luego x = s1p1 + · · · + snpn + ra para
ciertos sj , r ∈ A, y como x ∈ P y los pi ∈ P , ra ∈ P y por tanto ra ∈ (P : (a)) =
(q1, . . . , qm), con lo que r = t1q1 + · · · + tmqm para ciertos tj ∈ A y por tanto
x = s1p1 + · · ·+ snpn + t1q1a+ · · ·+ tmqma ∈ (p1, . . . , pn, q1a, . . . , qma).

⊇] Cada pi y cada qja está en P .

Con esto P es finitamente generado.#

Como teorema, un anillo A es noetheriano si y sólo si lo es AJXK, si y sólo si lo es cualquiera
de los AJX1, . . . , XnK.

1 =⇒ 2] Sea P ⊴p AJXK y queremos ver que P es finitamente generado. Como la evaluación
en 0 ϵ : AJXK → A es suprayectiva, ε(P ) es un ideal de A y por tanto es finitamente
generado, digamos ε(P ) = (b1, . . . , bn) con cada bi = ε(fi) para cierto fi ∈ P . Si X ∈ P
entonces P = (b1, . . . , bn, X).

⊆] Para f ∈ P , f = gX + b para ciertos g ∈ AJXK y b ∈ ε(P ) = (b1, . . . , bn).

⊇] X ∈ P y cada bi = fi − giX para cierto gi ∈ AJXK, luego bi ∈ P .

Si X /∈ P entonces P = (f1, . . . , fn).

⊆] Sea g ∈ P , queremos ver que existen (aij)
j∈N
1≤i≤n ∈ AJXK tales que, para j ∈ N,

existe g′ ∈ P con f = a1jf1 + · · · + anjfn + g′Xj , y aij y akj tienen los mismos
coeficientes hasta el de grado mı́n{i, k} − 1. Para j = 0, tomamos los ai0 = 0 y
g′ = g. Para j > 0, probado esto para j− 1, g = a1,k−1f1 + · · ·+ an,k−1fn+ g′Xj−1

con g′ ∈ P , pero como ϵ(g′) ∈ ϵ(P ), existen xi con ϵ(g′) =:
∑n
i=1 xibi, con lo que

h0 := g′ −
∑n
i=1 xifi está en P y tiene término independiente 0, luego h0 = hX con

h ∈ P ya que X /∈ P y P es primo, y como g′ = hX +
∑n
i=1 xifi, g = (a1,j−1 +

x1X
j−1)f1+ · · ·+(an,j−1+xnX

j−1)fn+hX
j , y hacemos los aij := ai,j−1+xiX

j−1.
Con esto, para i ∈ {1, . . . , n} definimos ci ∈ AJXK de modo que cik := ai,k+1,k, y
entonces g =

∑n
i=1 cifi. En efecto, para el coeficiente de grado j,(

n∑
i=1

cifi

)
j

=

n∑
i=1

j∑
k=1

cikfi,j−k =

n∑
i=1

j∑
k=1

ai,k+1,kfi,j−k =

=

n∑
i=1

j∑
k=1

ai,j+1,kfi,j−k =

n∑
i=1

(ai,j+1fi)j = gj .

⊇] Todo fi ∈ P .

2 =⇒ 1] A ∼= AJXK/(X), que es noetheriano.

1 ⇐⇒ 3] Por inducción en [1 ⇐⇒ 2].



2.4. Anillos artinianos
La dimensión de Krull de un anillo A es

dimA := KdimA := sup{n ∈ N | ∃P0, . . . , Pn ⊴p A | P0 ⊊ · · · ⊊ Pn} ∈ N ∪ {∞},

y se tiene SpecA = MaxSpecA ⇐⇒ dimA = 0.

=⇒ ] Si existen P,Q ⊴p A con P ⊊ Q, P ∈ SpecA \ MaxSpecA.

⇐= ] Si existe P ∈ SpecA \ MaxSpecA, sabemos que P está contenido (estrictamente) en un
maximal Q, que debe ser primo, luego P ⊊ Q y dimA ≥ 1.

Los DIPs que no son cuerpos tienen dimensión 1, pues el único primo que no es maximal es
(0) y, para b cancelable no invertible, (0) ⊊ (b). Dado un anillo artiniano A:

1. dimA = 0.

Dado P ⊴p A, A/P es un dominio por ser P primo y es artiniano por serlo A, pero los
dominios no cuerpos no son artinianos, luego A/P es un cuerpo y por tanto P es maximal
y SpecA = MaxSpecA.

2. SpecA = MaxSpecA es finito.

Ω := {
⋂
M}M⊆MaxSpecA ̸= ∅, pues ∅ ̸= MaxSpecA ⊆ Ω, con lo que tiene un minimal

I :=M1∩· · ·∩Mk ∈ Ω con los Mi ⊴m A. Para M ⊴m A, M ∩I =M ∩M1∩· · ·∩Mk ∈ Ω
y por tanto M ∩ I ⊆ I, con lo que I ⊆ M , pero M1 · · ·Mk ⊆ M1 ∩ · · · ∩Mk = I ⊆ M
y, como M es primo, algún Mi ⊆ M , de modo que Mi = M por ser M maximal y
MaxSpec(A) = {M1, . . . ,Mk}.

3. Jac(A) = Nil(A) es nilpotente.

J := Jac(A) =
⋂

MaxSpec(A) =
⋂

Spec(A) = Nil(A). Como A es artiniano, la cadena
J ⊇ J2 ⊇ J3 ⊇ . . . se estabiliza en un cierto I = Jn, y queremos ver que I = 0. Si no lo
fuera, Ω := {K ⊴ A | KI ̸= 0} ̸= ∅, pues A ∈ Ω, con lo que tiene un minimal K. Como
KI ̸= 0, existe x ∈ K con xI = (x)I ̸= 0, luego (x) ∈ Ω y, como (x) ⊆ K, K = (x).
Ahora bien, I2 = J2n = Jn = I, luego 0 ̸= xI = xI2 = (xI)I, con lo que xI ∈ Ω y
está contenido en (x) y por tanto xI = (x). En particular x ∈ xI, luego existe y ∈ I
con x = xy, y por inducción x = xyn para todo n ∈ N, pues si x = xyn−1 entonces
x = (xy)yn−1 = xyn. Ahora bien, y ∈ I ⊆ J = Nil(A), luego existe n con yn = 0 y por
tanto x = xyn = 0, pero xI ̸= 0#.

4. 0 es producto finito de ideales maximales.

MaxSpec(A) es finito, digamos MaxSpec(A) = {M1, . . . ,Mr}, y entonces Jac(A) =M1∩
· · · ∩ Mr = M1 · · ·Mr por ser los Mi comaximales dos a dos, pero existe n ∈ N con
Jac(A)n = 0, luego 0 =Mn

1 · · ·Mn
r .

Dado un anillo artiniano A, sean Spec(A) = {M1, . . . ,Mk} y n ∈ N con Jac(A)n = 0,
A ∼= A

Mn
1
× · · · × A

Mn
k

, con cada A
Mk

i

local y artiniano.



Capítulo 3

Módulos

Dado un anillo A, un módulo sobre A o A-módulo AM es una terna (M,+, ·) donde
(M,+) es un grupo abeliano y · : A × M → M es una operación llamada producto por
escalares tal que para a, b ∈ A y m,n ∈M :

1. 1m = m.

2. (ab)m = a(bm).

3. (a+ b)m = am+ bm.

4. a(m+ n) = am+ an.

Equivalentemente, el producto currificado es un homomorfismo de anillos A → End(M),
donde End(M) es el anillo de los endomorfismos del grupo abeliano M con la suma por
componentes y la composición como producto.

Propiedades:

1. 0m = 0.
1m = (1 + 0)m = 1m+ 0m.

2. a0 = 0.
a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

3. −(am) = (−a)m = a(−m).
am+ (−a)m = (a− a)m = 0m = 0, am+ a(−m) = a(m−m) = a0 = 0.

Llamamos AMod a la clase de los módulos sobre A.

1. Dado un cuerpo K, la clase de espacios vectoriales sobre K es KVect =K Mod.

2. La clase de grupos abelianos es GrAb =Z Mod.
Un Z-módulo es un grupo abeliano con un producto por escalares de Z y este producto
debe cumplir (a+ 1)m = am+ a y (−a)m = a(−m), por lo que se puede definir de una
y sólo una forma.

24



3. Llamamos A-módulo regular a AA.

4. Llamamos anulador de AM en X ⊆ A a annM (X) := {m ∈M | Xm = 0}.

5. Si {Mi}i∈I es una familia de A-módulos,
∏
i∈IMi es un A-módulo con las operaciones

componente a componente, y también lo es la suma directa (externa)

⊕
i∈I

Mi :=

{
x ∈

∏
i∈I

Mi

∣∣∣∣∣ {i ∈ I | xi ̸= 0} finito

}
.

6. Dados un conjunto I y un A-módulo M , llamamos M I :=
∏
i∈IM y M (I) :=

⊕
i∈IM .

Llamamos A-módulo libre de rango n a AA
n, que si A es un cuerpo es el espacio

vectorial An.

3.1. Submódulos
N ⊆A M es un submódulo de AM o un A-submódulo de M , N ≤A M , si es un

subgrupo de M cerrado para el producto por escalares, si y sólo si 0 ∈ N y N es cerrado para
combinaciones A-lineales, en cuyo caso N es un módulo.

=⇒ ] Obvio.

⇐= ] Claramente es cerrado para la suma y el producto, y también para el opuesto porque si
n ∈ N entonces −n = (−1)n ∈ N .

Llamamos L(AM) al conjunto de A-submódulos de M ordenado por inclusión, que es un
retículo en que el ínfimo es la intersección y el supremo es la suma, definida para S ⊆ L(AM)
como ∑

S :=

{∑
N∈F

aN

∣∣∣∣∣ F ⊆ S finito, aN ∈ N

}
.

Ejemplos:

1. Dado un cuerpo K, un K-submódulo es un subespacio vectorial.

2. Un Z-submódulo es un subgrupo abeliano.

3. Todo módulo AM tiene al menos los submódulos 0 y AM , y puede no haber más.

ZZ2 no tiene más.

4. Los submódulos del módulo regular son los ideales, L(AA) = L(A).

5. Si A es subanillo de B, B es un A-módulo tomando como producto por escalares el
producto en B. En general L(AB) ̸= L(BB). Por ejemplo, Q solo tiene dos Q-submódulos
(sus ideales) pero tiene muchos Z-submódulos (sus subgrupos), y dados un anillo A y
n ∈ N, {f ∈ A[X] | grf ≤ n} es un submódulo de AA[X] pero no de A[X]A[X].

6. annM (X) ≤A M , y en particular annA(X) ⊴ A.

7.
⊕

i∈IMi ≤A
∏
i∈IMi.



8. Para I ⊴ A y X ⊆A M , IX ≤A M , y para m ∈M , Im = {bm}b∈I ≤A M .

9. Para S ⊆ A y N ≤A M , SN ≤A M , y para a ∈ A, aN = {an}n∈N ≤A M .

Si N ≤A M , M/N := {m := m + N}m∈M es un A-módulo con la suma y el producto
heredados, el módulo cociente de M por N . Demostración: Para m,m′, n, n′ ∈M y a ∈ A
con m−m′, n− n′ ∈ N , m+ n = m+ n = m+ n+ (m′ −m+ n′ − n) = m′ + n′ = m′ + n′ y
am = am = am+ a(m′ −m) = am′ = am′, por lo que las operaciones están bien definidas, y
es fácil ver que se cumplen los axiomas de A-módulo.

1. Dado un cuerpoK, el módulo cociente de KV por U ≤K V es el espacio vectorial cociente.

2. El módulo cociente de ZG por H ≤Z G es el grupo cociente.

3.2. Homomorfismos
Un homomorfismo de A-módulos, A-homomorfismo o aplicación A-lineal entre

AM y AN es un homomorfismo de grupos abelianos f : M → N que conserva el producto
por escalares, y llamamos HomA(M,N) al conjunto de los A-homomorfismos de M a N , que
es un grupo abeliano con la suma. El núcleo de un A-homomorfismo f es ker f := f−1(0).
Propiedades:

1. f es inyectivo si y sólo si ker f = 0.

=⇒ ] f(x) = 0 = f(0) =⇒ x = 0.
⇐= ] f(a) = f(b) =⇒ f(a− b) = 0 =⇒ a− b = 0.

2. Si M ′ ≤A M , f(M ′) ≤A N , y en particular f(M) ≤A N .

f(M ′) contiene al 0 = f(0) y sus combinacionesA-lineales son la imagen de combinaciones
A-lineales en M ′, que están en M ′.

3. Si N ′ ≤A N , f−1(N ′) ≤A M .

f−1(N ′) contiene al 0 = f−1(0), y si a1, . . . , ak ∈ A y m1, . . . ,mk ∈ f−1(N ′), f(a1m1 +
· · ·+ akmk) = a1f(m1) + · · ·+ akf(mk) ∈ N ′.

4. La composición de A-homomorfismos es un A-homomorfismo.

Un homomorfismo es un monomorfismo si es inyectivo, un epimorfismo si es suprayectivo
y un isomorfismo si es biyectivo. Se suele indicar un monomorfismo con una flecha «↣» y
un epimorfismo con «↠».

Las proyecciones canónicas M ↠M/N son epimorfismos. Los inversos de isomorfismos son
isomorfismos, y se dice que los módulos involucrados son isomorfos. En efecto, si f :M → N
es un A-isomorfismo, a ∈ A y n, n′ ∈ N con imágenes por f−1 m,m′ ∈M , f(m+m′) = f(m)+
f(m′) = n+n′ y por tanto f−1(n+n′) = m+m′ = f−1(n)+ f−1(n′), y f(am) = af(m) = an
y por tanto f−1(an) = am = af−1(n).

1. En un cuerpo K, un K-homomorfismo es una aplicación lineal.

2. Un Z-homomorfismo es un homomorfismo de grupos.



3. HomZ(Z2,Z3) = 0.

Que dos submódulos de AM sean isomorfos no significa que lo sean los módulos cociente
de M entre ellos, ni al revés. Por ejemplo, si ZM := Z3 ⊕ Z9, K := Z3 ⊕ 0, N := 0⊕ Z9 y
L = ((0, 6)), K ∼= L pero M

K ≇ M
L , y M

K+L
∼= M

N pero K + L ≇ N .
Si ϕ :M →M ′ es un A-isomorfismo, para N ≤A M , MN ∼= M ′

ϕ(N) .

3.3. Restricción de escalares
Dado un homomorfismo de anillos f : A→ B, cada B-móduloM es un A-módulo definiendo

am := f(a)m, lo que se conoce como restricción de escalares. Entonces L(BM) ⊆ L(AM) y
HomB(M,N) ⊆ HomA(M,N) y ambos son igualdades cuando f es suprayectivo. Demostra-
ción: Todo B-submódulo de M es un A-submódulo, y todo B-homomorfismo h : M → N es
un A-homomorfismo ya que h(a ·

AMm) = h(f(a) ·
BMm) = f(a) ·

BN h(m) = a ·
AN h(m). Si f es

suprayectivo y S ≤ AM , para b ∈ B y s ∈ S, existe a ∈ A con f(a) = b y bs = f(a)s = as ∈ B,
y si h : M → N es un A-homomorfismo, es un homomorfismo de grupos abelianos y, para
b ∈ B y m ∈M , sea a ∈ A con f(a) = b, h(bm) = h(am) = ah(m) = bh(m).

Ejemplos:

1. Si f es el único homomorfismo de anillos Z → A, la restricción de escalares de un A-
módulo es el grupo abeliano subyacente, y la de un A-homomorfismo es el homomorfismo
de los grupos abelianos.

2. Si ι : A ↪→ B es una inclusión, restringir escalares es limitarse a los escalares de A.

3. HomR[X](R[X],R[X]) ⊊ HomR(R[X],R[X]).
La inclusión es por restricción de escalares con la inclusión, y la derivada es un R-
homomorfismo (lleva 0 a 0 y conserva sumas y producto por escalares de R) pero no es
un R[X]-homomorfismo (no conserva producto por X).

4. Si I ⊴ A, A/IMod ≡ {M ∈A Mod | IM = 0} por la biyección

(M,+, ·) 7→ (M,+, (a,m) 7→ am),

L(A/IM) = L(AM) y HomA/I(M,N) = HomA(M,N). En particular los Zn-módulos son
grupos abelianos M con nM = 0, y si p es primo, los Zp-espacios vectoriales son grupos
abelianos con pM = 0.

A/IM es un A-módulo por restricción de escalares en la proyección canónica A → A/I
con am = am, IM = 0M = 0 y las igualdades se tienen porque la proyección canónica
es suprayectiva. Si AM cumple IM = 0, el producto am := am está bien definido y
convierte a M en un (A/I)-módulo. Estos procesos son uno inverso del otro.

5. Si K es un cuerpo, K[X]Mod ≡
∏
V ∈KVect EndK(V ) por la biyección

(V,+, ·) 7→ ((V,+, ·), v 7→ Xv),

y los K[X]-submódulos de V son sus K-subespacios vectoriales f-invariantes siendo
f(v) := vX, es decir, los W ≤ V con f(W ) ⊆ W . Decimos que V tiene estructura de



K[X]-módulo asociada al endomorfismo f , y para p ∈ K[X], llamamos p(f) : V → V
a p(f)(v) :=

∑
i pif

i(v).

Si V es un K[X]-módulo, f es un K[X]-endomorfismo, y por restricción de escalares
V es un K-módulo o K-espacio vectorial y f un K-endomorfismo (vectorial). Y si V
es un K-espacio vectorial y f un K-endomorfismo, el producto K[X] × V → V dado
por

(∑
i riX

i
)
v :=

∑
i rif

i(v) hereda las propiedades del producto escalar (identidad
en el anillo, asociatividad y distributividad por ambos lados). Todas son obvias salvo la
asociatividad, pero(∑

i

qiX
i

)((∑
i

riX
i

)
v

)
=

(∑
i

qiX
i

)(∑
i

rif
i(v)

)
=

=
∑
i

qif
i

∑
j

rjf
j(v)

 =
∑
i

∑
j

qirjf
i+j(v) =

∑
i

i∑
k=0

qkri−kf
i(v) =

=

(∑
i

i∑
k=0

qkri−kX
i

)
v =

((∑
i

qiX
i

)(∑
i

riX
i

))
v.

Finalmente, estas operaciones son inversas una de la otra, pues para p ∈ K[X], a ∈ K y
v ∈ V , partiendo delK[X]-módulo,

(∑
i riX

i
)
v =

∑
i rif

i(v) =
∑
i riX

iv =
(∑

i riX
i
)
v

por asociatividad y distributividad del producto en el K[X]-módulo, y partiendo del K-
espacio vectorial y endomorfismo, aK[X]v = af0(v) = a y (v 7→ Xv)(v) = Xv = f(v).

Sean V y W K-espacios vectoriales y f : V → V y g : V → V K-endomorfismos, un
K[X]-homomorfismo entre los K[X]-módulos asociados a (V, f) y (W, g) es precisamente
una aplicación K-lineal ϕ : V →W con ϕ ◦ f = g ◦ ϕ.

3.4. Teoremas de isomorfía
Teorema de la correspondencia: SiN ≤A M y p :M →M/N es la proyección canónica,

ρ : {K ≤A M | N ⊆ K} → {L ≤A M/N}

dada por ρ(K) := K/N := p(K) = {k +N}k∈K es una biyección que conserva la inclusión, y

p(K) =
K +N

N
.

Demostración: Que conserve la inclusión es claro, y que p(K) = p(K + N) también. Si
K ≤A M con N ⊆ K, para a ∈ A y k, l ∈ K, 0, k + l = k + l, ak = ak ∈ K/N , luego
K/N ≤A M/N , y si L ≤A M/N , para n ∈ N , p(n) = n = 0 ∈ L, con lo que N ⊆ p−1(L), y
para a ∈ A y k, l ∈ p−1(L), k, l ∈ L y ak = ak, k + l = k+ l ∈ L, con lo que ak, k+ l ∈ p−1(L).
Queda ver que ρ y L → p−1(L) son inversas una de la otra. Por teoría de conjuntos, para
L ⊆ M/N , p(p−1(L)) = {p(k) ∈ M | k ∈ p−1(L)} = {p(k) ∈ M | p(k) ∈ L} = L, y para
K ⊆ M , p−1(p(K)) = {k ∈ M | p(k) ∈ p(K)} = {k ∈ M | ∃k′ ∈ K : p(k) = p(k′)} ⊇ K, y



solo hay que ver que si K ≤A M p−1(p(K)) ⊆ K. Pero si k ∈ p−1(p(K)), existe k′ ∈ K con
p(k) = p(k′), luego p(k − k′) = 0 y k − k′ ∈ N ⊆ K, de modo que k = k′ + (k − k′) ∈ K.

Teoremas de isomorfía:

1. Si f :M → N es un A-homomorfismo, M
ker f

∼= Imf .

N ′ := Imf ≤A N , luego f : N → N ′ es un homomorfismo suprayectivo. Sea entonces
f :M/ ker f → Imf dada por f(a) := f(a), que está bien definida porque para k ∈ ker f
es f(a+ k) = f(a) + f(k) = f(a), f(a) = f(a) = 0 =⇒ a ∈ ker f =⇒ a = 0, luego f
es inyectiva y suprayectiva y por tanto un A-isomorfismo.

2. Si N,K ≤A M , N
N∩K

∼= N+K
K .

Sea p :M →M/K la proyección canónica, p(N) = N+K
K , luego f := p|N : N → N+K

K es
suprayectiva y f(a) = 0 ⇐⇒ f ∈ K, con lo que ker f = N ∩K y el resultado se obtiene
del primer teorema de isomorfía.

3. Si N,K ≤A M con N ⊆ K, M/N
K/N

∼= M
K .

Sea p : M → M/K la proyección canónica, como N ⊆ K = ker p, p : MN → M
K dada por

p(a) := p(a) está bien definida, es suprayectiva y su núcleo es K
N , y el resultado se obtiene

del primer teorema de isomorfía.

Una clase de isomorfía es una clase de equivalencia por la relación «ser isomorfos».
Para I, J ⊴ A, si A

I
∼= A

J como A-módulos entonces I = J , pero esto no es válido si el
isomorfismo es de anillos.

3.5. Sistemas generadores
Si X ⊆A M , llamamos A-submódulo de M generado por X a

(X) := AX := mı́n{N ≤A M | X ⊆ N} = {a1x1 + · · ·+ anxn}ai∈A,xi∈X .

⊆] El conjunto de combinaciones A-lineales de elementos de X contiene a X y es un A-
submódulo de M , por lo que contiene al mínimo de los A-submódulos que cumplen esto.

⊇] Por definición todo A-submódulo de M que contiene a X contiene a sus combinaciones
A-lineales, por lo que el conjunto de estas está en el ínfimo y es en sí un A-submódulo
de M que contiene a X.

Claramente (∅) = 0 y (x1, . . . , xn) = Ax1+· · ·+Axn, y llamamos submódulo cíclico generado
por m ∈A M a Am := (m) := ({m}).

Un conjunto o sistema generador de AM es un X ⊆ M con (X) = M , y (M) = M .
AM es finitamente generado si admite un conjunto generador finito, y es cíclico si admite
uno unipuntual.

1. El A-módulo regular es cíclico, AA = (1).

2. Un K-espacio vectorial es finitamente generado si y sólo si es de dimensión finita, y en-
tonces los generadores minimales son bases y tienen todos el mismo número de elementos.



3. No siempre los generadores minimales finitos tienen igual número de elementos.

ZZ tiene generadores minimales {1} y {3, 5}.

4. Si {Xi}i∈I ⊆ P(M) y M =
∑
i(Xi) entonces M = (

⋃
Xi).

5. Si f : M ↠ N es un epimorfismo y M = (X), N = (f(X)), luego si M es finitamente
generado también lo es N , y en particular los cocientes de módulos finitamente generados
son finitamente generados.

6. En general los submódulos de módulos finitamente generados no son finitamente genera-
dos.

L(AA) = L(A), pero A = (1) y puede contener ideales no finitamente generados.

7. A[X] es un A[X]-módulo cíclico pero no es finitamente generado como A-módulo.

Si S ⊆ A[X] es finito, Xmáxf∈S grf+1 /∈ AS y A[X] ̸= AS.

8. Q es cíclico como Q-módulo pero no es finitamente generado como Z-módulo.

Si S ⊆ Q es finito y p ∈ Z es un primo que no divide a los denominadores de los elementos
de S en forma irreducible, 1

p /∈ ZS.

9. Si N ≤A M y M
N son finitamente generados, M es finitamente generado.

10. Si N,K ≤A M , N ∩K =: (x1, . . . , xr) y N +K =: (n1 + k1, . . . , ns + ks) con cada
nj ∈ N y cada kj ∈ K, N = (x1, . . . , xr, n1, . . . , ns) y K = (x1, . . . , xr, k1, . . . , ks).

11. Dado un entero q ≥ 2, Z
[
1
q

]
=
{
a
qn

}
a∈Z,n∈N

≤Z Q no es finitamente generado.

12. Los epimorfismos conservan los conjuntos generadores.

Lema de Nakayama: Dados AM y J ≤ A con J ⊆ JacA:

1. Si M es finitamente generado y JM = M entonces M = 0. Esto no se cumple si
AM no es finitamente generado, pues por ejemplo Q visto como Z(p)-módulo cumple
Jac(Zp(Q)) = Q.

2. Si M es finitamente generado, el único N ≤A M con M = JM +N es M .

3. Si (A, J,K) es un anillo local, M
JM es anulado por J (J ⊆ annA( MJM )), luego es

un K-espacio vectorial. Si además M es finitamente generado, M
JM es de dimensión

finita, y si K M
JM = (m1, . . . ,mn) entonces AM = (m1, . . . ,mn).

3.6. Sumas directas
Sean {Ni}i∈I ⊆ L(AM) y el homomorfismo de A-módulos ϕ :

⊕
i∈I Ni → M dado por

ϕ(m) :=
∑
imi:

1. ϕ es suprayectiva si y sólo si M =
∑
iNi.



2. ϕ es inyectiva si y sólo si los elementos de
∑
iNi tienen una expresión única como

∑
i ni

con cada ni ∈ Ni casi todos nulos, si y sólo si ∀i,Ni ∩
∑
j ̸=iNj = 0, en cuyo caso

∑
iNi

es la suma directa interna de (Ni)i, escrita
⊕

iNi, que es isomorfa con la suma directa
externa.

1 ⇐⇒ 2] Por definición de ϕ.

2 =⇒ 3] Si ni =
∑
j ̸=i nj , por unicidad es ni = 0.

3 =⇒ 1] Para n ∈
∑
iNi con ϕ(n) =

∑
i ni = 0, para i ∈ I, ni = −

∑
j ̸=i nj = 0, luego

n = 0.

3. M es la suma directa interna de los Ni si y sólo si ϕ es un isomorfismo, si y sólo si cada
elemento de M se escribe de forma única como

∑
imi con cada mi ∈ Mi y casi todos

nulos.

Si N,N ′ ≤A M , M = N ⊕N ′ ⇐⇒ M = N +N ′ ∧N ∩N ′ = 0, y entonces:

1. La proyección p : M → N dada por p(x + x′) := x para x ∈ N y x′ ∈ N ′ es un
homomorfismo suprayectivo con núcleo N ′.

La unicidad garantiza que está bien definida y el resto es trivial.

2. N ∼= M
N ′ .

Por el primer teorema de isomorfía en p.

3. M es finitamente generado si y sólo si lo son N y N ′.

=⇒ ] Por ser isomorfos a espacios cociente del módulo finitamente generado M .

⇐= ] La unión de un conjunto generador de N y uno de N ′ es uno de M .

Si J ⊴ A y AM =
⊕

i∈IMi:

1. Dado un A-isomorfismo ϕ :M → N , N =
⊕

i∈I f(Mi).

2. annM (J) =
⊕

i∈I annMi
(J).

3. annA(M) =
⋂
i∈I annA(Mi).

4. Si A es un DIP, I es finito y annA(Mi) = (bi) para cada i ∈ I, entonces annA(M) =
(lcmi∈Ibi).

N ≤A M es un sumando directo de M si existe N ′ ≤A M con M = N ⊕ N ′ llamado
complemento directo de N en M , si y sólo si la inclusión ι : N ↪→ M tiene un inverso por
la izquierda, es decir, un A-homomorfismo h :M → N con h ◦ ι = 1N , que deja fijos los puntos
de N .

=⇒ ] La proyección p :M → N cumple p ◦ ι = 1N .

⇐= ] Sea N ′ := kerh, para x ∈ N ∩ N ′, 0 = h(x) = h(ι(x)) = x, y para x ∈ M , x = h(x) +
(x−h(x)) con h(x) ∈ N y x−h(x) ∈ N ′ = kerh ya que h(x− ι(h(x))) = h(x)−h(x) = 0.



En general un submódulo de M no es isomorfo a un cociente de M ni al revés, pues el cociente
Z2 = Z/2Z no es isomorfo a un ideal de Z y Z ≤Z Q no es isomorfo a un cociente de Q ya
que todo cociente de Q cumple que para cada x hay un y con x = y + y (y = x

2 ) y esto no
ocurre en Z. Si M =

⊕
i∈IMi, cada Mi es un sumando directo de M con complemento directo⊕

j∈I\{i}Mi.
AM es indescomponible si sus únicos sumandos directos son 0 y M .

1. Todo subespacio de un espacio vectorial tiene complementos directos (no únicos).

Si V ≤K V con K cuerpo, una base de W se completa a una de V y el subespacio
generado por los vectores que se añaden es un complemento directo de W en V .

2. Dada una familia {Mi}i∈I ⊆A Mod, podemos identificar cada Mi con el submódulo de∏
iMi con entradas nulas en cada componente salvo la i y entonces la familia (Mi)i es

independiente y su suma directa interna coincide con la suma directa externa.

3. Si I ◁A tiene un elemento cancelable (no invertible), I no es un sumando directo de AA.
En particular, si A es un dominio, AA es indescomponible.

Si tuviera complemento directo J , este sería no nulo por ser I propio, luego si b ∈ I es
cancelable y c ∈ J \ {0}, 0 ̸= bc ∈ I ∩ J#.

4. Si p1, . . . , pr ∈ Z son primos distintos, n :=
∏r
i=1 p

mi
i y qi := n

p
mi
i

, Zn =
⊕r

i=1 qiZn.

Como gcd{q1, . . . , qr} = 1, hay una identidad de Bézout
∑
i aiqi = 1 y la suma de ideales

es Zn. Para ver que es directa, si qiai =
∑
j ̸=i qjaj entonces qiai = nb +

∑
j ̸=i qjaj en

Z para cierto b, y como pmi
i divide a la parte derecha de la igualdad, debe dividir a la

izquierda y pmi
i | qiai, con lo que n =

∏
j p

mj

j | qiai, qiai = 0 y la suma es directa.

5. Un A-módulo cíclico M ̸= 0 es indescomponible si y sólo si los únicos idempotentes de
A

annA(M) son 0 y 1.

6. Si M ∈ MaxSpec(A) y n ∈ N∗, el A-módulo A
Mn es indescomponible.

7. Si A es un DIP y a ∈ A \ (A∗ ∪ {0}), A
(a) es indescomponible si y sólo si a es asociado a

pt para ciertos p ∈ A irreducible y t ∈ N∗.

8. Si e ∈ A es idempotente, eM es sumando directo de M .

9. Si f :M →M es un A-endomorfismo idempotente, M = ker f ⊕ Imf .

3.7. Módulos libres
Dados X := {mi}i∈I ⊆A M , el homomorfismo ϕ : A(I) → M dado por ϕ(a) :=

∑
i aimi

es suprayectivo si y sólo si M =
∑
i∈I Ami, y es inyectivo si y sólo si cada elemento de (X)

se expresa de forma única como
∑
i aimi con los ai ∈ A casi todos nulos, si y sólo si los

submódulos (Ami)i∈I son independientes y para cada i ∈ I y a ∈ A \ {0} es ami ̸= 0, en cuyo
caso (mi)i∈I es linealmente independiente.

1 =⇒ 2] Si
∑
i aimi =

∑
i a

′
imi entonces ϕ(a) = ϕ(a′) y a = a′.



2 =⇒ 3] La expresión de elementos de (X) como
∑
i ni con cada ni = aimi ∈ Ami es única,

luego los Ami son independientes, y si hubiera a ∈ A \ {0} e i ∈ I con ami = 0 habría
dos expresiones

∑
i aimi para el 0#.

3 =⇒ 1] Si ϕ(a) =
∑
i aimi = 0, por lo primero cada aimi = 0, y por lo segundo cada ai = 0,

luego a = 0.

Una familia {mi}i∈I ⊆A M es una base de M si es linealmente independiente y genera M ,
si y sólo si ϕ : A(I) → M dado por ϕ(a) :=

∑
imi es biyectiva, si y sólo si para cada m ∈ M

existe una única elección de coeficientes ai ∈ A casi todos nulos, llamados coordenadas de m
en la base, con m =

∑
i aimi. Un módulo es libre si tiene una base.

1. El módulo 0 es libre con base vacía.

2. Los A(I) son libres con la base canónica (ei)i∈I , donde cada ei tiene un 1 en la entrada
i y un 0 en el resto.

3. Todo espacio vectorial es libre, y las bases coinciden con los conjuntos linealmente inde-
pendientes maximales y los conjuntos generadores minimales.

4. AA[X] es libre con base (Xn)n∈N.

5. ZZ[i] es libre con base {1, i}.

6. ZQ no es libre.

Para a
r ,

b
s ∈ Q, br ar − as bs = 0, luego los conjuntos linealmente independientes son de un

elemento, pero estos no generan Q.

7. Si M es un grupo abeliano finito no nulo, ZM no es libre.

No puede ser isomorfo a un Z(I).

8. Los epimorfismos conservan la independencia lineal.

9. Los isomorfismos conservan bases.

10. Un M ≤Z Q es libre si y sólo si es cíclico, si y solo si es finitamente generado.

11. Un anillo A es un cuerpo si y sólo si todo A-módulo es libre.

AM es libre si y sólo si es isomorfo a A(I) para cierto I, en cuyo caso, si A ̸= 0, todas las
bases tienen cardinal |I|, llamado el rango de M o rgM . Demostración: Si AM es libre con
base (mi)i∈I , hay un isomorfismo ϕ : A(I) → M , y recíprocamente, si hay tal isomorfismo,
M tiene la base resultante de llevar la base canónica de A(I) a M por el isomorfismo. Si
A ̸= 0, existe J ⊴m A y JM ≤A M , luego si M := M

JM , los elementos de JM son sumas de
elementos de la forma jm = jm + JM = JM con j ∈ J y m ∈ M y por tanto JM = 0.
Pero un A-módulo M con JM = 0 es un A

J -módulo, luego M es un A
J -módulo y por tanto es

un A
J -espacio vectorial. Sea entonces (mi)i∈I una base de AM , {mi}i∈I ⊆ M es un conjunto

generador, y es linealmente independiente. En efecto, si
∑
i aimi = 0 entonces x :=

∑
i aimi ∈

JM , luego x =
∑n
j=1 bjxj con cada bj ∈ J y cada xj ∈ M y, escribiendo cada xj como



∑
i cjimi, x =

∑
j

∑
i bjcjimi =

∑
i

(∑
j bjcji

)
mi, y por la independencia lineal de los mi,

cada ai =
∑
j bjcji ∈ J y por tanto ai = 0. Haciendo esta operación con dos bases distintas de

M con el mismo J se obtienen dos bases distintas del espacio vectorial JM que deben tener el
mismo cardinal.

Un A-módulo libre es finitamente generado si y sólo si tiene rango finito, es decir, si es
isomorfo a un An.

=⇒ ] Sean S ⊆A M un generador finito de M , (bi)i∈I una base de M y ϕ : A(I) → M el
isomorfismo asociado a la base, si f(a) := {i ∈ I : (ϕ−1(a))i ̸= 0} entonces J :=

⋃
a∈S f(a)

es finito, pero necesariamente J = I.

⇐= ] Obvio.

Todo módulo es cociente de un módulo libre de rango igual al cardinal de un generador del
módulo, pues si X es un generador de M existe un epimorfismo ϕ : A(X) ↠ M dado por
ϕ(a) :=

∑
x axx y, por el primer teorema de isomorfía, A

(X)

kerϕ
∼= M . En particular todo módulo

finitamente generado es cociente de un módulo libre de rango finito y todo A-módulo cíclico
es cociente de AA.

Si AL = L1⊕· · ·⊕Lt es una suma directa interna y cada Li es libre con base finitaXi, L tiene
como base la concatenación de las Xi y rgL = rgL1 + · · ·+ rgLt. Demostración: Para t ≤ 1
es obvio, y para t > 2 se ve por inducción. Para t = 2, las uniones de conjuntos generadores
generan el submódulo suma, y queda ver que si {n1, . . . , nr} ⊆ L1 y {k1, . . . , ks} ⊆ L2 son
linealmente independientes, la unión, que es disjunta, es linealmente independiente. Pero si
(a := a1n1 + · · ·+ arnr) + (b := b1k1 + · · ·+ bsks) = 0 para ciertos ai, bj ∈ A entonces a, b = 0
por ser a ∈ L1 y b ∈ L2, luego cada ai, bj = 0.

Sean (mi)i∈I una base de AM y {ni}i∈I ⊆A N , existe un único A-homomorfismo f :
M → N con cada f(mi) = ni. Demostración: Existe un A-isomorfismo ϕ : A(I) → M con
ϕ(ei) = mi para cada ei de la base canónica y un A-homomorfismo ψ : A(I) → N dado por
ψ(ei) = ni, y f := ψ ◦ ϕ−1 : M → N es un A-homomorfismo con cada f(mi) = ni. Para la
unicidad, como {mi}i es un conjunto generador, dos A-homomorfismos que actúen igual sobre
sus elementos son iguales.

3.8. Condiciones de cadena en módulos

AN ∈ L(AM) es compacto si y sólo si es finitamente generado.

=⇒ ] N =
∨
n∈N (n), por lo que existen n1, . . . , nk ∈ N con N = (n1)∨· · ·∨(nk) = (n1, . . . , nk).

⇐= ] Sean N =: (x1, . . . , xn) y S ⊆ L(AN) no vacío con N =
∨
S, para cada i, como xi ∈ N ,

existen Li1, . . . , Liki ∈ S y pi1 ∈ Li1, . . . , piki ∈ Liki con xi = ai1 + · · · + aiki , de modo
que todo elemento de N se puede expresar como combinación lineal de los aij y por tanto
N =

∨
ij Lij .

AN ∈ L(AM) es finitamente cogenerado si es cocompacto.

AM es noetheriano si (L(AM),⊆) cumple la ACC, si y sólo si todos sus submódulos son
finitamente generados, y es artiniano si cumple la DCC, si y sólo si todos sus submódulos son
finitamente cogenerados, con lo que un anillo A es noetheriano o artiniano cuando lo es AA.



1. Un espacio vectorial es noetheriano si y sólo si es artiniano, si y sólo si es finitamente
generado, si y sólo si es de dimensión finita.

1 =⇒ 3] Por definición.

3 =⇒ 4 =⇒ 1, 2] Por álgebra lineal.

2 =⇒ 4] Probamos el contrarrecíproco. Si (vn)n∈N es una familia de vectores linealmente
independiente y llamamos Vn := span{vm}m≥n, V1 ⊋ V2 ⊋ V3 ⊋ . . . viola la DCC.

2. ZQ no es noetheriano ni artiniano.

· · · ⊊ (4) ⊊ (2) ⊊ (1) ⊊ ( 12 ) ⊊ ( 14 ) ⊊ . . . .

3. Si f : A → B es un homomorfismo de anillos y vemos a un BM como A-módulo por
restricción de escalares sobre f , si AM es noetheriano o artiniano también lo es BM . En
particular si A es cuerpo y AM tiene dimensión finita, BM es noetheriano y artiniano.

L(BM) ⊆ L(AM), por lo que si en L(AM) no hay cadenas de cierta forma, en L(BM)
tampoco.

4. En el grupo Q
Z , para n ≥ 2,(

1

n

)
=

{
0

n
,
1

n
, . . . ,

n− 1

n

}
∼= Zn

admite como generadores unitarios los a
n en que la fracción es irreducible. Si p ∈ Z es

primo, Zp∞ :=
{
a
pn

}
a∈Z,n∈N

es un subgrupo de Q
Z que es artiniano pero no noetheriano, y

que no es finitamente generado pero todos sus subgrupos propios son cíclicos de la forma(
1
pn

)
con n ∈ N.

Zp∞ es la unión de la cadena de subgrupos

0 =

(
1

p0

)
⊊
(
1

p

)
⊊
(

1

p2

)
⊊
(

1

p3

)
⊊ . . . ,

por lo que no es noetheriano. Si ZN ≤ Zp∞ contiene una cantidad infinita de elementos
1
pn , contiene a todos los miembros de la cadena y N = Zp∞ , y en otro caso, sea n :=

máx
{
n ∈ N : 1

pn ∈ N
}

, N =
(

1
pn

)
.

⊆] Para a
pm ∈ N con la fracción irreducible, a es coprimo con pm y por tanto

(
1
pm

)
=(

a
pn

)
⊆ N , de donde m ≤ n y a

pm ∈
(

1
pn

)
.

⊇] Obvio.

Como todos sus subgrupos son los de esta cadena, Zp∞ es artiniano, y no es finitamente
generado porque de serlo, como todos sus subgrupos propios lo son, sería noetheriano.



5. Q
Z =

⊕
p Zp∞ .

6. Si AM es noetheriano, todo A-endomorfismo suprayectivo en M es inyectivo.

7. Si AM es artiniano, todo A-endomorfismo inyectivo en M es suprayectivo.

Una sucesión exacta corta es una expresión de la forma 0 → L
f→M

g→ N → 0 en la que
L, M y N son A-módulos, cada flecha es un homomorfismo y el núcleo de cada morfismo es la
imagen del que le precede, lo que equivale a que f sea un monomorfismo y g un epimorfismo
con Imf = ker g.

Toda sucesión exacta corta con término central M es isomorfa a una de la forma 0 →
K

ι
↪→M

π
↠ M

K → 0, donde ι es la inclusión y π la proyección canónica. Demostración: Dada

0 → L
f→ M

g→ N → 0, sea K := Imf , restringiendo f̂ : L → K tenemos un isomorfismo que
nos permite cambiar L por K y f por ι ya que ι ◦ f̂ = f , y por el primer teorema de isomorfía
en g, M

K
∼= N , por lo que cambiamos N por M

K y g por π ya que el isomorfismo de la prueba
del teorema de isomorfía es g : MK → N dado por g(m) := g(m) y claramente g ◦ π = g.

Si N ≤A M , M es noetheriano o artiniano si y sólo si lo son N y M
N .

=⇒ ] Si M es noetheriano o artiniano, como L(AN) ⊆ L(AM), también lo es N , y como la
biyección ρ : {K ∈ L(AM) | N ⊆ K} → L(AM/N) del teorema de correspondencia
conserva la inclusión, ρ−1(L(AM/N)) ⊆ L(AM) y también lo es M

N .

⇐= ] Si P ⊆ Q son submódulos de M con P ∩ N = Q ∩ N y P + N = Q + N , para q ∈ Q,
q ∈ Q + N = P + N y por tanto q = p + n para ciertos p ∈ P y n ∈ N , y q − p =
n ∈ Q ∩ N = P ∩ N ⊆ P , luego q = (q − p) + p ∈ P y se concluye P = Q. Si N y
M
N son noetherianos o artinianos respectivamente, sea (Pn)n una cadena ascendente o
descendente de submódulos de M , los Pn ∩ N y los Pn+N

N forman cadenas ascendentes
o descendentes de submódulos de N y M

N respectivamente, y por hipótesis ambas se
estabilizan a partir de un n0 que podemos suponer común, pero entonces, para n ≥ n0,
Pn ⊆ Pn+1 con Pn ∩ N = Pn+1 ∩ N y Pn∩N

N = Pn+1+N
N , por lo que Pn = Pn+1 y M es

noetheriano o artiniano.

La suma directa finita de módulos noetherianos o artinianos es respectivamente noetheriana o
artiniana. En efecto, para n ≤ 1 módulos es obvio, para n = 2 se deduce de lo anterior y de
que, si M = N ⊕K, K ∼= M

N , y para n > 2 se hace inducción.
Dado un anillo A:

1. A es noetheriano o artiniano, respectivamente, si y sólo si existe n > 0 con AA
n noethe-

riano o noetheriano, si y sólo si todo A-módulo finitamente generado es noetheriano o
artiniano.

1 =⇒ 3] Es fácil ver que los submódulos de AA
n son productos de submódulos de A,

que son ideales, pero si (Mk := Ik1 × · · · × Ikn)k es una cadena ascendente de
submódulos de An, cada cadena ascendente (Iki)k se estabiliza en un punto, que
podemos suponer común, y (Mk)k se estabiliza. Entonces para AM finitamente
generado existe un epimorfismo ϕ : An ↠ M y las cadenas ascendentes de M
también se estabilizan.



3 =⇒ 2] Obvio.

2 =⇒ 1] Si An es noetheriano para cierto n > 0, sea (Ik)k una cadena ascendente de
ideales de A, (Ik, 0, . . . , 0)k es una cadena ascendente de submódulos de An y por
tanto se estabiliza, luego (Ik)k también se estabiliza.

Para artinianos es análogo.

2. Dados un anillo A noetheriano o artiniano, respectivamente, y un homomorfismo f : A→
B tal que AB por restricción de escalares es finitamente generado, entonces B es un anillo
noetheriano o artiniano.

Por lo anterior lo es AB, pero L(BB) ⊆ L(AB).

Si A = A1 × · · · × An es un producto de anillos, todo A-módulo es isomorfo a un producto
M1 × · · · ×Mn, donde cada Mi es un Ai-módulo, y en particular L(AM) ∼=

∏m
i=1 L(AiMi).

Lema de Artin: En un anillo A en que 0 es producto finito de ideales maximales, un
A-módulo es noetheriano si y sólo si es artiniano. Demostración: Si el número de ideales
que hay que multiplicar es n ≤ 1, A es un cuerpo y sabemos que se cumple. Para n > 1,
por inducción, sean 0 = J1J2 donde cada Ji es producto de menos de n maximales. Si por
ejemplo J1 =M1 · · ·Mk con los Mi maximales, en A

J1
, 0 = J1

J1
= M1···Mk

J1
= M1

J1
· · · Mk

J1
, y como

J1 ⊆Mi para cada i, Mi

J1
⊴m

A
J1

y, en A
J1

, 0 es producto de menos de n maximales y por tanto
un A

J1
-módulo es noetheriano si y sólo si es artiniano, y análogamente para un A

J2
-módulo.

Dado AM , N := J1M es anulado por J2 y por tanto se puede ver como un A
J2

-módulo con
L(A/J2N) = L(AN) por restricción de escalares, mientras que M

N = M
J1M

es anulado por J1 y
se puede ver como un A

J1
-módulo con L(A/J1M/N) = L(AM/N). Entonces AM es noetheriano

si y sólo si lo son AM/N y AN , si y sólo si lo son A/J1M/N y A/J2N , si y sólo si son artinianos,
si y sólo si lo son AM/N y AN , si y sólo si AM es noetheriano.

Teorema de Akizuki:

1. Un anillo es artiniano si y sólo si es noetheriano de dimensión 0.

=⇒ ] Ya vimos que entonces es de dimensión 0 y el 0 es producto finito de maximales,
luego es noetheriano por el lema de Artin.

⇐= ] Por ser noetheriano, 0 es producto finito de ideales primos, que son maximales por
ser de dimensión 0, luego el anillo es artiniano por el lema de Artin.

2. Un módulo de un anillo artiniano es artiniano si y sólo si es noetheriano, si y sólo si es
finitamente generado.

1 ⇐⇒ 2] Por el argumento anterior el 0 es producto finito de maximales y aplica el lema
de Artin.

2 =⇒ 3] Por definición.

3 =⇒ 1] Visto.

Un A-módulo es de longitud finita si es noetheriano y artiniano. Un anillo A es artiniano si
y sólo si todo A-módulo finitamente generado es de longitud finita.



3.9. Módulos y matrices
Sean m,n ∈ N∗ y Cm y Cn las bases canónicas respectivas de los A-módulos libres Am y

An, (f 7→ MCmCn
(f)) : HomA(A

n, Am) → Mm×n(A) es un isomorfismo de A-módulos con
inversa C 7→ v 7→ Cv. Demostración: Sean Cn =: (e1, . . . , en) y Cm =: (f1, . . . , fm), toda
f ∈ HomA(A

n, Am) viene dada por los valores que le asigna a los ei, que se pueden expresar
respecto a los fj dando lugar a M :=MCmCn(f) cuyas columnas son los f(ei), pero claramente
Mei es la i-ésima columna de M , y recíprocamente, si M ∈ Mm×n(A) y f viene dada por
f(v) := Mv, las columnas de MCmCn

(f) son los Mei que son las columnas de M . Que es
un isomorfismo es claro tomando (bij :=

∑
k akek 7→ aifj)i,j como base de HomA(A

n, Am) y
viendo que conserva combinaciones lineales de los bij .

GLs(K) := {A ∈ Ms(K) | detA ̸= 0}. Dada C ∈ Mm×n(A), llamamos A-módulo
asociado a C,M(C), a Am

{Cv}v∈An
. B,C ∈ Mm×n(A) son equivalentes si existen P ∈ GLm(A)

y Q ∈ GLn(A) con C = PBQ, en cuyo caso M(B) ∼= M(C). Demostración: Se tiene
PB = CQ−1, luego llamando fC : An → Am al homomorfismo fC(v) := Cv, fP ◦ fB =
fC ◦ fQ−1 . Definiendo el homomorfismo ψ : M(B) → M(C) como ψ(a) = fP (a), ψ está bien
definido porque a ∈ ImfB =⇒ fP (a) ∈ Im(fP ◦ fB) = Im(fC ◦ fQ−1) = ImfC , pero el
homomorfismo ϕ :M(C) →M(B) dado por ϕ(c) := fP−1(c) también está bien definido porque
c ∈ ImfC =⇒ fP−1(c) ∈ Im(fP−1 ◦ fC) = Im(fP−1 ◦ fC ◦ fQ−1) = Im(fP ), y ϕ = ψ−1.

Una operación o transformación elemental por filas o columnas en C ∈ Mm×n(A)
consiste en intercambiar dos filas o columnas de C, multiplicar una por un α ∈ A∗ o sumarle
a una otra multiplicada por un α ∈ A.

AlgL

Llamamos matriz elemental de tamaño n a toda matriz obtenida al efectuar una opera-
ción elemental [...] en In. [...] Si B se obtiene al realizar una operación elemental por filas
en A y E al realizar la misma en Im, entonces B = EA. [...] Si B se obtiene de aplicar
una operación elemental por columnas en A y E al aplicarla a In, entonces B = AE. Así,
realizar una serie de estas operaciones en una matriz equivale a multiplicarla por uno o
ambos lados por un producto de matrices elementales, el cual es invertible.

Las matrices elementales son las mismas por filas que por columnas. Si B,C ∈ Mm×n(A)
y C se puede obtener aplicando a B una cantidad finita de transformaciones elementales por
filas y por columnas, entonces B y C son equivalentes, pues aplicar transformaciones por filas
y columnas a B equivale a multiplicarla a izquierda y derecha por matrices invertibles.



Capítulo 4

Módulos sobre DIPs

En adelante, salvo que se indique lo contrario, A es un DIP y P ⊆ A es un conjunto
irredundante de representantes salvo asociados de los elementos irreducibles o primos de A.
Por ejemplo, si A = Z, P podría ser el conjunto de primos positivos, y cuando A = K[X] con
K cuerpo, P podría ser el conjunto de polinomios mónicos irreducibles.

Como teorema, si G ≤A F con F libre, entonces G es libre y rgG ≤ rgF . Demostración
cuando F tiene rango finito:1 Sean B = {x1, . . . , xn} una base de F y, para j ∈ {0, . . . , n},
Fj :=

⊕j
i=1Axi, tenemos una cadena estrictamente ascendente 0 = F0 ⊊ · · · ⊊ Fn = F donde

Fj

Fj−1

∼= Axj para j ∈ {1, . . . , n}, pero el homomorfismo canónico A → Axj , a 7→ axj , es un

isomorfismo (por restricción de ϕ : An → F ), luego todo submódulo de Fj

Fj−1
es isomorfo a un

ideal de A, que será principal, y es pues nulo o un A-módulo libre de rango 1. Intersecando los
términos de esta cadena con G, 0 = G∩F0 ⊆ G∩F1 ⊆ · · · ⊆ G∩Fn = G, y el homomorfismo fj :
G∩Fj ↪→ Fj

π→ Fj

Fj−1
tiene núcleo G∩Fj−1, por lo que hay un monomorfismo G∩Fj

G∩Fj−1
↣ Fj

Fj−1
y

por tanto G∩Fj

G∩Fj−1
= 0 o es un A-módulo libre de rango 1. Tras eliminar términos repetidos de la

cadena, existen ki ∈ {1, . . . , n}, k1 < · · · < kt, con 0 = G∩Fk0 ⊊ G∩Fk1 ⊊ · · · ⊊ G∩Fkt = G

y donde cada G∩Fki

G∩Fki−1
es un A-módulo libre de rango 1. Si t = 0 hemos terminado. En otro

caso, sean Hi := G∩Fki , y1 un generador de H1 y, para i ∈ {2, . . . , n}, yi tal que yi+Hi−1 sea
un generador de Hi

Hi−1
, entonces (y1, . . . , yi) es base de Hi. Para i = 1 esto es claro. Para i > 1,

por inducción, para m ∈ Hi existe a ∈ A tal que, en Hi

Hi−1
, ayi = m y por tanto ayi−m ∈ Hi−1,

que por inducción se puede expresar unívocamente como combinación lineal de (y1, . . . , yi−1).
Así, {y1, . . . , yi} es generador de Hj , y es linealmente independiente porque, al ser Hi

Hi−1
= (yi)

de rango 1, ϕ : A → (yi) dado por ϕ(a) := ayi es un isomorfismo y, si n ∈ Hi−1 y a ∈ A
cumplen n+ ayi = 0, ayi = −n ∈ Hi−1 y ϕ(a) = 0, luego a = 0 y n = 0. Por tanto, para i = t,
Ht = G tiene base (y1, . . . , yt).

Todo epimorfismo de A-módulos p : M ↠ F con F libre tiene inverso por la derecha, un
f : F →M con p◦f = 1F , y entonces M = Imf⊕ker p y M ∼= F×ker p. Demostración: Dada
una base X = {xi}i∈I de F , y para i ∈ I, mi ∈M con p(mi) = xi, existe un único f : F →M
con f(xi) = mi para cada i, luego el homomorfismo p ◦ f es la identidad sobre los elementos

1Demostración general en Algebra de Thomas W. Hungerfor, IV.6.1, que usa propiedades de los números
ordinales.
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de X y por tanto sobre todos los de F . Para la descomposición, Imf ∩ ker p = 0 porque sus
elementos son de la forma f(x) con x ∈ F y p(f(x)) = 0, pero p(f(x)) = x, e Imf +ker p =M
porque, para m ∈M , m = m− f(p(m)) + f(p(m)) con f(p(m)) ∈ Imf y m− f(p(m)) ∈ ker p
ya que p(m− f(p(m))) = p(m)− p(m) = 0. Finalmente, como f es inyectiva, su restricción a
la imagen es un isomorfismo e Imf ∼= F .

4.1. Submódulos de torsión
Un x ∈A M es un elemento de torsión si annA(x) ̸= 0, y es un elemento de p-torsión

para cierto p ∈ P si existe t ∈ N con annA(x) = (pt), si y sólo si existe s ∈ N con psx = 0.
Llamamos submódulo de torsión de AM a

t(M) := {x ∈M | x es de torsión} ≤A M.

En efecto, para a ∈ A y x, y ∈ t(M), sean b ∈ annA(x) \ 0 y c ∈ annA(y) \ 0, entonces
bc(x− y) = bcx− bcy = 0− 0 = 0, luego 0 ̸= bc ∈ annA(x− y) y x− y ∈ t(M), y como abx = 0
y ab ̸= 0, ax ∈ t(M).

Para p ∈ P, llamamos subgrupo de p-torsión de AM a

M(p) := {x ∈M | x es de p-torsión} ≤A M.

En efecto, para a ∈ A y x, y ∈ M(p), existe s ∈ N con psx = psy = 0 y entonces apsx = 0 y
ps(x+ y) = 0.

Para AM , t(M) =
⊕

p∈P M(p). Demostración: Claramente
∑
p∈P M(p) ≤A t(M). Para

ver que la suma es directa, sean q ∈ P y x ∈M(q)∩
∑
p∈P\{q}M(p), existen s ∈ N con qsx = 0,

una descomposición x = x1+· · ·+xr con cada xi ∈M(pi) para cierto pi ∈ P\{q} y, para cada i,
ti ∈ N con ptii xi = 0, con lo que si a :=

∏r
i=1 p

ti
i , ax = 0, pero gcd{qs, a} = 1, por lo que hay una

identidad de Bézout qsb+ ac = 1 y por tanto x = 1x = qsbx+ acx = 0. Queda ver que t(M) ⊆∑
p∈P M(p). Sea x ∈ t(M)\0, annA(x)◁A, pero como A es un DIP existen (b) ∈ A\(A∗∪{0})

con annA(x) = (b) y una factorización en irreducibles b = upt11 · · · ptrr con u ∈ A∗, los pi ∈ P
irreducibles distintos y los ti > 0, y queremos ver que x ∈

∑r
i=1M(pi) ⊆

∑
p∈P M(p). Si r = 1,

x ∈M(p1) y hemos terminado. Si r > 1, por inducción, como gcd{pt11 · · · ptr−1

r−1 , p
tr
r } = 1, existe

una identidad de Bézout pt11 · · · ptr−1

r−1 b+ ptrr c = 1 y x = pt11 · · · ptr−1

r−1 bx+ ptrr cx, donde el primer
sumando es anulado por ptrr y por tanto está en M(pr) y el segundo es anulado por pt11 · · · ptr−1

r−1

y por tanto está en
∑r
i=1M(pi).

Si AM ̸= 0 es finitamente generado, existen p1, . . . , pr ∈ P, unívocamente determinados
salvo permutación, tales que t(M) =

⊕r
i=1M(pi) y cada M(pi) ̸= 0. Demostración: Como A

es noetheriano, M es noetheriano y t(M) es finitamente generado. Como t(M) =
⊕

p∈P M(p)
es finitamente generado, digamos por {x1, . . . , xs}, entendiendo la suma directa como externa,
como cada xi tiene una cantidad finita de elementos no nulos, (x1, . . . , xs) tiene una cantidad
finita de índices no nulos y casi todo M(p) = 0, luego t(M) =

⊕r
i=1M(pi) para ciertos pi. La

unicidad se sigue de que los pi deben ser justo aquellos con M(pi) ̸= 0.
AM es de torsión si M = t(M), y es de p-torsión para un p ∈ P si M =M(p).
Si G es un grupo abeliano, es finitamente generado de torsión si y sólo si es finito, y para

p primo positivo, es de p-torsión finitamente generado si y sólo si es finito y pmM = 0 para
cierto m > 0.



Si p ∈ P, n ∈ N∗ y AM := A
(pn) , para k ∈ {0, . . . , n − 1} es annM (pk) = (pn−k)

(pn) y para
k ≥ n es annM (pk) =M , y annM (p) es un A

(p) -espacio vectorial de dimensión 1.
Si Q es el cuerpo de fracciones de A y N ≤A Q es no nulo, Q

N es un A-módulo de
torsión.

Dado un A-homomorfismo f : M → N , f(t(M)) ⊆ t(N), y la inclusión puede ser
estricta incluso cuando f es un monomorfismo o un epimorfismo.

4.2. Parte libre de torsión

AF es libre de torsión si t(F ) = 0. Llamamos parte libre de torsión de AM a M
t(M) ,

que es libre de torsión. Demostración: Queremos ver que, para x ∈ M
t(M) \ 0 es annA(x) = 0.

Sean entonces x ∈ M con annA(x) ̸= 0 y a ∈ A \ 0 con ax = 0, entonces ax ∈ t(M) y existe
b ∈ A \ 0 con bax = 0, luego x ∈ t(M) y x = 0.

Todo A-módulo libre es libre de torsión, pues es isomorfo a un A(I) y, si hubiera un a ∈ A
y un v ∈ A(I) con av = 0, como estamos en un dominio, a = 0 o v = 0.

Como teorema:

1. Un A-módulo es finitamente generado y libre de torsión si y sólo si es libre de rango
finito.

=⇒ ] Para AF = 0 es obvio. Si AF ̸= 0, sean X = {x1, . . . , xn} un generador finito de F
y S = {x1, . . . , xk} con k ≤ n un subconjunto linealmente independiente maximal,
G := (x1, . . . , xk) ≤A F es libre con base S. FG es finitamente generado, y queremos
ver que es de torsión. Para x ∈ X \S, S∪{x} no es linealmente independiente, luego
existen a1, . . . , ak, a ∈ A no todos nulos con a1x1 + · · ·+ akxk = ax, lo que implica
que a ̸= 0 y que ax ∈ (X) = G, luego ax = 0 con a ̸= 0 y x ∈ t(FG ). Entonces,
como F

G = (X) = (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) = (X \ S), X ⊆ t(FG ) y
F
G = t(FG ). Por tanto, para i ∈ {k + 1, . . . , n} existe ai ∈ A \ 0 con aixi = 0, luego
r := ak+1 · · · an ̸= 0 cumple rx ∈ G para todo x ∈ X y por tanto rF ⊆ G, pero
F → rF dada por z 7→ rz es un A-isomorfismo ya que es un epimorfismo y, como r
es libre de torsión, z ̸= 0 =⇒ rz ̸= 0. Entonces, como G es libre y rF ≤A G, rF es
libre y por tanto F también con rgF ≤ rgG = k.

⇐= ] Es libre de torsión por ser libre y es finitamente generado por ser de rango finito.

2. Todo AM finitamente generado admite una descomposición en suma directa interna M =
t(M)⊕ L con AL libre de rango finito.
M
t(M) es finitamente generado y libre de torsión, y por el apartado anterior es libre de
rango finito, luego la proyección canónica p : M ↠ M

t(M) tiene inversa por la derecha
α : M

t(M) →M y si L := Imα ∼= M
t(M) , M = ker p⊕ Imα = t(M)⊕ F con F libre de rango

finito.

3. Si AF es libre de rango finito, |S| = rgF para todo S ⊆ F linealmente independiente
maximal.



S es finito porque, de no serlo, G := (S) sería un submódulo libre de rango infinito de uno
de rango finito, y como F

G es finitamente generado con un cierto generador {y1, . . . , ys},
X := S ∪ {y1, . . . , ys} es un generador finito de F en que S es linealmente independiente
maximal. Entonces, por un argumento como el del primer apartado, existe r ∈ F con
rF ≤A G ≤A F y rF ∼= F , pero como G es libre, rF ∼= F también y rgF ≤ rgG, y como
ahora F es libre, rgG ≤ rgF , luego rgF = rgG = |S|.

Sean T la clase de A-módulos de torsión y F la de A-módulos libres de torsión:

1. Si N ≤A M y tanto N como N
M están en una de las clases, entonces M también.

2. Si N ≤A M ∈ T entonces N, NM ∈ T , pero esto no se cumple para F .

3. Si K,N ≤A M y K+N está en una de las clases, K y N están también en la misma.

4. Si K,N ≤A M con K,N ∈ T entonces K +N ∈ T , pero esto no se cumple para F .

4.3. Módulos finitamente generados de p-torsión sobre un
DIP

En un anillo conmutativo unitario A arbitrario, N ≤A M es un submódulo esencial de
M si ∀L ≤A M, (L ̸= 0 =⇒ L∩N ̸= 0), y un monomorfismo de A-módulos f : L↣M es un
monomorfismo esencial si su imagen es un submódulo esencial de M .

Si A es un anillo conmutativo unitario arbitrario:

1. Si N ≤A M , un pseudocomplemento de N en M es un elemento maximal X de
CN (M) := {L ≤A M : L ∩ N = 0} por inclusión, que siempre existe. El homomorfismo
f : N ↪→ M

π
↠ M

X es un monomorfismo esencial, y es un isomorfismo si y sólo si X es
complemento directo de N en M .

La existencia es por el lema de Zorn.

2. Si A es un dominio, los ideales (A-submódulos) esenciales de A son precisamente los
ideales no nulos.

3. Si A es un dominio, AF es libre y N ≤A F contiene un subconjunto linealmente inde-
pendiente maximal de F entonces N es un submódulo esencial de F .

AM es finitamente generado de p-torsión para cierto p ∈ P, existen r > 0 y 0 < n1 ≤ · · · ≤ nr
únicos tales que M ∼= A

(pn1 ) ⊕ · · · ⊕ A
(pnr ) .

Demostración: El enunciado se puede reescribir cambiando 0 < n1 ≤ · · · ≤ nr por
n1 ≥ · · · ≥ nr > 0. Sea X = {x1, . . . , xk} un generador de M , para la existencia hacemos
inducción en k.

Si k = 1, M = (x1) y, como x1 es de p-torsión, existe n > 0 con annA(x1) = (pn), luego
A

(pn) =
A

annA(x1)
∼= (x1) =M por el primer teorema de isomorfía sobre a 7→ ax1.



Si k > 1, sea n1 > 0 mínimo con pn1xi = 0 para todo i, entonces pn1M = 0 ̸= pn1−1M ,
y podemos suponer pn1−1x1 ̸= 0. Sean ahora Z un pseudocomplemento de (x1) en M y
f : (x1) ↪→M

π
↠ M

Z un monomorfismo esencial, pn1 M
Z = {pn1m}m∈Z = 0 y pn1−1f(x1) =

f(pn1−1x1) ̸= 0.
Supongamos (y1 := f(x1)) ⊊ M

Z . Sean ξ ∈ M \ (y1) y k := mı́n{i ∈ N∗ | piξ ∈ (y1)}, que
existe porque pn1ξ = 0 ∈ (y1), entonces pkξ ∈ (y1) y pk−1ξ /∈ (y1), luego z := pk−1ξ ∈
M \ (y1) cumple pz ∈ (y1) y existe a ∈ A con pz = ay1. En la factorización a =: ptb con
t ∈ N y p ∤ b, se tiene t > 0. En efecto, si no lo fuera sería pz = bx con b y p coprimos,
pero como pn1 M

Z = 0, MZ se puede ver como un A
(pn1 ) -módulo y entonces b = b+ (pn1) es

unidad de A
(pn1 ) y (y1) = (by1), y por la correspondencia, (y1) = (by1), con lo que existe a

tal que aby1 = y1 y como pn−1y1 = pn−1aby1 ̸= 0 es pnz = pn−1by1 ̸= 0, pero pnM = 0#.
Por tanto t > 0, luego pz = ptby1 y p(z − pt−1by1) = 0. Sea entonces y′ := z − pt−1by1,
y′ /∈ (y1) porque z /∈ (y1) y py′ = 0, pero entonces A

(p) → (y′) dado por a + (p) 7→ ay′

es un isomorfismo de A-módulos y los únicos submódulos de (y′) son 0 e (y′), pero (y1)
es esencial por ser la imagen de un monomorfismo esencial, luego (y1) ∩ (y′) ̸= 0 y por
tanto (y1) ∩ (y′) = (y′) e (y′) ⊆ (y1), pero y′ /∈ (y1)#. Por tanto M

Z = (y1).

Con esto f es un isomorfismo y M = (x1)⊕Z ∼= A
(pn1 ) ⊕Z, pero entonces Z ∼= (x1)⊕Z

(x1)
=

M
(x1)

, que es un A-módulo generado por {x2, . . . , xk}, y por hipótesis de inducción, Z ∼=
A

(pn2 ) ⊕ · · · ⊕ A
(pnr ) con n2 ≥ · · · ≥ nr > 0 y se tiene n2 = mı́n{s ∈ N∗ | psZ = 0}, pero

pn1Z ⊆ pn1M = 0, luego n1 ≥ n2.

Para la unicidad, si M ∼= A
(pn1 )⊕· · ·⊕ A

(pnr )
∼= A

(pm1 )⊕· · ·⊕ A
(pms ) con r, s > 0, 0 < n1 ≤ · · · ≤ nr

y 0 < m1 ≤ · · · ≤ ms, M ∼= A
(pn1 ) × · · · × A

(pnr ) y M
pM

∼=
⊕r

i=1
A
(p)

∼=
(
A
(p)

)r
, y análogamente

M
pM

∼=
(
A
(p)

)s
, pero como (p) es maximal, A

(p) es un cuerpo y los isomorfismos son entre A
(p) -

espacios vectoriales, luego r = s por la unicidad de la dimensión entre espacios vectoriales.
Entonces n1 es el mínimo j > 0 tal que pjM admite una descomposición en menos de r
sumandos y m1 también, luego n1 = m1. Por inducción en r:

Si r = 1 hemos terminado.

Si r > 1, pn1M ∼=
⊕

i≥2
(pn1 )
(pni )

∼=
⊕

i
A

(pni−n1 )
y del mismo modo pn1M ∼=

⊕
i≥2

A
(pmi−n1 )

, y
tomando el mínimo t con nt > n1 y el mínimo t′ con nt′ > n1, por hipótesis de inducción,
(ni − n1)i≥t = (mi −m1)i≥t′ , con lo que t = t′ y hay exactamente t − 1 apariciones de
A

(pn1 ) y de A
(pm1 ) , pero n1 = m1, luego al final cada ni = mi.

4.4. Módulos finitamente generados sobre un DIP
Como teorema, si AM ̸= 0 es finitamente generado, existen un único r ∈ N, el rango libre

de torsión de M , y una familia pn11
1 , . . . , p

n1r1
1 , . . . , pnk1

k , . . . p
nkrk

k de divisores elementales
de M , única salvo asociados y orden de los pi, con los pi irreducibles no asociados dos a dos y
0 < ni1 ≤ · · · ≤ niri para cada i, de forma que

M ∼= Ar ⊕
k⊕
i=1

ri⊕
j=1

A

(p
nij

i )
,



lo que llamamos la descomposición indescomponible de M .
Demostración: M ∼= t(M) ⊕ M

t(M) con M
t(M) libre de rango finito r, con lo que M ∼=

Ar⊕ t(M). Ahora bien, existen irreducibles distintos p1, . . . , pk ∈ P con t(M) =M(p1)⊕· · ·⊕
M(pk) y cada M(pi) ̸= 0, pero como cada M(pi) es finitamente generado de pi-torsión existen
0 < ni1 ≤ · · · ≤ niri con M(pi) ∼=

⊕ri
j=1

A

(p
nij
i )

. Para la unicidad, si hay otra descomposición

M ∼= As ⊕
⊕l

i=1

⊕si
j=1

A

(q
mij
i )

de la misma forma, donde podemos suponer que los qi ∈ P, la

parte libre de torsión de la suma es isomorfa a As y por tanto M
t(M)

∼= As, y la parte de torsión
isomorfa al sumando derecho y a t(M) =M(p1)⊕· · ·⊕M(pk) =M(q1)⊕· · ·⊕M(ql), luego por
unicidad queda {p1, . . . , pk} = {q1, . . . , ql}, k = l y, reordenando, cada pi = qi.Entonces, como
cada M(pi) es de pi-torsión, por la proposición anterior es (ni1, . . . , niri) = (mi1, . . . ,miri).

Si AM es finitamente generado, existe una descomposición M = L ⊕
⊕k

i=1

⊕ri
j=1Mij co-

mo suma directa interna con L libre de rango igual al rango libre de torsión de M y cada
Mij

∼= A

(p
nij
i )

, siendo los pnij

i los divisores elementales de M . En efecto, por el teorema hay un

isomorfismo ϕ : Ar ⊕
⊕k

i=1

⊕ri
j=1

A

(p
nij
i )

→M y basta tomar L := ϕ(Ar) y Mij := ϕ( A

(p
nij
i )

).
Como teorema, si AM ̸= 0 es finitamente generado, existe un único r ∈ N∗ y una única

secuencia d1, . . . , dt ∈ A \ (A∗ ∪ {0}) de factores invariantes de M , única salvo asociados,
tal que d1 | · · · | dt y

M ∼= Ar ⊕
t⊕

j=1

A

(dj)
,

y de hecho r es el rango libre de torsión de A y si (pnij

i )1≤j≤ri1≤i≤k son los divisores elementales
de M , t := máxi ri y cada dj =

∏
i p
ni,ri−t+j

i , tomando nij := 0 para j < 0. Demostración:
Claramente d1 | · · · | dt y, como A

(dj)
∼=
⊕

i
A

(p
ni,ri−t+j

i )
,
⊕t

j=1
A

(dj)
∼=
⊕k

i=1

⊕ri
j=1

A

(p
nij
i )

. Para la

unicidad, la de r es como en el teorema anterior, y para la del sumando derecho queremos ver
que toda descomposición t(M) ∼=

⊕u
j=1

A
(δj)

con los δj /∈ A∗ ∪ {0} y δ1 | · · · | δu cumple t = u

y A
(δj)

∼= A
(dj)

, y entonces δj y dj serán asociados. Cada δk debe ser suma de submódulos de los
A

(p
nij
i )

, pero estos submódulos son de la forma A
(pzi )

para ciertos z, por lo que finalmente δj debe

ser de la forma pm1j

1 · · · pmkj

k para ciertos mkj , y claramente para cada i es 0 ≤ mi1 ≤ · · · ≤
miu. Por el teorema chino de los restos, A

(δj)
∼=
⊕k

i=1
A

(p
mij
i )

y por tanto t(M) ∼=
⊕

i,j
A

(p
mij
i )

,
lo que tras eliminar los sumandos nulos y reordenar debe coincidir con la descomposición
indescomponible de t(M), lo que junto a que 0 ≤ mi1 ≤ · · · ≤ miu determina los mij y por
tanto los δj salvo asociados.

Así, si AM ̸= 0 es finitamente generado, se puede expresar como suma directa interna de la
forma L⊕

⊕t
i=1Mi con L libre de rango igual al rango libre de torsión de M y cada Mi

∼= A
(di)

,
siendo los di los factores invariantes de M .

Teoremas de estructura de los grupos abelianos finitos: Si M es un grupo abeliano
finito:

1. Existen números primos 1 < p1 < · · · < pk y enteros 0 < ni1 ≤ · · · ≤ niri para
i ∈ {1, . . . , k}, únicos, con M ∼=

⊕k
i=1

⊕ri
j=1 Zpnij

i
.

2. Existen enteros 1 < d1 | · · · | dt únicos con M ∼=
⊕t

j=1 Zdj .
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Un grupo cíclico ⟨a⟩n es indescomponible si y sólo si tiene orden potencia de primo.
Dado un grupo G, llamamos exponente o periodo de G, Exp(G), al menor n ∈ N∗

tal que ∀g ∈ G, gn = 1, o a ∞ si este no existe. [...]
Si un grupo es finito tiene periodo finito, y si tiene periodo finito es periódico. Los

recíprocos no se cumplen. Todo p-grupo es periódico, pero no necesariamente finito. [...]
Si A es un grupo abeliano, B ≤ A, a ∈ A, n ∈ N y na = 0, en A/B es |a+B| | |a|. En

general estos órdenes no coinciden. [...]
Dados dos grupos abelianos finitos A y B, una descomposición por suma directa de A y

una de B son semejantes si existe una biyección entre los subgrupos en la descomposición
de A y la de B que a cada subgrupo de A le asocia uno de B isomorfo. [...]

Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si y sólo si tienen descomposiciones primarias
semejantes, si y sólo si tienen descomposiciones invariantes semejantes, si y sólo si tienen
la misma lista de divisores elementales, si y sólo si tienen la misma lista de factores
invariantes. [...]

4.5. Módulos de torsión finitamente generados
Si AM es finitamente generado de torsión, llamamos divisores irreducibles de M a los

p ∈ P con M(p) = 0. Si además M ̸= 0 y sus factores invariantes son d1 | · · · | dt:

1. annA(M) = (dt).

⊆] Para a ∈ annA(M), como A
(dt)

es isomorfo a un sumando directo de M , a A
(dt)

= 0,

pero a A
(dt)

= (a)+(dt)
(dt)

= 0 y por tanto (a) + (dt) ⊆ (dt) y a ∈ (dt).

⊇] M ∼=
⊕t

j=1
A

(dj)
y, como cada dj | dt, dtM = 0, luego (dt) ⊆ annA(M).

2. Un p ∈ P es divisor irreducible de M si y sólo si lo es de dt, si y sólo si existe x ∈M \{0}
con px = 0.

1 ⇐⇒ 2] Si (pij)
1≤j≤ri
1≤i≤k son los divisores elementales de M , dt = p

n1r1
1 · · · pnkrk

k , luego
los divisores irreducibles son los irreducibles de la factorización irreducible de dt.

1 =⇒ 3] Si M(p) ̸= 0, sea z ∈M(p) \ {0} con annA(z) = (ps) y s mínimo, s > 0 ya que
de lo contrario sería (ps) = A y z = 1z = 0, y x := ps−1z ∈M \ {0} cumple px = 0.

3 =⇒ 1] x ∈M(p) ̸= 0.

Así, si M es un grupo abeliano finito, los divisores irreducibles de M son los p > 0 que dividen
a |M |.

Sean AM ̸= 0 finitamente generado de torsión, p un divisor irreducible de M y M(p) ∼=⊕r
j=0

A
(pnj )

con 0 < n1 ≤ · · · ≤ nr:

1. 0 ̸= annM (pi) ⊆ annM (p2i ) ⊆ · · · ⊆ annM (psi ) ⊆ . . . .

2. {s ∈ N∗ | annM (ps) = annM (ps+1)} = {s ∈ N∗ | s ≥ nr}.



⊇] Para s ≥ nr, M(p) ⊆ annM (pnr ) ⊆ annM (ps) ⊆M(p) y annM (ps) = annM (ps+1) =
M(p).

⊆] Sea X el conjunto de la izquierda, queremos ver que si s ∈ X entonces s + 1 ∈ X,
de modo que si fuera s < nr, por inducción sería annM (ps) = annM (pnr ) =M(p)#.
Sabemos que annM (ps+1) ⊆ annM (ps+2), y si x ∈ annM (ps+2), ps+1(px) = 0 y por
tanto px ∈ annM (ps+1) = annM (ps), luego ps+1x = ps(px) = 0 y x ∈ annM (ps+1).

3. M(p) = annM (pnr ).

Sean (q
mij

i )1≤j≤ri1≤i≤k los divisores elementales de M con p = q1 y por tanto r = r1 y
nj = m1j , hay un isomorfismo ϕ :

⊕k
i=1

⊕miri
j=1

A

(q
mij
i )

→M , pero

X := ann⊕k
i=1

⊕miri
j=1

A

(q
mij
i

)

(pnr ) =

nr⊕
j=1

A

(pnj )

ya que, si i ̸= 1, ann A
(qs

i
)
(pnj ) = 0 al ser pnj + (qsi ) una unidad de A

(psh)
, de modo que

annM (pnr ) = ϕ(X) = ϕ

 nr⊕
j=1

A

(pnj )

 =M(p).

Sean AM ̸= 0 finitamente generado de torsión, p ∈ P un divisor irreducible de M y, para
h ∈ N∗, µh el número de divisores elementales de M iguales a ph:

1. Para h ∈ N∗, annM (ph)
annM (ph−1)

es un A
(p) -espacio vectorial.

Como p es primo en un DIP, (p) es maximal, luego A
(p) es un cuerpo, y el resultado se

sigue de que p anula a annM (ph)
annM (ph−1)

.

2. Para h ∈ N∗, si δh := dim A
(p)

annM (ph)
annM (ph−1)

, µh = δh − δh+1.

Sea n := mı́n{s > 0 | annM (ps) = annM (ps+1)}. Para h > n, µh = 0 y, como
annM (ps−1) = annM (ps) = annM (ps+1), δh = δh+1.

Sea ahora h ≤ n. Si {p = p1, . . . , pk} son los divisores irreducibles (distintos) de M ,
entonces annM (ph) =

⊕k
i=1 annM(pi)(p

h). En efecto, si x ∈ annM(pi)(p
h), phx = 0 en

M(pi) y por tanto en M , y si x ∈ annM (ph), si x =: x1 + · · ·+ xk con cada xi ∈M(pi),
entonces 0 = phx = phx1 + · · · + phxk y cada phxi = 0, luego x ∈

⊕k
i=1 annM(pi)(p

h).
Pero para i > 1, si x ∈ annM(pi)(p

h), phx = 0, x ∈ M(p) y x ∈ M(p) ∩M(pi) = 0,
luego annM(pi)(p

h) = 0 y queda annM (ph) = annM(p)(p
h), con lo que podemos suponer

M =M(p).

Para h ∈ {1, . . . , n}, como

M ∼=
n⊕
i=1

(
A

(pi)

)µi

=:M ′ ⊕
(

A

(ph)

)µh

⊕ · · · ⊕
(

A

(pn)

)µn

,



se tiene

annM (pn−h) =M ′ ⊕
(

A

(ph)

)µh

⊕
(

(p)

(ph+1)

)µh+1

⊕ · · · ⊕
(
(pn−h)

(pn)

)µn

,

annM (pn−h−1) =M ′ ⊕
(

(p)

(ph)

)µh

⊕
(

(p2)

(ph+1)

)µh+1

⊕ · · · ⊕
(
(pn−h+1)

(pn)

)µn

.

El sumando directo M ′′ se cancela en annM (pn−h)
annM (pn−h−1)

y cada(
(pi)

(ph+i)

)µh+i(
(pi+1)
(ph+i)

)µh+i
∼=
(

(pi)

(pi+1)

)µh+i

∼=
(
A

(p)

)µh+i

,

con lo que annM (pn−h)
annM (pn−h−1)

∼=
(
A
(p)

)µh+µh+1+···+µn

y δh =
∑n
i=h µi, de donde se obtiene

µh = δh − δh+1.

Sean A un anillo arbitrario, 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn una cadena de A-módulos y, para
i ∈ {1, . . . , n}, Xi ⊆ Mi tal que Mi

Mi−1
= (Xi), entonces Mn = (

⋃n
i=1Xi). Demostración: Si

n = 0 es obvio. Si n = 1, la proyección canónica M1 → M1

M0
es un isomorfismo y ya estaría. Si

n > 1, probado esto para n− 1, para x ∈ Mn, x ∈ Mn

Mn−1
se escribe como x =

∑
y∈Xn

ayy con

los ay ∈ A casi todos nulos, de modo que x′ := x−
∑
y∈Xn

ayy ∈Mn−1 y, como x′ ∈ (
⋃n−1
i=1 Xi),

x ∈ (
⋃n
i=1Xi).

Como teorema, si AM es finitamente generado de torsión, p es un divisor irreducible de
M , n := mı́n{s ∈ N∗ | annM (ps) = annM (ps+1)} y (Fh)

n
h=1 es una familia de subconjuntos de

M(p) tal que cada Fh ⊆ annM (ph) y cada Fh ∪ pFh+1 ∪ · · · ∪ pn−hFn es una unión disjunta
que induce una base de annM (ph)

annM (ph−1)
como A

(p) -espacio vectorial:

1. ∀x ∈
⋃n
i=1 Fh, Ax

∼= A
(ph)

⇐⇒ x ∈ Fh.

Ax ∼= A
(ph)

si y sólo si annA(x) = ph. Ahora bien, si x ∈ Fh ⊆ annM (ph), ph ∈ annA(x)
y (ph) ⊆ annA(x), pero si a ∈ annA(x), tomando a =: psb con s ∈ N y b ∤ p, si fuera
s < h, psx ∈ psFh es elemento de una base de annM (ph−s)

annM (ph−s−1)
, y como ax = 0 y por tanto

bpsx = ax = 0, se tiene b = 0 y b ∈ (p)#, de modo que s ≥ h, a ∈ (ph) y annA(x) ⊆ (ph).

2. M(p) =
⊕n

h=1

⊕
x∈Fh

Ax.

0 = annM (p0) ⊆ annM (p1) ⊆ · · · ⊆ annM (pn) = M(p), y si Xh := Fh ∪ pFh+1 ∪ · · · ∪
pn−hFn, cadaXh genera annM (ph)

annM (ph−1)
yX :=

⋃n
h=1Xh generaM(p), peroX ⊆ (

⋃n
i=1 Fi) =∑n

i=1

∑
x∈Fi

Ax y por tanto M(p) =
∑n
h=1

∑
x∈Fh

Ax. Para ver que la suma es directa,
si n = 1, M(p) = annM (p) es un espacio vectorial con base F1 ya que la proyección
canónica annM (p) → annM (p)

annM (1) es un isomorfismo. Si n > 1, probado esto para n− 1, sea∑n
h=1

∑
x∈Fh

axx = 0,
∑
x∈Fn

axx = −
∑n−1
h=1

∑
x∈Fh

axx ∈ (
⋃n−1
h=1 Fh) ⊆ annM (pn−1),

pero Fn induce una base del A
(p) -espacio vectorial annM (pn)

annM (pn−1) y, como
∑
x∈Fn

axx = 0 ∈
annM (pn)

annM (pn−1) , cada ax ∈ (p) y, llamando ax := pa′x,
∑
x∈Fn

a′x(px) +
∑
x∈

⋃n−1
h=1 Fh

axx = 0,



pero llamando F ′
h := Fh para h < n−1 y F ′

n−1 := Fn−1∪pFn, (F ′
h)
n−1
h=1 cumple respecto a

annM (pn−1) las mismas propiedades de (Fh)
n
h=1 para M(p), y por hipótesis de inducción

los submódulos {Apx}x∈Fn ∪
⋃n−1
h=1{Ax}x∈Fh

son independientes, con lo que los ax son
todos nulos.

3. |Fh| es el número de divisores elementales de M iguales a ph.

M(p) ∼=
⊕n

h=1

⊕
x∈Fh

A
(ph)

=
⊕n

h=1

(
A

(ph)

)|Fh|
.

4. Podemos encontrar tal familia tomando una base (xi)i de annM (ph)
annM (ph−1)

, haciendo Fn :=

{xi}i y, para h de n− 1 hasta 1, completando el conjunto linealmente independiente de
annM (ph)

annM (ph−1)
inducido por pFh+1 ∪ p2Fh+2 ∪ · · · ∪ pn−hFn con vectores (xi)i para formar

una base y haciendo Fh := {xi}i.
Para h = n, la Fn definida cumple las propiedades. Si h < n y Fh+1, . . . , Fn cumplen
las propiedades, pFh+1 ∪ · · · ∪ pn−hFn es una unión disjunta ya que, si hubiera i, j ∈
{h+1, . . . , n} con i < j y pi−hFi ∩ pj−hFj ̸= ∅, sean x ∈ Fi e y ∈ Fj con pi−hx = pj−hy,
de modo que pi−h(x−pj−iy) = 0, entonces x−pj−iy ∈ annM (pj−h) ⊆ annM (pj−1), pero x
y pj−iy son elementos de una base de annM (pj)

annM (pj−1)#. Además, ϕ : annM (ph+1)
annM (ph)

↣ annM (ph)
annM (ph−1)

dado por ϕ(z) := pz es un monomorfismo ya que pz = 0 ⇐⇒ pz ∈ annM (ph−1) ⇐⇒
z ∈ annM (ph) ⇐⇒ z = 0, y como Fh+1∪· · ·∪pn−h−1Fn induce una base de annM (ph+1)

annM (ph)
,

pFh+1 ∪ · · · ∪ pn−hFn induce una familia linealmente independiente en annM (ph)
annM (ph−1)

. Com-
pletamos esta familia para formar una base y ahora la unión sigue siendo disjunta por
inducir una base.

4.6. Descomposiciones en dominios euclídeos

GyA

Dado un dominio D ̸= 0, una función δ : D \ {0} → N es euclídea si cumple:

1. ∀a, b ∈ D \ {0}, (a | b =⇒ δ(a) ≤ δ(b)).

2. ∀a ∈ D, b ∈ D \ {0},∃q, r ∈ D | (a = bq + r ∧ (r = 0 ∨ δ(r) < δ(b))).

Un dominio euclídeo es uno que admite una función euclídea.

1. El valor absoluto es una función euclídea en Z.

2. El cuadrado del módulo complejo es una función euclídea en Z[i].

Sean δ una función euclídea en D, I un ideal de D y a ∈ I \ {0}, entonces

I = (a) ⇐⇒ ∀x ∈ I \ {0}, δ(a) ≤ δ(x).



[...] Todo dominio euclídeo es DIP. Si δ es una función euclídea en D, un elemento
a ∈ D es una unidad si y sólo si δ(a) = δ(1), si y sólo si ∀x ∈ D \ {0}, δ(a) ≤ δ(x).

Como teorema, sean A un dominio euclídeo, C ∈ Mm×n(A) y Ar ⊕
⊕t

i=1
A

(di)
la descom-

posición invariante externa de M(C), C es equivalente a
Im−r−t

d1
. . .

dt

 ∈ Mm×n(A),

llamada forma normal de C y a la que se puede llegar desde C por transformaciones elemen-
tales. Demostración: Primero vemos que C se puede llevar a una matriz D de la forma dada
con d1 | · · · | dt y luego que M(D) tiene la descomposición invariante indicada, y el resultado
se obtiene de que M(C) ∼= M(D) y de la unicidad de la descomposición invariante. Para lo
primero, si C = 0, m = 0 o n = 0 no hay que hacer nada. En otro caso, sean C ⊆ Mm×n(A) el
conjunto de matrices alcanzables desde C por transformaciones elementales en filas y colum-
nas, δ : A \ {0} → N una función euclídea y X ∈ C e índices i, j con δ0 := δ(Xij) mínimo, por
intercambio de filas 1 e i y de columnas 1 y j podemos suponer i = j = 1. Para j ∈ {2, . . . , n},
si fuera X11 ∤ X1j sería X1j =: qX11 + r con r ̸= 0 y δ(r) < δ(X11), pero restando a la
columna j la primera por q1j quedaría una matriz X ′ con δ(X ′

1j) < δ(X11) = δ0#, de modo
que X11 | X1j para todo j y, análogamente, X11 | X1i para todo i. Si ahora definimos qi y sj
de modo que cada Xi1 = qiX11 y cada X1j = sjX11, restando a la fila i la primera por qi y a
la columna j la primera por sj queda una matriz

Y =

(
X11 0
0 B

)
,

pero para i, j ≥ 2, si fuera X11 ∤ Yij , sumando a la primera fila la i-ésima quedaría una matriz Z
con Z11 = X11 y Z1j = Y1j , con lo que Z1j = qZ11+r con r ̸= 0 y δ(r) < δ(Z11) = δ(X11) = δ0,
y restando a la i-ésima fila la primera por q se obtendría una matriz Z ′ con δ(Z ′

1j) < δ0#.
Por tanto X11 divide a todo elemento de B, y si B =: XB′, por inducción B′ es semejante
a una matriz de la forma original y por tanto B también lo es e Y11 | Y22 | . . . , pero como
los Yii nulos están al final de la «diagonal» y los invertibles están al principio, si hay digamos
k invertibles, multiplicando Y por diag(Y −1

11 , . . . , Y
−1
kk , 1, . . . , 1) se obtiene la matriz D. Para

la segunda parte, sean s := m − r − t, (ei)
n
i=1 la base canónica de An y (fi)

m
i=1 la de Am,

fD := (v 7→ Dv) : An → Am lleva a cada ei a fi para i ∈ {1, . . . , s}, a cada es+i a difs+i para
i ∈ {1, . . . , t} y al resto de elementos de la base canónica a 0, luego descomponiendo An =

As⊕At⊕An−s−t y Am = As⊕At⊕Ar se puede descomponer fD = 1As⊕
(⊕t

i=1(a 7→ dia)
)
⊕0

con 0 : An−s−t → Ar y

A

M(D)
=

A

ImfD
∼=
As

As
⊕

(
t⊕
i=1

A

(di)

)
⊕ Ar

0
∼= Ar ⊕

t⊕
i=1

A

(di)

con d1 | · · · | dt.



Si A es un dominio euclídeo:

1. La forma normal de P ∈ GLk(A) es Ik.

Es de la forma diag(1, . . . , 1, d1, . . . , dt, 0, . . . , 0) con los di no invertibles, pero es invertible
y una matriz diagonal invertible debe tener todos los elementos de la diagonal invertibles.

2. Si C,D ∈ Mm×n(A) son equivalentes, es posible llegar de C a D por transformaciones
elementales en filas y columnas.

Existen matrices invertibles P y Q con D = PCQ, pero desde P o Q se puede llegar a
su forma normal, que es la identidad, por transformaciones elementales, de modo que P
y Q son productos de matrices elementales.

4.7. Presentaciones de grupos abelianos finitamente gene-
rados

Una presentación de un grupo abeliano finitamente generado M es una expresión

(x1, . . . , xm/ρ1, . . . , ρn),

donde los xi son variables o generadores y los ρj =
∑m
i=1 cijxi son Z-combinaciones lineales

de dichas variables o relatores, de forma que M ∼= F
N siendo F el grupo abeliano libre con

base {x1, . . . , xn} y N su subgrupo generado por los ρj , o equivalentemente, M ∼=M(C) para
C = (cij) ∈ Mm×n(Z). Demostración: Existe un único homomorfismo f : Zn → F que
lleva cada ej de la base canónica de Zn a ρj , con lo que Imf = N , y un único isomorfismo
ϕ : F → Zm que lleva cada xi al elemento êi de la base canónica de Zm, con lo que ϕ ◦ f lleva
cada ej a (c1j , . . . , cmj) y por tanto cada v ∈ Zn a Cv y M(C) = Zm

Im(ϕ◦f) =
ϕ(F )
ϕ(N)

∼= F
N .

Para encontrar la estructura de un grupo abeliano finitamente generado a partir de su
presentación por generadores y relatores:

1. Usar transformaciones elementales sobre la matriz C asociada a la presentación hasta
llegar a su forma normal D = PCQ.

2. Obtener el rango libre de torsión de D.

3. Obtener los factores invariantes dj de D y usar el teorema chino de los restos para
factorizar cada Zdj en producto finito de grupos abelianos de la forma Z

p
nij
i

.

4. Una vez obtenida de aquí la descomposición primaria externa, convertirla trivialmente
en descomposición primaria interna de M(D).

5. Multiplicar cada sumando directo en esta descomposición por P−1, obteniendo una des-
composición directa interna de M(P−1D) =M(CQ) =M(C).

Llamamos determinante del endomorfismo g : Zn → Zn, det g, a detMBB(g) para
cualquier base B de Zn, que no depende de la base elegida, y entonces Zn

Img es finito si y
sólo si det g ̸= 0, en cuyo caso su orden es el valor absoluto de det g.



Capítulo 5

Endomorfismos vectoriales en
dimensión finita

Sean K un cuerpo y M el K[X]-módulo asociado a un par (V, f) de un espacio vectorial
y un K-endomorfismo V → V , M es de torsión finitamente generado si y sólo si KV es de
dimensión finita, y si p ∈ K[X] es irreducible, M es finitamente generado de p-torsión si y sólo
si KV es de dimensión finita y p(f)m = 0 ∈ EndK(V ) para cierto m > 0.

En el resto de la sección, salvo que se indique lo contrario, K es un cuerpo, V un K-espacio
vectorial de dimensión finita, f : V → V un K-endomorfismo y M el K[X]-módulo asociado a
(V, f).

Teoremas de clasificación de endomorfismos de espacios vectoriales:

1. Existen p1, . . . , pk ∈ K[X] mónicos irreducibles distintos y nij ∈ N∗ para i ∈ {1, . . . , k}
y j ∈ {1, . . . , ri}, unívocamente determinados, y vectores vij ∈ V , tales que

k⊕
i=1

ri⊕
j=1

K{fs(vij)}s≥0

es una descomposición de V en suma directa interna de subespacios vectoriales f -inva-
riantes y cada pi(f)nij (vij) = 0 ̸= pi(f)

nij−1(vij).

SeanW ≤ V yN elK[X]-submódulo deM asociado a (W, f |W ), basta ver queN ∼= K[X]

(p
nij
i )

si y sólo si existe v ∈ V tal que W = K{fs(v)s≥0} y pi(f)nij (v) = 0 ̸= pi(f)
nij−1(v).

=⇒ ] Sean ϕ : K[X]

(p
nij
i )

→ N el isomorfismo y v := ϕ(1), pnij

i 1 = 0 y por tanto 0 =

p
nij

i ϕ(1) = p
nij

i v = pi(f)
nij (v) por la definición del K[X]-módulo, pero pnij−1

i 1 ̸= 0

y por tanto pi(f)nij−1(vij) ̸= 0. Finalmente, como K[X]

(p
nij
i )

= K{1, X1, . . . , Xs1, . . . },
M = K{fs(v)}s≥0 ya que ϕ(Xs1) = Xsϕ(1) = fs(v).

⇐= ] Por la hipótesis y la definición de N , N = (v), pero v es anulado por pi(f)nij y
por tanto hay un epimorfismo ψ : K[X]

(p
nij
i )

↠ K[X]v = N con kerψ ⊴ K[X]

(p
nij
i )

, pero los
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únicos ideales de K[X]

(p
nij
i )

son (pi
k) con k ∈ {0, . . . , nij}, y como pi(f)

nij−1(v) ̸= 0,

pi
nij−1 /∈ kerψ, con lo que kerψ = 0 y ψ es un isomorfismo.

2. Existen polinomios mónicos no constantes d1 | · · · | dt unívocamente determinados y
vectores vj ∈ V tales que

⊕t
i=1 span{fs(vj)}s∈Ngr(dj)

es una descomposición de V en
subespacios f -invariantes y cada dj(f)(vj) = 0.

Sean W ≤ V y N el K[X]-submódulo de M asociado a (W, f |W ), basta ver que N ∼= K[X]
(dj)

si y sólo si existe v ∈ V tal que {fs(v)}s∈Ngr(dj)
es base de W como K-espacio vectorial

y dj(f)(v) = 0.

=⇒ ] Sean ϕ : K[X]

(p
nij
i )

→ N el isomorfismo y v := ϕ(1), dj1 = 0 y por tanto 0 = djϕ(1) =

djv = dj(f)(v), y como K[X]
(dj)

= K{1, X1, . . . , Xgrdj−11} con (Xs1)s∈Ngr(dj)
lineal-

mente independiente, N = K{fs(v)}s∈Ngr(dj)
con (fs(v))s∈Ngr(dj)

linealmente inde-
pendiente.

⇐= ] v es anulado por pi(f)nij y por tanto hay un epimorfismo ψ : K[X]
(dj)

↠ K[X]v =

K{fs(v)}s∈N = K{fs(v)}s∈Ngr(dj)
= N , pero si p ∈ K[X] con grp < grdj cumple

ψ(p) = p(f)(v) =
∑
i pif

i(v) = 0, como los f i(v) son linealmente independiente,
cada pi = 0 y p = 0, y como cada elemento de K[X]

(dj)
tiene un representante de grado

menor que el de dj , kerψ = 0 y ψ es un isomorfismo.

5.1. Polinomio mínimo
Sea φ ∈ K[X] el polinomio característico de f :

1. Teorema de Cayley-Hamilton: φ(f) = 0.

Sean C ∈ Mn(K) la matriz asociada a f bajo cualquier base de V e I := In, queremos
ver que φ = det(XI − C) cumple

∑n
i=0 φiC

i = 0. Por la prueba de la fórmula de la
matriz inversa, para toda matriz A es A · adj(A)⊺ = |A|I, por lo que viendo XI − C ∈
Mn(K[X]) es (XI − C)adj(XI − C)⊺ = φI. Como las entradas de adj(XI − C)⊺ son
polinomios de grado máximo n − 1, podemos escribir adj(XI − C)t =:

∑n−1
i=0 BiX

i con
cada Bi ∈ Mn(K) y entonces (XI − C)

∑n−1
i=0 BiX

i =
∑n
i=0 φiI. Viendo esta igualdad

en Mn(K)[X], igualando coeficientes,

Bn−1 = φnI, Bn−2 − CBn−1 = φn−1I, · · · , B0 −B1C = φ1I, −B0C = φ0I,

y multiplicando la primera igualdad por Cn, la segunda por Cn−1, etc.,

CnBn−1 = φnC
n, Cn−1Bn−2 − CnBn−1 = φn−1C

n−1, . . . ,

CB0 − C2B1 = φ1C, −CB0 = φ0I,

luego sumando es 0 = φnC
n + · · ·+ φ1C + φ0 = φC(C).

2. Los divisores irreducibles de M son precisamente los divisores irreducibles de φ.



p ∈ K[X] irreducible es divisor irreducible de M si y sólo si existe v ∈ M \ {0} con
pv = p(f)(v) = 0, si y sólo si ker(p(f)) ̸= 0, si y sólo si p(f) : V → V como endomorfismo
no es un isomorfismo, si y sólo si det(p(f)) = 0. Sea K la clausura algebraica de K,
p = (X − λ1) · · · (X − λt) ∈ K[X]. Si p | φ, sea C la matriz asociada a f bajo cualquier
base, los λi son valores propios de C en K y por tanto existen vi ∈ K

n\{0} con Cvi = λvi
y (C−λiI) = 0. Pero (C−λiI)(C−λjI) = C2−λiI−λjI+λiλjI = (C−λjI)(C−λiI),
por lo que (C − λiI)(C − λjI)(vi) = 0 y p(C)(v) =

(∏
j(C − λjI)

)
(vi) = 0, de modo

que kerK(p(C)) ̸= 0 y det(p(C)) = 0, lo que no depende de si consideramos p(C) sobre
K o sobre K y por tanto p es divisor irreducible de M . Si p es divisor irreducible de M ,
divide al mayor factor invariante de M , dt, pero para v ∈ M , φv = φ(f)(v) = 0, con lo
que φ ∈ annA(M) = (dt) y p | dt | φ.

AlgL

A,B ∈ Mn(K) son semejantes si ∃P ∈ Mn(K) : B = P−1AP .

Sean B una base de V , C :=MB(f) y fC : Kn → Kn dado por fC(y) := Cy:

1. El isomorfismo ϕ : V → Kn que lleva B a la base canónica induce un isomorfismo entre
el K[X]-módulo asociado a (V, f) y el asociado a (Kn, fC).

Claramente la biyección ϕ̂ inducida conserva la suma y el producto por escalares de K,
y ϕ̂(Xv) = ϕ(f(v)) = ϕ((ϕ−1 ◦ fC ◦ ϕ)(v)) = fC(ϕ(v)) = Xϕ(v).

2. Sean W otro K-espacio vectorial, g : W → W un K-endomorfismo, ϕ : V → W un
K-isomorfismo con ϕ ◦ f = g ◦ϕ, B una base de V y B′ la base correspondiente de W por
ϕ, se tieneMB(f) =MB′(g).

Si B =: (bi)i, B′ = (ϕ(bi))i, pero MB(f) tiene como columnas los f(bi) respecto de
B y MB′(g) tiene como columnas los g(ϕ(bi)) = ϕ(f(bi)) respecto de B′, por lo que
MB(f) =MB′(g).

3. Si W es otro K-espacio vectorial de dimensión finita y g :W →W un K-endomorfismo,
los K[X]-módulos asociados a (V, f) y (W, g) son isomorfos si y sólo si dimV = dimW
y existen bases respectivas B y B′ de V y W tales que MB(f) y MB′(g) son semejantes.

=⇒ ] Sea ϕ : M → N el isomorfismo, claramente ϕ : V → W es un K-isomorfismo y
por tanto dimK V = dimKW , y basta tomar una base B de V y, como ϕ(f(v)) =
ϕ(Xv) = Xϕ(v) = g(ϕ(v)), estamos en las condiciones del anterior apartado.

⇐= ] Por cambio de base podemos suponer MB(f) = MB′(g) =: (aij)1≤i,j≤n, y si B =
(b1, . . . , bn) y B′ = (b′1, . . . , b

′
n), tomando el isomorfismo vectorial ϕ : V → W que

lleva cada bi a b′i y viéndolo como un K[X]-isomorfismo ϕ : M → N , ϕ(Xbi) =
ϕ(f(bi)) = ϕ(

∑
j ajibj) =

∑
j ajib

′
j = g(b′i) = Xϕ(bi).

Si A es una matriz cuadrada, llamamos rkA al rango de A, y si f : V → V es un endomorfismo,
rkf := rkMB(f) para cualquier base B de V .



Llamamos polinomio mínimo de M a su mayor factor invariante, elegido mónico.

1. Para G ∈ K[X] y j ∈ N,annM (Gj) = ker(Gj(f)), y Gj ∈ annK[X](M) ⇐⇒ Gj(f) = 0.

Gj ∈ annK[X](M) ⇐⇒ annM (Gj) = ker(Gj(f)) =M ⇐⇒ Gj(f) = 0.

2. El polinomio mínimo de M es el menor dt ∈ K[X] (por divisibilidad) con dt(f) = 0.

Si este es dt, (dt) = annK[X](M), y basta aplicar el apartado anterior.

3. Si φ es el polinomio característico de f , dt | φ.

φ(f) = 0.

4. Si p es divisor irreducible de M y n := mı́n{s ∈ N | ker(p(f)s) = ker(p(f)s+1)} = mı́n{s ∈
N | rk(p(f)s) = rk(p(f)s+1)}, entonces M(p) = ker(p(f)n).

ker(p(f)s) = ker(p(f)s+1) implica rk(p(f)s) = rk(p(f)s+1), y el recíproco se cumple por-
que entonces dimker(p(f)s) = dimker(p(f)s+1) con p(f)s ⊆ p(f)s+1. Pero sabemos que
M(p) = annM (pnr ) = ker(p(f)nr ) siendo nr = mı́n{s ∈ N | annM (ps) = annM (ps+1)} =
n.

5. La multiplicidad de p como factor irreducible de φ esm ≥ n y cumpleM(p) = ker(p(f)m).

Sea φ =: pmG con p ∤ G, la identidad de Bézout 1 = pmR+GS implica, evaluando en f
sobre un v ∈ V , que

v = p(f)m(R(f)(v)) +G(f)(S(f)(v)) = R(f)(p(f)m(v)) + S(f)(G(f)(v)),

y por el teorema de Cayley-Hamilton, (pmG)(f) = pm(f) ◦ G(f) = G(f) ◦ pm(f) =
0 y entonces p(f)m(R(f)(v)) ∈ ker(G(f)) y G(f)(S(f)(v)) ∈ ker(p(f)m), luego V =
ker(p(f)m) + ker(G(f)) y si v ∈ ker(p(f)m) ∩ ker(G(f)) la igualdad anterior nos da
v = 0 + 0 = 0, con lo que la suma es directa y V = annM (pm) ⊕ annM (G), de donde
M(p) = annM (pm) = ker(p(f)m) y, por la afirmación anterior, m ≥ n.

6. Sea V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt con los Vi f -invariantes, el polinomio mínimo de f es el mínimo
común múltiplo de los polinomios mínimos de los f |Vi : Vi → Vi.

Sean f̂i := f |Vi
: Vi → Vi, P el polinomio mínimo de f y Qi el de f̂i, como P (f̂i) =

P (f)|Vi
= 0, Qi | P , y si F ∈ K[X] es tal que Q1, . . . , Qt | F , para v ∈ V , sea v =:

v1+· · ·+vt con cada vi ∈ Vi, entonces f(v) = f(v1)+· · ·+f(vt) = f̂1(v1)+· · ·+f̂t(vt) = 0,
luego F (f) = 0 y P | F .

7. Si f es nilpotente, su polinomio característico es Xn con n := dimV .

8. Dados f, g ∈ EndKV , las matrices asociadas a f y g son semejantes si y solo si
f y g tienen el mismo polinomio característico con factorización irreducible φ =
pm1
1 · · · pmk

k y rk(pi(f)s) = rk(pi(g)s) para todo i y s ∈ N∗, si y sólo si tienen el
mismo polinomio mínimo con factorización irreducible d = pn1

1 · · · pnk

k y rk(pi(f)s) =
rk(pi(g)s) para todo i y s ∈ N∗.

Que dos endomorfismos tengan el mismo polinomio característico y el mismo polinomio
mínimo no implica que sus matrices asociadas bajo alguna base sean semejantes.



5.2. Formas canónicas
Para F ∈ K[X] mónico de grado n > 0, llamamos matriz compañera de F a

C(F ) :=


−F0

1 −F1

. . .
...

1 −Fn−1

 ∈ Mn(K),

y para r > 0 escribimos

Cr(F ) =


C(F ) U

. . . . . .
. . . U

C(F )

 ∈ Mrn(K),

donde

U :=

 1
 ∈ Mn(K).

El polinomio característico de un Cr(F ) es F r. Demostración: Primero vemos que el de
C(F ) es F . Para n := grF = 1, C(F ) = (−F0) ∈ M1(K) y det(XI − C(F )) = X + F0 = F .
Para n > 1,

det(XI − C(F )) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X F0

−1
. . .

...
. . . X Fn−2

−1 X + Fn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X F1

−1
. . .

...
. . . X Fn−2

−1 X + Fn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+1F0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 X

. . . . . .
. . . X

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= X(F1 +XF2 + · · ·+Xn−2Fn−1 +Xn−1Fn) + (−1)n+1(−1)n−1F0 = F,

donde para el primer sumando hemos usado la hipótesis de inducción. Para CrF , el caso r = 1
está hecho, y para r > 1,

det(XI − Cr(F )) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C(F ) U

. . . . . .
. . . U

C(F )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(C(F )) det(Cr−1(F )) = FF r−1 = F r.



Sean p ∈ K[X] un divisor irreducible del polinomio característico de f , h ∈ N∗ y
{v1, . . . , vt} ⊆ ker(p(f)h), (v1, . . . , vt) es base de ker(p(f)h)

ker(p(f)h−1)
como K[X]

(p) -espacio vectorial

si y sólo si
(
f i(vj)

)1≤j≤t
0≤i<d

es base de ker(p(f)h)
ker(p(f)h−1)

como K-espacio vectorial. En particular,

si p ∈ K[X] es mónico irreducible con p(f) = 0 y {v1, . . . , vt} ⊆ V , (v1, . . . , vt) es base de
M como K[X]

(p) -espacio vectorial si y sólo si (f i(vj))
1≤j≤t
0≤i<d es base del K-espacio vectorial

V .

Sean F ∈ K[X] un polinomio mónico de grado n > 0 y r ∈ N∗, M ∼= K[X]
(F r) si y sólo si

existe v ∈ V tal que (fs(v))rn−1
s=0 es base de v y F (f)r(v) = 0, si y sólo si existe una base B

de V con MB(f) = Cr(F ), en cuyo caso el polinomio mínimo de M coincide con el polinomio
característico de f y es F r.

1 =⇒ 3] Sea B̃j := (F j , XF j , . . . , Xn−1F j) para j ∈ {0, . . . , r− 1} y «⋆» la concatenación de
secuencias, B̃ := B̃r−1 ⋆ · · ·⋆ B̃1 ⋆ B̃0 es base de K[X]

(F r) como K-espacio vectorial. Para verlo,

como |B̃| = rn = dim K[X]
(F r) , basta ver que B̃ es linealmente independiente. Si r = 1, B̃ =

(1, X, . . . ,X
n−1

) y el resultado es claro. Si r > 1, sea
∑n−1
i=0

∑r−1
j=0 λijX

iF j = 0 ∈ K[X]
(F r)

para ciertos λij ∈ K, entonces
∑
ij λijX

iF j = F rG ∈ K[X] para cierto G ∈ K[X], pero∑
ij λijX

iF j =
∑n−1
i=0 λi0X

i + F (
∑n−1
i=0

∑r−1
j=1 λijX

iF j), luego debe ser F |
∑n−1
i=0 λi0X

i

y, como grF = n,
∑n−1
i=0 λi0X

i = 0 y cada λi0 = 0. Pero entonces, dividiendo por F ,∑n−1
i=0

∑r−1
j=1 λijX

iF j−1 = F r−1G y por hipótesis de inducción todos los λij = 0. Sea
g : K[X]

(F r) → K[X]
(F r) el endomorfismo G 7→ XG, queremos ver que C := MB(g) = Cr(F ).

Para j ∈ {0, . . . , r − 1}, g(B̃j) = (XF j , X2F j , . . . , XnF j), pero

F j+1 −XnF j = (F −Xn)F j =

(
n−1∑
i=0

FiXi

)
F j =

n−1∑
i=0

FiXiF j

y por tanto

XnF j = F j+1 −
n−1∑
i=0

FiXiF j .

Entonces, para j = r− 1, F r+1 = 0 y las primeras n columnas de C solo tienen entradas
no nulas en las primeras n filas y estas entradas son

−F0

1 −F1

. . .
...

1 −Fn−1

 = C(F ),

mientras que para j < r − 1, F j+1 es un elemento de la base y las columnas de C
correspondientes a B̃j solo tienen entradas no nulas en las filas de B̃j , formando la sub-
matriz C(F ), y en la columna de Xn−1F j con la fila de F j+1, dando la submatriz U



de la definición de Cr(F ). Finalmente, el K[X]-módulo generado por (K[X]
(F r) , g) es cla-

ramente K[X]
(F r) , y si ϕ : M → K[X]

(F r) es el isomorfismo de la hipótesis, como ϕ(f(v)) =

ϕ(Xv) = Xϕ(v) = g(ϕ(v)), tomando la base B de V inducida por B̃ mediante ϕ−1 queda
MB(f) =MB̃(g) = Cr(F ), y el polinomio característico de f es el de Cr(F ) que es F r.

3 =⇒ 1] Tomando g y B̃ de la parte anterior de la prueba, MB(f) = Cr(f) =MB̃(g) y, como
esto también significa que dimV = dim K[X]

(F r) , queda el isomorfismo M → K[X]
(F r) deseado,

y como annK[X](M) = annK[X]
K[X]
(F r) = (F r) y F r es mónico, F r es el polinomio mínimo

de M .

1 =⇒ 2] Sea ϕ : K[X]
(F r) →M un K[X]-isomorfismo, que induce un K-isomorfismo ϕ : K[X]

(F r) →
V , como (1, X, . . . ,X

rn−1
) es base de K[X]

(F r) , tomando v := ϕ(1), (v, f(v), . . . , frn−1(v))

es base de V y F (f)r(v) = F r(f)(v) = F r = 0.

2 =⇒ 1] Para w ∈ M = V , existen bs ∈ K con w =
∑rn−1
s=0 bsf

s(v) = (
∑rn−1
s=0 bsX

s)v, luego
M = (v) y π : K[X] ↠M dada por π(G) := Gv es un epimorfismo, pero F r ∈ kerπ, por
lo que π induce un epimorfismo π̂ : K[X]

(F r) ↠ M , y como dimK
K[X]
(F r) = rn = dimKM , π̂

es un isomorfismo.

Teorema de clasificación de endomorfismos: Existen una base B de V , h1, . . . , ht ∈ N∗ y
p1, . . . , pt ∈ K[X] irreducibles tales que

MB(f) =


Ch1

(p1)

. . .
Cht(pt)

 ,

siendo esta matriz, llamada forma canónica de f , unívocamente determinada por f salvo
reordenación de bloques y formada, exactamente, por

rk(p(f)h−1) + rk(p(f)h+1)− 2rk(p(f)h)
rgp

bloques Ch(p) para cada divisor irreducible mónico p del polinomio característico de f y cada
h ≤ mı́n{s ∈ N∗ | rk(p(f)s) = rk(p(f)s+1)}.

Demostración: Sea M =
⊕k

i=1

⊕ri
j=1Nij una descomposición canónica con cada Nij ∼=

K[X]

(p
nij
i )

, cada Nij es un subespacio f -invariante de V , por lo que existe una base Bij de Nij como

K-espacio vectorial con MBij (f |Nij ) = Cnij (pi), y uniendo las bases se obtiene una base B con
MB(f) de la forma buscada.

Si ahora B′ es otra base tal que MB(f) está formada por bloques diagonales (Chs
(qs))

u
s=1,

V se puede descomponer en suma directa interna de subespacios f -invariantes Ws con bases
Bs tales que, si f̂s := f |Ws

: Ws → WS , MBs
(f̂s) = Chs

(qs), con lo que el módulo generado
por (Ws, f̂s) es un submódulo no nulo de M isomorfo a K[X]

(qhs
s )

, de modo que M =
⊕u

s=1
K[X]

(qhs
s )

y, como las descomposiciones de esta forma son únicas, los bloques son los mismos que en
la descomposición que hemos encontrado y los irreducibles que aparecen son los divisores
irreducibles de f .



Para la última parte, otra forma de obtener la forma canónica de cada M(p) es usando los
(Fh)

n
h=1 con n := máxi ri = mı́n{s ∈ N∗ | annM(p)(p

s) = annM(p)(p
s+1)}, cada Fh ⊆ annM (ph)

y tales que cada Fh∪̇pFh+1∪̇ . . . ∪̇pn−hFn induce una base de annM (ph)
annM (ph−1)

= ker(p(f)h)
ker(p(f)h−1)

como
K[X]
(p) -espacio vectorial. Si f̂ := f |M(p) : M(p) → M(p), annM(p)(p

s) = ker(p(f̂)s) = ker(p(f)s)

ya que p(f)s(v) = 0 =⇒ psv = 0 =⇒ v ∈ annM (ps) ⊆ M(p), de modo que n = mı́n{s ∈
N∗ | rk(p(f)s) = rk(p(f)s+1)}. Además, el número de apariciones de ps como divisor elemental
de M es µh = δh − δh+1 := dimK[X]

(p)

ker(p(f)h)
ker(p(f)h−1)

− dimK[X]
(p)

ker(p(f)h+1)
ker(p(f)h)

, pero es fácil ver que

todo K[X]
(p) -espacio vectorial U es un K-espacio vectorial y dimK[X]

(p)

(U) = dimK(U)
grp , luego µh =

1
grp (dimK ker(p(f)h)−dimK ker(p(f)h−1)−dimK ker(p(f)h+1)+dimK ker(p(f)h)) y el resultado
sale de que dimK ker(p(f)h) = dimK V − rk(p(f)h).

Como teorema, toda C ∈ Mn(K) es semejante a una de la forma
Ch1

(p1)

. . .
Cht

(pt)


con los pi ∈ K[X] irreducibles, siendo esta matriz, llamada forma canónica de C, unívoca-
mente determinada por C salvo reordenación de bloques y formada, exactamente, por

rk(p(C)h−1) + rk(p(C)h+1)− 2rk(p(C)h)
rgp

bloques Ch(p) para cada divisor irreducible mónico p del polinomio característico de p y cada
h ≤ mı́n{s ∈ N∗ | rk(p(f)s) = rk(p(f)s+1)}.

Si F ∈ K[X] es no constante con factorización irreducible F = pm1
1 · · · pmk

k con los pi
mónicos irreducibles distintos, la forma canónica de la matriz compañera C de F es

Cm1
(p1)

. . .
Cmk

(pk)

 ,

y en particular C tiene un único divisor elemental asociado a cada divisor mónico irredu-
cible de F .

5.3. Formas de Jordan
Un valor propio de f es un λ ∈ K tal que X −λ divide al polinomio característico de f ,
y su multiplicidad geométrica es νg(λ) := dimK ker(f − λ1V ) > 0.

Para λ ∈ K, C(X − λ) = (λ) ∈ M1(K) y, para r > 0, llamamos bloque de Jordan de
tamaño r asociado al valor propio λ a Jr(λ) := Cr(X − λ).



Teorema de Jordan:

1. Si el polinomio característico de f se descompone completamente en K[X], existe una
base B de V tal que

MB(f) =


Jh1

(λ1)

. . .
Jht

(λt)


para ciertos hi > 0 y λi ∈ K, siendo esta matriz unívocamente determinada por f salvo
reordenación de bloques y formada por rk((f − λ1V )

h−1) + rk((f − λ1V )
h+1)− 2rk((f −

λ1V )
h) bloques Jh(λ) para cada valor propio λ de f y cada h ∈ N∗.

Por el teorema de clasificación de endomorfismos usando que los irreducibles del polinomio
característico son los X − λ con λ valor propio de f y que el grado de estos es 1.

2. Si C ∈ Mn(K) es una matriz cuadrada cuyo polinomio característico se descompone
completamente en K[X], C es semejante a una matriz como la del apartado anterior,
única salvo reordenación de bloques y formada por rk((C −λI)h−1)+ rk((C −λI)h+1)−
2rk((C − λI)h) bloques Jh(λ) para cada valor propio λ de C y cada h ∈ N∗.

Sean φ el polinomio característico de f y p un divisor mónico irreducible de grado d y
multiplicidad 1:

1. M(p) = ker(p(f)) ∼= K[X]
(p) .

Claramente ker(p(f)) ⊆M(p), y si x ∈M(p), existe s > 0 con psx = 0 y x ∈ ker(p(f)s),
pero como la multiplicidad de p en φ es 1, ker(p(f)) = ker(p(f)s).

2. Para todo v ∈ M(p) \ {0}, B := {fs(v)}s∈Nd
es una base de ker(p(f)) y MB(f |M(p) :

M(p) →M(p)) = C1(p).

Sean ϕ0 : K[X]
(p) → M(p) un isomorfismo, q := (ϕ0)

−1(v) ̸= 0 y π : K[X]
(p) ↠ K[X]

(p) el
epimorfismo π(F ) := qF , como gcd{p, q} = 1, existe una identidad de Bézout 1 = pR+qS,
luego 1 = qS ∈ Imπ y π es un isomorfismo. Por tanto ϕ := ϕ0 ◦ πLK[X]

(p) → M(p) es un

isomorfismo con ϕ(1) = v y, como (Xs)s∈Nd
es base de K[X]

(p) como K-espacio vectorial,
B := (fs(v))s∈Nd

es base de M(p) como K-espacio vectorial. Ahora bien, si bi := f i(v),
para i ∈ {0, . . . , d− 2}, f(bi) = f(f i(v)) = f i+1(v) = bi+1, y para d− 1,

f(bd−1) = fd(v) = ϕ(Xd) = ϕ(Xd − p) = ϕ

(
−
d−1∑
i=0

piX
i

)
=

d−1∑
i=0

−pibi,

lo que nos da MB(f) = C(p).

Análogamente, si C ∈ Mn(K) y p ∈ K[X] es un irreducible con multiplicidad 1 en el polinomio
característico de C, la forma canónica de C tiene exactamente un bloque de la forma Ch(p)
que es precisamente C(p).



Un λ ∈ R es un valor propio simple de f o de C ∈ Mn(K) si X − λ es divisor de su
polinomio característico con multiplicidad 1, en cuyo caso:

1. M(X − λ) = ker((X − λ)(f)) = {v ∈ V | f(v) = λv} ∼= K[X]
(X−λ) es el subespacio propio de

V asociado al valor propio λ de f .

2. Para todo v ∈M(X − λ) \ {0}, M(X − λ) = (v) y f |(v) es el producto por λ.

3. La forma canónica de C tiene un único bloque de la forma Jh(λ), que es J(λ).

5.4. Anillos de polinomios y matrices
Si B ∈ GLs(K) y

C :=



B Is
. . . . . .

. . . Is

B


∈ Mrs(K),

para k ∈ {1, . . . , r − 1}, viendo Ck por bloques como elemento de Mr(Ms(K)), su k-ésima
diagonal por encima de la principal está formada por copias de Bk y las de debajo de dicha
diagonal son nulas, y Cr = 0 ̸= Cr−1. Demostración: ϕ : Mrs(K) → Mr(Ms(K)) que
agrupa las matrices en bloques es un isomorfismo de anillos, pues claramente conserva la
suma y la identidad y, para el producto, haciendo los índices de matrices empezar por 0 por
simplicidad,1 si A,B ∈ Mrs(K), para i, j ∈ {0, . . . , r − 1} y k, l ∈ {1, . . . , s},

(ϕ(A)ϕ(B))ijkl =

∑
p∈Nr

ϕ(A)irϕ(B)rj


kl

=
∑
p∈Nr

(ϕ(A)ipϕ(B)pj)kl =

=
∑
p∈Nr

∑
q∈Ns

ϕ(A)ipkqϕ(B)pjql =
∑
p∈Nr

∑
q∈Ns

Ais+k,ps+qBps+q,js+l =

=
∑
z∈Nrs

Ais+k,zBz,js+l = (AB)is+k,js+l = ϕ(AB)ijkl.

Entonces, si C ∈ Mr(Ms(K)), queremos ver que cada (Ck)ij =
(

k
2k+i−j

)
B2k+i−j , con lo que

(Ck)i,i+k =
(
k
k

)
Bk = Bk y, para j < i+ k, 2k + i− j > k y

(
k

2k+i−j
)
= 0. Por inducción, para

k = 1, Ci,i+1 = B =
(
1
1

)
B1, Ci,i+2 = Is =

(
1
0

)
B0 y el resto de entradas son nulas, y para k > 1,

(Ck)ij =

r∑
l=1

(Ck−1)ilClj =

r∑
l=1

(
k − 1

2k − 2 + i− l

)(
1

2 + l − j

)
B2k−2+i−l+2−j+l =

=
∑
l

(
k − 1

(1− k − i) + l

)(
1

(2− j) + l

)
B2k+i−j =

(
k

2k + i− j

)
B2k+i−j ,

1Como debería ser siempre.



donde en la última igualdad hemos usado que
∑
k

(
r

m+k

)(
s

n+k

)
=
(

r+s
r−m+n

)
y en la penúltima

hemos usado que (k − 1) − (2k − 2 + i − l) = 1 − k − i + l y que podemos expandir el rango
del sumatorio ya que, si el producto de los dos coeficientes no se anula, entonces 2 + l − j ∈
{0, 1} =⇒ l ≤ j − 1 < r y 0 ≤ 1 − k − i + l ≤ k − 1 =⇒ k − 1 ≤ l − i ≤ 2(k − 1) =⇒ l ≥
k + i− 1 > 1.

Sean C ∈ Mn(K), P ∈ GLn(K) y C ′ := PCP−1:

1. Para F ∈ K[X], F (C ′) = PF (C)P−1.

Para k ∈ N, (PCP−1)k = PCkP−1, con lo que F (PCP−1) =
∑
k FkPC

kP−1 Fk∈K=
P (
∑
k FkC

k)P−1 = PF (C)P−1.

2. C y C ′ tienen el mismo polinomio mínimo.

Por lo anterior, usando que el polinomio mínimo de una matriz C es el menor dt con
dt(C) = 0 y que F (C ′) = PF (C)P−1 = 0 ⇐⇒ F (C) = 0.

5.5. Formas canónicas reales
Si (a, b) ∈ R× R∗ y r > 0, llamamos

J(a, b) :=

(
a −b
b a

)
,

con polinomio característico irreducible p := (X − a)2 + b2, pues p = X2 − 2aX + a2 + b2 y
(−2a)2 − 4(a2 + b2) = −b2 < 0. Entonces, para r ∈ N∗, llamamos bloque de Jordan real de
tamaño r asociado a (a, b) o a p a

Jr(a, b) :=


J(a, b) I2

. . . . . .
. . . I2

J(a, b)

 ∈ M2r(R).

Toda C ∈ Mn(R) es semejante a una matriz de la forma

Jr1(a1, b1)

. . .
Jrt(at, bt)

Jh1
(λ1)

. . .
Jhs

(λs)


,

única salvo reordenación de bloques, formada por

rk((C − λI)h−1) + rk((C − λI)h+1)− 2rk((C − λI)h)



bloques Jh(λ) para cada h ∈ N∗ y λ valor propio real de C y

1

2
(rk(p(C)r−1) + rk(p(C)r+1)− 2rk(p(C)r)

bloques Jr(a, b) para cada r ∈ N∗ y p = (X − a)2 + b2 divisor irreducible cuadrático del
polinomio característico de C. Demostración: Por el teorema de clasificación de matrices
cuadradas y el hecho de que todos los irreducibles en R[X] son de grado 1 o 2, solo hay que ver
que Jr(a, b) es semejante a Cr(p), ambas con polinomio característico pr. Pero si J := Jr(a, b),
(J − aI) = Jr(0, b) y, viendo Jr(0, b) ∈ Mr(M2(K)),

Jr(0, b)ij =


J(0, b), j = i;

I2, j = i+ 1;

0, en otro caso,

y como además J(0, b)2 = −b2I2 ∈ GL2(R),

(Jr(0, b)
2)ij =


J(0, b)2 = −b2I2, j = i;

2J(0, b), j = i+ 1;

I2, j = i+ 2;

0, en otro caso,

con lo que p(J) = (J − aI)2 + b2 tiene la forma de la matriz del resultado anterior y p(J)r =
0 ̸= p(J)r−1. Entonces el R[X]-módulo M asociado a (R2r, v 7→ Jv) tiene un sumando directo
isomorfo a R[X]

(pr) , y como dimR
R[X]
(pr) = 2h = dimRM , M ∼= R[X]

(pr) . Pero por el teorema de
clasificación de endomorfismos, v 7→ Jv se expresa como Cr(p) en alguna base de R2r y por
tanto en alguna de M .

5.6. Series de Taylor pero en álgebra y son un porro2

Sean λ ∈ K, r, k ∈ N∗ y J := Jr(λ), si k < r, (J − λIr)
k tiene a 1 las celdas de la

diagonal k-ésima por encima de la diagonal principal y a 0 el resto, y si k ≥ r, (J − λIr)
k = 0.

Demostración: Esto equivale a que, en cualquier caso, ((J − λIr)
k)ij ≡ δi−j,k. Para k = 1

esto es claro, y para k > 1, ((J − λIr)
k)ij =

∑r
l=1 δi−l,k−1δl−j,1 = δi−j,k, pues lo de dentro del

sumatorio vale 1 si y sólo si i − l = k − 1 y l − j = 1, si y sólo si l = j + 1 e i = j + k, pero
si j + k ≤ r, l ≤ r está dentro de rango y hay exactamente un sumando en que se da esto, y
si j + k > r, esto no se da en ningún sumando pero tampoco se da i− j = k porque entonces
sería i > r.

Sean K igual a R o C, D ⊆ K abierto, ψ : D → K infinitamente derivable, λ ∈ D
y J := Jr(λ), llamamos valor o evaluación de ψ en J a ψ(J), que es un polinomio en
J . En efecto, ψ tiene una serie de Taylor ψ(x) =

∑
n≥0

ψ(n)(λ)
n! (x − λ)n y entonces ψ(J) =∑

n≥0
ψ(n)(λ)
n! (J − λI)n, pero para n ≥ r es (J − λI)n = 0, por lo que queda una suma finita

que es un polinomio en J . Además:
2En realidad el porro es todo lo de antes.



1. Para k ∈ {1, . . . , r − 1},

(Jk)ij =

(
k

j − i

)
λk−j+i,

tomando el criterio 0 · ∞ = 0.

Para k = 1 es claro, pues para j = i es Jij = λ =
(
1
0

)
λ1, para j = i+1 es Jij = 1 =

(
1
1

)
λ0

y en otro caso la fórmula da 0, usando el criterio si fuese necesario. Para k > 1, por
inducción,

(Jk)ij =

r∑
l=1

(Jk−1)ilJlj =

r∑
l=1

(
k − 1

l − i

)(
1

j − l

)
λ(k−1−l+i)+(1−j+l) =

=
∑
l

(
k − 1

l − i

)(
1

(j − i)− (l − i)

)
λk+i−j =

(
k

j − i

)
λk+i−j ,

donde justificamos expandir el rango del sumatorio viendo que, si 0 ≤ l − i ≤ k − 1 y
0 ≤ j − l ≤ 1, entonces por lo primero i ≤ l y por lo segundo l ≤ j, luego l ∈ {1, . . . , r}.

2.

(ψ(J))ij =

{
ψ(j−i)(λ)
(j−i)! , j ≥ i;

0, en otro caso.

ψ(J) =
∑
n≥0

ψ(n)(λ)
n! (J − λI)n, con lo que

(ψ(J))ij =
∑
n≥0

ψ(n)(λ)

n!
δj−i,n =

{
ψ(n)(λ)
n! , n := j − i ≥ 0;

0, en otro caso.

Sean C ∈ Mn(K) y P ∈ GLn(K) son tales que P−1CP =: diag(J1, . . . , Jt) con los Ji bloques
de Jordan, D ⊆ K es un abierto que contiene a todos los valores propios de C y ψ : D → K es
infinitamente derivable, llamamos valor o evaluación de ψ en C a ψ(C) := P (ψ(J1) ⊕ · · · ⊕
ψ(Jt))P

−1, que no depende de la P elegida.



Apéndice A

Grupos

GyA

Llamamos orden de [un grupo] G al cardinal del conjunto. [...]
Si A es un anillo, (A,+) es su grupo aditivo, que es abeliano, y (A∗, ·) es su grupo

de unidades, que es abeliano cuando el anillo es conmutativo. [...]
Llamamos orden de a ∈ G al orden de ⟨a⟩, |a| := |⟨a⟩|, y escribimos ⟨a⟩n para referirnos

a ⟨a⟩ indicando que tiene orden n. El orden de a divide al de G.
Sea f : Z → G el homomorfismo dado por f(n) := an, ker f = nZ para algún n ≥ 0.

Si n = 0, f es inyectivo y (Z,+) ∼= ⟨a⟩, y en otro caso Zn ∼= ⟨a⟩, con lo que n = |a| y
an = 1 ⇐⇒ |a| | n. De aquí, ak = al ⇐⇒ k ≡ l mód n, con lo que |a| es el menor entero
positivo con an = 1.

Si a tiene orden finito y n > 0,

|an| = |a|
mcd{|a|, n}

.

Si G = ⟨a⟩:

1. Si G tiene orden infinito, G ∼= (Z,+) ∼= C∞ y los subgrupos de G son los ⟨an⟩ con
n ∈ N.

2. Si |G| = n, G ∼= (Zn,+) ∼= Cn y los subgrupos de G son exactamente uno de orden
d por cada d | n, ⟨an/d⟩d.

3. Todos los subgrupos y grupos cociente de G son cíclicos.

Así, si p ∈ N es primo, todos los grupos de orden p son isomorfos a (Zp,+). Si G =
⟨g1, . . . , gn⟩ y N ⊴G, G/N = ⟨g1N, . . . , gnN⟩.

Teorema chino de los restos para grupos:

1. Si G y H son subgrupos cíclicos de órdenes respectivos n y m, G×H es cíclico si y
sólo si n y m son coprimos. [...]
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2. Si g, h ∈ G tienen órdenes respectivos n y m coprimos y gh = hg, entonces ⟨g, h⟩ es
cíclico de orden nm. [...]

Dados un grupo G y a ∈ G, llamamos conjugado de g ∈ G por a a ga := a−1ga,
y conjugado de X ⊆ G por a a Xa := {xa}x∈X . Dos elementos x, y ∈ G o conjuntos
x, y ⊆ G son conjugados en G si existe a ∈ G con xa = y.

Si a ∈ G, llamamos automorfismo interno definido por a al automorfismo ιa : G→ G
dado por ιa(x) := xa. Su inverso es ιa−1 . El conjugado por a de un subgrupo de G es otro
subgrupo de G del mismo orden. [...]

∀g, a, b ∈ G, gab = (ga)b, y [...] la relación de ser conjugados es de equivalencia. Las
clases de equivalencia se llaman clases de conjugación de G, y llamamos aG := [a] =
{ag}g∈G.

Sea X un conjunto. Una acción por la izquierda de G en X es una función · :
G×X → X tal que ∀x ∈ X, (∀g, h ∈ G, (gh) ·x = g · (h ·x)∧ 1 ·x = x), y una acción por
la derecha de G en X es una función · : X×G→ X tal que ∀x ∈ X, (∀g, h ∈ G, x ·(gh) =
(x · g) · h ∧ x · 1 = x).

Si · : G×X → X es una acción por la izquierda de G enX y x ∈ X, llamamos órbita de
x en G a G ·x := {g ·x}g∈G y estabilizador de x en G a EstabG(x) := {g ∈ G | g ·x = x}.
Si · : X ×G→ X es una acción por la derecha de G en X y x ∈ X, llamamos órbita de x
en G a x ·G := {x · g}g∈G y estabilizador de x en G a EstabG(x) := {g ∈ G | x · g = x}.
Las órbitas forman una partición de G.

1. Llamamos acción por traslación a la izquierda a la acción por la izquierda de
G en G/H dada por g · xH = gxH. Entonces G · xH = G/H y

EstabG(xH) = [...] = Hx−1

.

Análogamente llamamos acción por traslación a la derecha a la acción por la
derecha de G en H\G dada por Hx · g = Hxg.

2. Cuando H = 1, la acción de traslación es de G en G, con G ·x = G y EstabG(x) = 1.

3. La acción por conjugación de G en G es la acción por la derecha x · g := xg.
Entonces x ·G = xG y EstabG(x) = CG(x).

4. Si S es el conjunto de subgrupos de G, la acción por conjugación de G en sus
subgrupos es la acción por la derecha de G en S H · g = Hg. [...]

5. Si n ∈ N y X es un conjunto, · : Sn × Xn → Xn dada por σ · (x1, . . . , xn) :=
(xσ(1), . . . , xσ(n)) es una acción por la izquierda.

6. Sean · : G ×X → X una acción por la izquierda, H ≤ G e Y ⊆ X, si ∀h ∈ H, y ∈
Y, h · y ∈ Y , ·|H×Y es una acción por la izquierda de H en Y .

Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X, x ∈ X y g ∈ G:

1. EstabG(x) ≤ G.

2. [G : EstabG(x)] = |G · x|. En particular, si G es finito, |G · x| | |G|.



3. Si la acción es por la izquierda, EstabG(g ·x) = EstabG(x)g
−1

, y si es por la derecha,
EstabG(x · g) = EstabG(x)g. En particular, si x, g ∈ G y H ≤ G, CG(xg) = CG(x)

g

y NG(Hg) = NG(H)g.

4. Si R es un conjunto irredundante de representantes de las órbitas, |X| =
∑
r∈R |G ·

r| =
∑
r∈R[G : EstabG(r)].

Así, si G es un grupo y a ∈ G, |aG| = [G : CG(a)], y en particular aG es unipuntual si
y sólo si a ∈ Z(G). Ecuación de clases: Si G es finito y X ⊆ G contiene exactamente
un elemento de cada clase de conjugación con al menos dos elementos, entonces |G| =
|Z(G)|+

∑
x∈X [G : CG(x)].

Dado un número primo p, un p-grupo es un grupo en que todo elemento tiene orden
potencia de p, y un grupo finito es un p-grupo si y sólo si su orden es potencia de p. [...]

Teorema de Cauchy: Si G es un grupo finito con orden múltiplo de un primo p, G
tiene un elemento de orden p. [...]

Dados un grupo finito G y un número primo p, H ≤ G es un p-subgrupo de Sylow
de G si es un p-grupo y [G : H] es coprimo con p, si y sólo si es un p-grupo y |H| es
la mayor potencia de p que divide a |G|. Llamamos sp(G) al número de p-subgrupos de
Sylow de G.

Teoremas de Sylow: Sean p un número primo y G un grupo finito de orden n := pkm
para ciertos k,m ∈ N con p ∤ m. Entonces:

1. G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow, que tendrá orden pk.

2. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y Q es un p-subgrupo de G, existe g ∈ G tal
que Q ⊆ P g. En particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados en
G.

3. sp(G) | m y sp(G) ≡ 1 mód p. [...]



Apéndice B

Anillos de polinomios

B.1. Cuerpos de fracciones

GyA

Sean D ̸= 0 un dominio y X := D × (D \ {0}), definimos la relación binaria

(a1, s1) ∼ (a2, s2) : ⇐⇒ a1s2 = a2s1.

Esta relación es de equivalencia. Llamamos a/s := a
s
:= [(a, s)] ∈ Q(D) := X/ ∼, y las

operaciones

a1
s1

+
a2
s2

:=
a1s2 + a2s1

s1s2
,

a1
s1

· a2
s2

:=
a1a2
s1s2

,

están bien definidas.
Para a, b ∈ D y s, t ∈ D \ {0}:

1. a
s = 0

1 ⇐⇒ a = 0.

2. a
s = 1

1 ⇐⇒ a = s.

3. at
st =

a
s .

4. a
s = b

s ⇐⇒ a = b.

5. a
s +

b
s = a+b

s .

[...] (Q(D),+, ·) es un cuerpo llamado cuerpo de fracciones o de cocientes de D cuyo
cero es 0

1 y cuyo uno es 1
1 .

Q es el cuerpo de fracciones de Z. [...] u : D → Q(D) dada por u(a) := a/1 es un
homomorfismo inyectivo, por lo que podemos ver a D como un subdominio de Q(D)
identificando a cada a ∈ D con a/1 ∈ Q(D).
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Propiedad universal del cuerpo de fracciones: Dados un dominio D y u : D →
Q(D) dada por u(a) := a/1:

1. Sean K un cuerpo y f : D → K un homomorfismo inyectivo, el único homomorfismo
de cuerpos f̃ : Q(D) → K con f̃ ◦ u = f viene dado por f̃(as ) = f(a)f(s)−1.

2. Sean K un cuerpo no trivial y g, h : Q(D) → K homomorfismos que coinciden en
D, entonces g = h.

3. Sean F un cuerpo no trivial y v : D → F un homomorfismo inyectivo tal que para
todo cuerpo K y homomorfismo inyectivo f : D → K existe un único homomorfismo
f̃ : F → K con f̃ ◦v = f , entonces existe un isomorfismo ϕ : F → Q(D) con ϕ◦v = u.

Sean D un dominio, K un cuerpo no trivial y f : D → K un homomorfismo inyectivo, K
contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

De aquí, para m ∈ Z, Q(Z[
√
m]) ∼= Q[

√
m], lo que nos permite identificar los elementos

de Q(Z[
√
m]) con los de Q[

√
m].

Sea K un cuerpo no trivial, existe un subcuerpo K ′ de K llamado subcuerpo primo
de K contenido en cualquier subcuerpo de K, y este es isomorfo a Zp si la característica
de K es un entero primo p o a Q en caso contrario.

B.2. Polinomios
GyA

A es un subanillo de A[X] identificando los elementos de A con los polinomios constan-
tes, de la forma P (X) = a0. Dado un ideal I de A, {a0+a1X+· · ·+anXn ∈ A[X] | a0 ∈ I}
e I[X] := {a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ A[X] | a0, . . . , an ∈ I} son ideales de A[X].
Dado p :=

∑
k∈N pkX

k ∈ A[X] \ {0}, llamamos grado de p a gr(p) := máx{k ∈ N |
pk ̸= 0}, coeficiente de grado k de p a pk, coeficiente independiente al de grado
0 y coeficiente principal al de grado gr(p). Un polinomio es mónico si su coeficiente
principal es 1. El polinomio 0 tiene grado −∞ por convención.

Un monomio es un polinomio de la forma aXn con a ∈ A y n ∈ N. Todo polinomio
en A[X] se escribe como suma finita de monomios de distinto grado de forma única salvo
orden.

Si P,Q ∈ A[X] \ {0} tienen coeficientes principales respectivos p y q:

1. gr(P +Q) ≤ máx{gr(P ), gr(Q)}, con desigualdad estricta si y sólo si gr(P ) = gr(Q)
y p+ q = 0.

2. gr(PQ) ≤ gr(P ) + gr(Q), con igualdad si y sólo si pq ̸= 0.

A[X] no es un cuerpo. Es un dominio si y sólo si lo es A, en cuyo caso llamamos cuerpo
de las funciones racionales sobre A al cuerpo de fracciones de A[X].

[...] Propiedad universal del anillo de polinomios (PUAP): Sean A un anillo y
u : A→ A[X] el homomorfismo inclusión:

1. Para cada homomorfismo de anillos conmutativos f : A → B y b ∈ B, el único



homomorfismo f̃ : A[X] → B tal que f̃(X) = b y f̃ ◦ u = f es

f̃

(∑
n

pnX
n

)
:=
∑
n

f(pn)b
n.

2. A[X] y u están determinados salvo isomorfismos por la propiedad universal: dados
un homomorfismo de anillos v : A→ P y t ∈ P tales que, para cada homomorfismo
de anillos f : A→ B y b ∈ B, existe un único f̃ : P → B tal que f̃ ◦v = f y f̃(t) = b,
existe un isomorfismo ϕ : A[X] → P tal que ϕ ◦ u = v y ϕ(X) = t.

Así:

1. Si A es un subanillo de B y b ∈ B, el homomorfismo de sustitución o de
evaluación en b es Sb : A[X] → B dado por

Sb(p) := p(b) :=
∑
n

pnb
n,

y su imagen es el subanillo generado por A∪{b}, llamado A[b]. Todo p ∈ A[X] induce
una función polinómica p̂ : B → B dada por p̂(b) := Sb(p).

2. Dado a ∈ A, el homomorfismo de sustitución SX+a es un automorfismo de A[X] con
inverso SX−a.

3. Si A es un anillo conmutativo, A[X]
(X)

∼= A.

4. Todo homomorfismo de anillos f : A → B induce un homomorfismo f̂ : A[X] →
B[X] dado por

f̂(p) =
∑
n

f(pn)X
n,

que es inyectivo o suprayectivo si lo es f .

5. Si A es un subanillo de B, A[X] lo es de B[X].

6. Si I es un ideal de A, el homomorfismo de reducción de coeficientes módulo
I es π̃ : A[X] → (A/I)[X] dado por

π̃(p) :=
∑
n

(pn + I)Xn.

Su núcleo es I[X], por lo que (A/I)[X] ∼= A[X]
I[X] .



B.3. Descomposiciones de polinomios en dominios

GyA

Sean f, g ∈ A[X], si el coeficiente principal de g es invertible en A, existen dos únicos
polinomios q, r ∈ A[X], llamados respectivamente cociente y resto de la división de f
entre g, tales que f = gq + r y gr(r) < gr(g) [...]. En particular, el grado es una función
euclídea.

Teorema del resto: Dados f ∈ A[X] y a ∈ A, el resto de f entre X − a es f(a). De
aquí se obtiene el teorema de Ruffini, que dice que f es divisible por X − a si y sólo si
f(a) = 0, en cuyo caso a es una raíz de f .

Para f ∈ A[X] \ {0} y a ∈ A, existe m := máx{k ∈ N | (X − a)k | f}. Llamamos a m
multiplicidad de a en f , y a es raíz de f si y sólo si m ≥ 1. Decimos que a es una raíz
simple de f si m = 1 y que es una raíz compuesta si m > 1.

La multiplicidad de a en f es el único natural m tal que f = (X − a)mg para algún
g ∈ A[X] del que a no es raíz.

SiD es un dominio, f ∈ D[X]\{0}, a1, . . . , an son n elementos deD y α1, . . . , αn ∈ Z>0

con (X − ak)
αk | f para cada k, entonces (X − a1)

α1 · · · (X − an)
αn | f , por lo que∑n

k=1 αk ≤ gr(f) y, en particular, la suma de las multiplicidades de las raíces de f , y el
número de raíces, no son superiores a gr(f).

Principio de las identidades polinómicas: Sea D un dominio:

1. Para f, g ∈ D[X], si las funciones polinómicas f, g : D → D coinciden enm elementos
de D con m > gr(f), gr(g), los polinomios f y g son iguales.

2. D es infinito si y sólo si cualquier par de polinomios distintos en D[X] define dos
funciones polinómicas distintas en D.

Como ejemplo de lo anterior, por el teorema pequeño de Fermat, dado un primo p, todos
los elementos de Zp son raíces de 0 y Xp −X.

Dado un anillo conmutativo A, definimos la derivada de P :=
∑
k akX

k ∈ A[X] como
P ′ := D(P ) :=

∑
k≥1 kakX

k−1, y escribimos P (0) := P y P (n+1) := P (n)′. Dados a, b ∈ A
y P,Q ∈ A[X]:

1. (aP + bQ)′ = aP ′ + bQ′.

2. (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.

3. (Pn)′ = nPn−1P ′.

Dados un dominio D de característica 0, P ∈ D[X] \ {0} y a ∈ D, la multiplicidad de a
en P es el menor m ∈ N0 con P (m)(a) ̸= 0. [...]

Dado un anillo A, A[X] es un dominio euclídeo si y sólo si es un DIP, si y sólo si A es
un cuerpo.

Sean D un dominio y p ∈ D:

1. p es irreducible en D si y sólo si lo es en D[X]. [...]



2. Si p es primo en D[X], lo es en D. [...]

3. Si D es un DFU, p es irreducible en D si y sólo si lo es en D[X], si y sólo si es primo
en D, si y sólo si lo es en D[X]. [...]

Sea D un DFU, definimos φ : D \ 0 → N tal que φ(a) es el número de factores irreducibles
en la factorización por irreducibles de a en D, contando repetidos, y para a, b ∈ D \ {0},
φ(ab) = φ(a) + φ(b) y φ(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ D∗.

Si D es un DFU, K es su cuerpo de fracciones y f ∈ D[X] es irreducible en D[X], es
irreducible en K[X]. [...] D es un DFU si y sólo si lo es D[X].

[...] SiD es un DFU yK es su cuerpo de fracciones, definimos la relación de equivalencia
en K x ∼ y : ⇐⇒ ∃u ∈ D∗ : y = ux, con lo que [x] = xD∗ y, en particular, si x ∈ D,
[x] es el conjunto de los asociados de x en D. Definimos · : K × (K/ ∼) → K/ ∼ como
a(bD∗) = (ab)D∗. Esto está bien definido. Además, a(b(cD∗)) = (ab)(cD∗).

Definimos c : K[X] → K/ ∼ tal que, para p :=
∑
k≥0 pkX

k ∈ D[X], c(p) := {x | x =

mcdk≥0pk}, y para p ∈ K[X], si a ∈ D \ {0} cumple ap ∈ D[X], c(p) := a−1c(ap). Esto
está bien definido. Si c(p) = aD∗, a es el contenido de p (a = c(p)).

Para a ∈ K y p ∈ K[X]:

1. Si a ∈ D y p ∈ D[X], a | p en D[X] si y sólo si a | c(p) en D.

2. c(ap) = ac(p).

3. p ∈ D[X] ⇐⇒ c(p) ∈ D.

Un polinomio p es primitivo si c(p) = 1, esto es, si p ∈ D[X] y mcdkpk = 1.
Lema de Gauss: Para f, g ∈ D[X], c(fg) = c(f)c(g), y en particular fg es primitivo

si y sólo si f y g lo son. [...]
Dado f ∈ D[X] \ D primitivo, f es irreducible en D[X] si y sólo si lo es en K[X],

si y sólo si ∀G,H ∈ K[X], (f = GH =⇒ gr(G) = 0 ∨ gr(H) = 0), si y sólo si ∀g, h ∈
D[X], (f = gh =⇒ gr(g) = 0 ∨ gr(h) = 0). [...]

De aquí que si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, los irreducibles de D[X] son
precisamente los de D y los polinomios primitivos de D[X] \D irreducibles en K[X].

[...] Sean K un cuerpo y f ∈ K[X]:

1. Si gr(f) = 1, f es irreducible en K[X].

2. Si gr(f) > 1 y f tiene una raíz en K, f no es irreducible en K[X].

3. Si gr(f) ∈ {2, 3}, f es irreducible en K[X] si y sólo si no tiene raíces en K.

Si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, f :=
∑
k akX

k ∈ D[X] y n := gr(f), todas
las raíces de f en K son de la forma r

s con r | a0 y s | an.
Criterio de reducción: Sean ϕ : D → K un homomorfismo de anillos donde D

es un DFU y K es un cuerpo, ϕ̂ : D[X] → K[X] el homomorfismo inducido por ϕ y f

un polinomio primitivo de D[X] \D, si ϕ̂(f) es irreducible en K[X] y gr(ϕ̂(f)) = gr(f),
entonces f es irreducible en D[X].



En particular, si p ∈ Z es primo, f :=
∑
k akX

k ∈ Z[X] es primitivo, n := gr(f), p ∤ an
y f es irreducible en Zp[X], entonces f es irreducible en Z[X].

Criterio de Eisenstein: Sean D un DFU, f :=
∑
k akX

k ∈ D[X] primitivo y n :=
grf , si existe un irreducible p ∈ D tal que ∀k ∈ {0, . . . , n− 1}, p | ak y p2 ∤ a0, entonces f
es irreducible en D[X].

Así:

1. Si a ∈ Z y existe p ∈ Z cuya multiplicidad en a es 1, Xn − a es irreducible.

2. Para n ≥ 3, llamamos raíces n-ésimas de la unidad o de 1 a las raíces de Xn−1
en C, que son los n vértices del n-ágono regular inscrito en el círculo unidad de C con
un vértice en el 1.Xn−1 = (X−1)Φn(X), donde Φn(X) := Xn−1+Xn−2+· · ·+X+1
es el n-ésimo polinomio ciclotómico y sus raíces en C son las raíces n-ésimas de
1 distintas de 1. En Q, X + 1 | Φ4(X), pero si n es primo, Φn(X) es irreducible.

B.4. Polinomios en varias indeterminadas
GyA

Dados un anillo conmutativo A y n ≥ 2, definimos el anillo de polinomios en n inde-
terminadas con coeficientes en A como A[X1, . . . , Xn] := A[X1, . . . , Xn−1][Xn]. Llamamos
indeterminadas a los símbolos X1, . . . , Xn y polinomios en n indeterminadas a los
elementos de A[X1, . . . , Xn]. Dados un anillo conmutativo A y n ∈ N∗:

1. A[X1, . . . , Xn] no es un cuerpo.

2. A[X1, . . . , Xn] es un dominio si y sólo si lo es A.

3. Si A es un dominio, A[X1, . . . , Xn]
∗ = A∗.

4. A[X1, . . . , Xn] es un DFU si y sólo si lo es A.

5. A[X1, . . . , Xn] es un DIP si y sólo si n = 1 y A es un cuerpo.

Dados a ∈ A e i := (i1, . . . , in) ∈ Nn, llamamos a aXi1
1 · · ·Xin

n ∈ A[X1, . . . , Xn] monomio
de tipo i y coeficiente a. Todo p ∈ A[X1, . . . , Xn] se escribe de forma única como suma
de monomios de distinto tipo,

p :=
∑
i∈Nn

piX
i1
1 · · ·Xin

n ,

con pi = 0 para casi todo i ∈ Nn.
PUAP en n indeterminadas: Sean A un anillo conmutativo, n ∈ N∗ y u : A →

A[X1, . . . , Xn] la inclusión:

1. Dados un homomorfismo de anillos f : A → B y b1, . . . , bn ∈ B, existe un único
homomorfismo de anillos f̃ : A[X1, . . . , Xn] → B tal que f̃ ◦ u = f y f̃(Xk) = bk
para k ∈ {1, . . . , n}.



2. Dados un anillo conmutativo P , T1, . . . , Tn ∈ P y un homomorfismo v : A→ P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A→ B y b1, . . . , bn ∈ B, existe un único
homomorfismo f̃ : P → B tal que f̃ ◦ v = f y f̃(Tk) = bk para k ∈ {1, . . . , n}, existe
un isomorfismo ϕ : A[X1, . . . , Xn] → P tal que ϕ ◦ u = v y ϕ(Xk) = Tk para cada
k ∈ {1, . . . , n}.

Así:

1. Dados dos anillos conmutativos A ⊆ B y b1, . . . , bn ∈ B, el homomorfismo de
sustitución S : A[X1, . . . , Xn] → B viene dado por p(b1, . . . , bn) := S(p) :=∑
i∈Nn pib

i1
1 · · · binn . Su imagen es el subanillo de B generado por A ∪ {b1, . . . , bn},

A[b1, . . . , bn], y dados dos homomorfismos de anillos f, g : A[b1, . . . , bn] → C, f = g
si y sólo si f |A = g|A y f(bk) = g(bk) para todo k.

2. Sean A un anillo y σ una permutación de Nn con inversa τ := σ−1, tomando B =
A[X1, . . . , Xn] y bk = Xσ(k) en el punto anterior obtenemos un automorfismo σ̂ en
A[X1, . . . , Xn] con inversa τ̂ que permuta las indeterminadas.

3. A[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] ∼= A[X1, . . . , Xn][Y1, . . . , Ym] ∼= A[Y1, . . . , Ym][X1, . . . , Xn],
por lo que en la práctica no distinguimos entre estos anillos.

4. Todo homomorfismo de anillos conmutativos f : A → B induce un homomorfismo
f̂ : A[X1, . . . , Xn] → B[X1, . . . , Xn] dado por f̂(p) :=

∑
i∈Nn f(pi)X

i1
1 · · ·Xin

n .

Llamamos grado de un monomio aXi1
1 · · ·Xin

n a i1+· · ·+in, y grado de p ∈ A[X1, . . . , Xn]\
0, gr(p), al mayor de los grados de los monomios no nulos en la expresión por monomios
de p. Entonces gr(p+ q) ≤ máx{gr(p), gr(q)} y gr(pq) ≤ gr(p) + gr(q).

Un polinomio es homogéneo de grado n si es suma de monomios de grado n. Todo
polinomio se escribe de modo único como suma de polinomios homogéneos de distintos
grados, sin más que agrupar los monomios de igual grado en la expresión como suma
de monomios. Así, si D es un dominio, gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera p, q ∈
D[X1, . . . , Xn].



Apéndice C

Coeficientes binomiales

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
;

(
r

k

)
= (−1)k

(
k − r − 1

k

)
;(

r

k

)
=
r

k

(
r − 1

k − 1

)
, k ̸= 0;

(
n

m

)
= (−1)n−m

(
−(m+ 1)

n−m

)
, n ≥ 0;(

r

k

)
=

r

r − k

(
r − 1

k

)
, k ̸= r;

n∑
k=0

(
r + k

k

)
=

(
r + n+ 1

n

)
, n ≥ 0;

(
r

k

)
=

(
r − 1

k

)
+

(
r − 1

k − 1

)
;

n∑
k=0

(
k

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
, m, n ≥ 0;

(
r

m

)(
m

k

)
=

(
r

k

)(
r − k

m− k

)
,

∑
k

(
r

k

)(
s

n− k

)
=

(
r + s

n

)
;

∑
k

(
r

m+ k

)(
s

n+ k

)
=

(
r + s

r −m+ n

)
,

∑
k

(
r

k

)(
s+ k

n

)
(−1)r−k =

(
s

n− r

)
, r ≥ 0;

r∑
k=0

(
r − k

m

)(
s

k − t

)
(−1)k−t =

(
r − t− s

r − t−m

)
, t, r,m ≥ 0;

r∑
k=0

(
r − k

m

)(
s+ k

n

)
=

(
r + s+ 1

m+ n+ 1

)
, n ≥ s ≥ 0, m, r ≥ 0;

∑
k≥0

(
r − tk

k

)(
s− t(n− k)

n− k

)
r

r − tk
=

(
r + s− tn

n

)
;

∑
k

(
n

k

)
x(x− kz)k−1(y + kz)n−k = (x+ y)n, x ̸= 0;

∑
k

(
r

k

)
xkyr−k = (x+ y)r, r ≥ 0;

∑
k

(
r

k

)
xk = (1 + x)r, r ≥ 0 o |x| < 1;
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