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Capitulo 1

Anillos conmutativos

Un grupo abeliano es un par (A, 4) formado por un conjunto A y una suma + : Ax A —
A asociativa, conmutativa, con un elemento neutro 0 € A llamado cero y en el que cada a € A
posee un simétrico u opuesto —a. Un anillo es una terna (A, +,-) formada por un grupo
abeliano (A, +) y un producto - : A x A — A asociativo y distributivo respecto a la suma
((at+b)-c=(a-c)+(b-c)yc-(a+b)=(c-a)+(c-b)).

El producto tiene precedencia sobre la suma, y escribimos a —b:=a+ (=b) y ab:=a-b. Si
Aesun anilloy a € A, definimos 0a =0, a” = 1y, paran € N, (n+1)a :=na+a, a"*! = a"a
y (—na) = —(na).

Un anillo es conmutativo si su producto es conmutativo, y tiene identidad si este tie-
ne elemento neutro 1 € A llamado uno. Salvo que se indique lo contrario, los anillos serédn
conmutativos y con identidad.

1. Z, Q, R y C son anillos con la suma y el producto usuales.

2. Para c € C, Z[d] = {3725 anc"},c,n € C es un anillo con la suma y el producto de
complejos, y en particular lo es Z[i] := {a+bi}q pez, €l anillo de los enteros de Gauss.

3. El conjunto de funciones R — R que se anulan en casi todo punto es un anillo conmutativo
sin identidad con la suma y producto de funciones.

4. Si (A;i)ier es una familia de anillos, [[,.; 4; es un anillo con las operaciones componente
a componente, el anillo producto de los A;.

5. Dado un anillo A, A[X] := A" es un anillo con la suma componente a componente y el
producto a - b := (3} _, akbn—r)n, €l anillo de las series de potencias sobre A4, y un
a € A se suele denotar como . a,X".
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Llamamos Y al conjunto de funciones de X a Y. [...]. Si A es un anillo y n es un entero
positivo, [...] My (A) [...] es un anillo con la suma y el producto habituales.
Sean A un anillo y a,b,c € A: [..]



w

. [] E1 0y el 1 son tnicos.
4. El opuesto de a es unico, y si a es invertible, el inverso es tnico.
5. 0a =al0 = 0.
6. a(=b) = (—a)b = —(ab).
7. a(b—c) =ab—ac.
[...] Dados un anillo A, a,b € Ay m,n € Z:
1. n(a+b) = na + nb.
2. (n+ m)a = na + ma.

3. n(ma) = (nm)a.

Dados dos anillos A y B, un homomorfismo de anillos es una f : A — Btal que f(1) =1
y: para z,y € A, f(x+y) = f(z) + f(y) vy flzy) = f(2)f(y)-
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Un automorfismo de A es un isomorfismo de A en A. [...] Sean f: A — B un homomor-
fismo de anillos y a,b,a1,...,a, € A:

1. £(0) = 0.
2. f(=a) = —f(a).

3. fla—=1b)= f(a) — f(b).
5. f(na) =nf(a).

[...] Ejemplos:

—a)

1. Dados anillos Ay B, f: A — B dada por f(a) =0 es un homomorfismo si y sélo si
B=0.[..]

3. Dado un anillo 4,  : Z — A dada por u(n) := nl es el Gnico homomorfismo de
anillos de Z en A.

4. Dada una familia de anillos (4;)icr y j € I, la proyeccién p; : [[,.; Ai — A; dada
por pj(a) = a; es un homomorfismo.

5. La conjugaciéon de complejos, dada por a+bi := a — bi para a,b € R, es un
automorfismo en C. [...] Si d es un entero que no es un cuadrado, definiendo el
conjugado de a+bv/d como a—bv/d en Z[v/d] o en Q[v/d] tenemos un automorfismo.




Un homomorfismo f: A — B es inyectivo si y solo si ker f = 0.
=] Obvio.
—] fla)=f(b) = 0= f(a)— f()=fla—b) = a—b=0 = a=0.

Un isomorfismo de anillos es un homomorfismo biyectivo, y su inverso es un homo-
morfismo. En efecto, sea f : A — B un isomorfismo, como f(1) = 1, f~1(1) = 1; si
bt € B, sean a == f~1(b) y a’ = f~1(V'), entonces f(a + a’) = f(a) + f(a') = b+ V,
luego f~1(b+¥)=a+a" = f~1(b)+ f1(), y analogamente f~1(bb') = f~1(b) f~1(b'). Dos
anillos A y B son isomorfos, A = B, si existe un isomorfismo entre ellos.

Llamamos anillo cero o trivial, 0, al tnico con un solo elemento, o el tnico con 1 = 0,
salvo isomorfismo. En efecto, todo conjunto unipuntual es un anillo con la suma y producto
definidos de la tnica forma posible, la tnica funcién entre estos anillos es un isomorfismo vy, si
el anillo A cumple 1 =0, paraa € A, a =al = a0 = 0.

1.1. Elementos notables

Sea A un anillo. Un a € A es invertible o unidad si existe b € A con ab = 1, en cuyo caso
b es tinico, pues ac = 1 == b = bac = ¢; lo llamamos inverso de a 0 a™ !, y (a7!)~! = a.
Llamamos grupo de las unidades de A, U(A) o A*, al grupo abeliano formado por las
unidades de A con el producto. Para z,y € A, zy € A* < =x,y € A*, en cuyo caso

(ry)~t =y lz~t. Paran € Ny a € A%, llamamos a~" = (a~1)" = (a™) L.
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4. Sin,m >0, a"t™ = a"a™, y si a es invertible, esto se cumple para n y m enteros
arbitrarios.
5. Si[...]n >0, (ab)™ = a™b", y si [...] a y b son invertibles, esto se cumple para todo
entero n.

6. Si[f: A — B es un homomorfismo de anillos y| a es invertible, f(a) también lo es

y fla)™h = fla™).

Un a € A es cancelable si Va,y € A, (ax = ay = x = y). Toda unidad es cancelable,
pues podemos cancelar multiplicando por el inverso. Si A es finito se da el reciproco, pues
Z — ax es inyectiva y por tanto suprayectiva y existe x con ax = 1. Para A infinito esto no es
cierto en general, pues 2 es cancelable en Z pero no es unidad.

Un a € A es divisor de cero si existe ¢ € A\ {0} con ac =0, si y so6lo si no es cancelable.

=] Si es cancelable, ac = 0 =a0 = ¢ =0, luego no es divisor de cero.
<= ] Sean z,y € A distintos con ax = ay, entonces a(x — y) = 0, pero x — y # 0.

Un a € A es nilpotente si existe n € N con a”™ = 0, en cuyo caso, si A no es trivial, a es
divisor de cero, pues el 0 es claramente divisor de cero y, si a # 0, tomando el menor n con
a” =0,a"" ! #0y aa""! = 0. Llamamos nilradical de A4, Nil(A), al conjunto de elementos
de A nilpotentes. El 1 es invertible. El 0 es nilpotente y, si A es no trivial, es no unidad.



Un e € A es idempotente si €2 = ¢, en cuyo caso f =1 — e también lo es y ef = 0.

Dado un homomorfismo f : A — B, si a € A es invertible, nilpotente o idempotente,
también lo es f(a) € B. Si ademaés [ es inyectivo, si f(a) € B es cancelable, nilpotente o
idempotente, también lo es a € A.

Dados anillos Ay,...,A,,a € A=A, x--- x A, es invertible, cancelable, divisor de

cero, nilpotente o idempotente en A si y sélo si lo es cada a; en A;.
Para m € 7Z no cuadrado, definimos la norma en Z[/m| como N : Z[\/m] — Z dada
por N(a + by/m) := a? — mb? para a,b € Z, y entonces:

1. Las unidades de Z[/m] son los elementos de norma 1.
2. Sim <0, Z[/m]* es finito.
3. Sim >0y |Z[/m]*| > 2, |Z]\/m]*| = IN]|.

1.2. Subanillos

Dado un anillo A, un S C A es un subanillo de A si es un anillo con las mismas operaciones
y el mismo uno que A, si y s6lo si es la imagen de un homomorfismo B — A, si y sélosi 1 € S
y para xz,y € S, x —y,xy € S.

1 = 2] Basta tomar el homomorfismo inclusion.

2 = 3] Sea f : B — A el homomorfismo, f(1) = 1y, si 2,y € B cumplen z = f(z') e
y=f) z—y=f"-y)eSyay=fa'y)eSs.
3= 1] 1eSyportantol—1=0€ S, yparaa,be S, —a=0-a€ S,a+b=a—(-b) €S
y ab € S, luego S es cerrado para suma, producto y opuesto.
Ejemplos:
1. Enla cadena Z C Q C R C C, cada anillo es subanillo de los que lo contienen, como pasa

en Z C Z[i] C C.

2. Dado un anillo A, el anillo de los polinomios en A, A[X], es el subanillo de A[X] formado
por las series con una cantidad finita de elementos no nulos, y A es un subanillo de A[X]
identificando a € A con (a,0,...,0,...) por isomorfismo.
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1. Todo anillo A es un subanillo de si mismo, el subanillo impropio, y el resto de
subanillos son propios. |...]

3. {0} es subanillo de A si y solo si A = {0}.
4. Llamamos subanillo primo de A a Z1 := {nls},ez, €l menor subanillo de A.

5. Si Ay B son anillosy B #0, A x {Og} es cerrado para sumas y productos pero no
es un subanillo de A x B. |[..]



7. Dado un espacio topolégico X, {f € R¥ | f continua} es un subanillo de R¥ con la
suma y el producto por elementos.

8. Dado un espacio vectorial V, {f € V'V | f lineal} es un subanillo de (V" +,0).

9. Dado un anillo A y un conjunto X, {f € AX | f constante} es un subanillo de AX.

[...] Si[f: A — B es un homomorfismo y| B’ es un subanillo de B, f~1(B’) es un
subanillo de A.

1.3. Ideales

Un I C Aesunideal de A, I < A, si es el nucleo de un homomorfismo A — B, si y solo si
0Oely paraac Ayx,y €I, x+y,ax € I. En concreto, definiendo la relaciéon de equivalencia
moédulo [ en A comoa=b < a—>b € I, el conjunto cociente A/I := A/ = es un anillo con
la suma @+b:=a+b, el producto ab:=ab,0=0,1=1, —a=—ay,sia€ A*,ac (A/])*y
@ ! =a1, donde @ es la clase de equivalencia de a, y la proyeccién canénica p: A — A/l
es un homomorfismo con ntucleo I.

=] Sean f: A — B un homomorfismo, a € Ay x,y € ker f. Entonces f(ax) = f(a)f(x) =
fl@)0=0y flz+y)=f(z)+ fly) =0+0=0.

<] Seana=da,b=0V € A, entonces x :=a—a’,y =b—b € [,luegoa+b=d +z+b +y =
ad+bV+@x+y)comx+yelyat+b=ad+. Ademés ab = (' + 2)(b +y) =
a'l +dy+bx+ xy con a'y +bx+ xy € I, luego ab = a’ + b y el producto esta
bien definido. Entonces es facil ver que A/I es un anillo con los neutros y simétricos
indicados. Ademas, p(1) =1, p(a+b) = a+b=1a+b = p(a) + p(b) y del mismo modo
p(ab) = p(a)p(b), y p(z) =T =0 <= z—-0==z €l

Llamamos £(A) al conjunto de ideales de A. Todo anillo A tiene al menos el ideal trivial
0 := {0} y el ideal impropio A, el tnico que contiene una unidad. En efecto, si I < Ay
existe u € INA*, paraa € A, a = (au)u € I, luego I = A. I I A es propio, I 4 A, si no es
impropio.

Dados anillos Az, ..., Ay, L(A1 X -+ x Ap) ={I1 x -+ x I, }1,94, vi-

1.4. Ideales finitamente generados

La interseccion de una familia de ideales de A es un ideal de A. Dados un anillo A y un
subconjunto S C A, el ideal de A generado por S es

(S) = n{I <A | S C I} = {alsl +-- ansn}nEN,aeA",SGS'"a

y S es un conjunto generador de (S). En efecto, (J{I < A | S C I} es un ideal de A que
contiene a S y es el menor de ellos, pero todo ideal de A que contenga a S debe contener a
las combinaciones A-lineales finitas de elementos de S, y el conjunto de estas es claramente un
ideal, luego ambos conjuntos son iguales.



I < A es finitamente generado (FG) si existe S C [ finito tal que I = (), en cuyo caso,
si S ={by,...,bn}, escribimos I =: (by,...,b,). Un ideal principal de un anillo A es uno de
la forma (b) para algin b € A. Por e¢jemplo, 0 = (0) y A= (1). Dadosbe AeI <A, (b)C1I
siy solo si b € I,y en particular para b’ € A, (b) C (V') si y s6lo si b’ divide a b.

Si a € A es nilpotente entonces 1+ (a) C A* y, para u € A*, u+a € A*.

Dado un anillo A y b € A cancelable no invertible, (b, X) no es un ideal principal de
A[X], y en particular (X,Y) no es un ideal principal de A[X,Y] := A[X][Y]. Sie € A es
idempotente, para a € A, a € (¢) <= a = ea, con lo que (e) es un anillo con identidad
e.

No todos los ideales son finitamente generados. En efecto, dado un anillo no trivial A, en
AN con las operaciones componente a componente, AN formado por los elementos de AN con
una cantidad finita de entradas no nulas es un ideal de AN, pero no es finitamente generado
porque si tomamos una cantidad finita de elementos del ideal, hay un indice a partir del cual
todos tienen solo ceros y no generan elementos de AM con un 1 después de esta posicion.

1.5. Dominios

Un anillo es reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos de 0, si y s6lo si todo
elemento no nulo tiene cuadrado no nulo.

= | Trivial.

<= Si hubiera b € Nil(A) \ {0}, sea n > 0 minimo con b" = 0, entonces "1 £ 0y (b"~1)? =
b2n72 — bnbn72 — 0#

Un anillo A es un dominio si no tiene divisores de cero no nulos, si y sélo si todo elemento no
nulo es cancelable, y es un cuerpo si todo elemento no nulo es unidad.

Todo cuerpo es dominio y todo dominio es reducido. Los reciprocos no se cumplen, pues Z
es un dominio que no es un cuerpo y Zg es un anillo reducido que no es un dominio.

Todo subanillo de un dominio es dominio, y todo subanillo de un anillo reducido es reducido.
No todo subanillo de un cuerpo es un cuerpo, pues Z es subanillo del cuerpo Q pero no es un
cuerpo.

Todo dominio con un ntmero finito de ideales es un cuerpo, y en particular lo es todo
dominio finito.

Dados un dominio D y a,b € D, a divide a b, a es divisor de b o b es multiplo de a, a | b,
si existe ¢ € D con ac = b. Esta relacion es reflexiva y transitiva, y para a,b,¢,r,s € D,sia | b
yalc, alrb+sc Dos elementos a y b son asociados si a | by b | a, siy solo si existe u € D*
con b = au.

=] Sib=0,a =0y tomamos v = 1. En otro caso, sean ¢,d € D con ac = b y bd = a,
b = ac = bdc, luego dc = 1 y ¢ es unidad.

—]a=bu"t.
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Sean A un anillo [...] y a € A\ (A*U{0}), a es irreducible en A si Vb,c € A, (a = bc =
be A*Vce A*), y es primo en AsiVb,c€ A, (a|bc = a|bVal|c).

Si A es un dominio, todo primo es irreducible.

Irreducible en un dominio no implica primo. [...]

Si A es un dominio, a es irreducible si y solo si (a) es maximal entre los ideales
principales no nulos de A, es decir, si (a) #0,Ay Vb€ A, ((a) C (b)) #A = (a) = (b)).

Dados un anillo conmutativo Ay S C A, a € A es un maximo comun divisor de S
en A, a = medS[= ged 5], si divide a cada elemento de S y es miultiplo de cada elemento
que cumple esto, y es un minimo comun miltiplo de S en A, a = memS[= lemS], si es
multiplo de cada elemento de S y divide a cada elemento que cumple esto. Para a,b € A:

1. a = medS siy solo si (a) es el menor ideal principal de A que contiene a S. En
particular, si (a) = (5), a = mcdS.

2. a = mcmS siy solo si (a) es el mayor ideal principal de A contenido en |
particular, si (a) = ,c4(s), @ = mcmS.

seg(8). En

3. Sia=mcdS, b =mcdS siy solo siay bson asociados en A.
4. Sia=mecmS, b =mcmS siy solo si a y b son asociados en A.

5. Si a divide a todo elemento de S y a € (S), [...] @ = medS. En tal caso llamamos
identidad de Bézout a una expresion de la forma a = a1 + -+ + anS, con
ai,...,an € Ay s1,...,8, € S, que existe porque a € ().

6. medS = 1 si y so6lo si los tinicos divisores comunes de los elementos de S son las
unidades de A.

7. S11€(5), medS =1.

[...] Dado un dominio D, una factorizacién en producto de irreducibles de a € D
es una expresion de la forma a = up; ---p,, donde u es una unidad de D y p1,...,pn
son irreducibles en D. Dos factorizaciones en producto de irreducibles de a € D, a =
upL-Pm Yy @ = Vq1 - Qn, SON equivalentes si m = n y existe una permutaciéon o de
N, ={1,...,n} talque para k € N, pr y 4o (k) son asociados, en cuyo caso u y v también
lo son.

D es un dominio de factorizacion (DF) si todo elemento no nulo de D admite
una factorizaciéon en producto de irreducibles, y es un dominio de factorizacién tnica
(DFU o UFD,) si, ademas, todas las factorizaciones de un mismo elemento son equiva-
lentes.

1. Teorema Fundamental de la Aritmética: Z es un DFU.

2. Dado m € Z*, Z[\/m] es un DF.



Un dominio D es un DFU si y s6lo si todo elemento no nulo de D es producto de una
unidad por primos, si y s6lo si D es un dominio de factorizacién en el que todo elemento
irreducible es primo.

Todo cuerpo es un DFU, pues no tiene elementos nulos no invertibles. También lo son los
anillos de polinomios sobre un DFU.

Un dominio de ideales principales (DIP) es uno en el que todos los ideales son princi-
pales.
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Si Desun DIPy a € D\ (D*U{0}), a es irreducible si y solo si (a) es un ideal maximal,
si y solo si % es un cuerpo, si y solo si a es primo, si y solo si (a) es un ideal primo, si y

solo si % es un dominio. [...] Todo DIP es un DFU.

GyA

A es un cuerpo si y solo si los tinicos ideales de A son 0y A, si y sélo si todo homomorfismo
de anillos A — B con B # 0 es inyectivo.

1.6. Aritmética modular

GyA

Dado n € Z*, llamamos Z,, := 2 = {0+nZ,...,(n— 1) +nZ}.

Para n > 2:
1. r € Z,, es unidad si y sélo si ged{r,n} =1 en Z.
=] Si fuera d := ged{r,n} > 1, sean ’,n’ € Z con r = dr’ y n = dn’, entonces
n’ 0 méd n pero rn’ = dr'n’ = r'n = 0 méd n, con lo que r es divisor de cero.#
<= Una identidad de Bézout ar + bn = 1 se traduce en que ar = 1 méd n.
2. r € Z, es nilpotente si y s6lo si todos los divisores primos de n dividen a 7.
=] Sean m con ™ = 0 y p un divisor primo de n, como n | r™, p divide a ™ y por
tanto a r.
<] Sea p’fl ---pP la descomposicién prima de n, como p;---p, | 7, llamando m =
méx{ky, ..., ks}, n|py - p | r™.

3. Zy, es un cuerpo si y soélo si es un dominio, si y sélo si n es primo.

1 = 2] Visto.

2 = 3] Probamos el contrarreciproco. Si existen p,q € {2,...,n— 1} con n = pq, p es
divisor de 0 en Z,,.

3 = 1] Parar € Z, \ {0}, gcd{r,n} =1 en Z y por tanto r es unidad.



4. Z, es reducido si y solo si n es libre de cuadrados, es decir, si no tiene divisores
cuadrados de primos.

=] Si no fuera libre de cuadrados, sea n = p*q para ciertos p, ¢ € Z con p primo, en Z,
pg # 0 pero (pq)* = p*q® = 0.

<= La descomposicion en primos de n es de la forma p; - - ps con los p; distintos, y si
r € Z, cumple 2 = 0 entonces en Z cada p; divide a r? y por tanto a r, luego n | r
yr=0en Z,.

1.7. Operaciones con ideales

Dados subconjuntos S; y Sy de un anillo A, llamamos S; + S2 = {= + y}ucs, yess ¥
S1-S2 = {zy}ses, yes,. Para a € A, llamamos a + Sy := {a} + S2 y a- S == {a} - Sy. Por
ejemplo, para I I Ay a € A, a+ I es la clase de equivalencia de A en A/I.

SiSy,52 C A, (S1)+(S2) = (S1USs). Llamamos ideal sumade I,J < Aal+J = (IUJ).

I,J < A tienen suma directa K < A, I J=K,sil+J=KelNnJ=0.1dJ=A4A
si y solo si existe un idempotente e € Acon I = (e) y J = (1 —e).

Dados I, J < A, en general I-J no es un ideal. En efecto, sean A .= Z[X,Y] eI :=(X,Y) <
A, entonces X2, Y2 XY € I-1I,ysil-I fuera un ideal serfa p = X2 4+ XY +Y2c I -1y
por tanto habria ¢ = ag X +bY +...,7 = a1 X +01Y +--- € I con p = gr, pero entonces
apai,boby, agby + bpa; = 1, pero como los coeficientes son enteros las dos primeras ecuaciones
implican ag = a1,bg = by € {£1} y por tanto aghy + bopay € {£2}#.

El ideal producto de I,J < A es

1J = (I : ‘]) = {xlyl + - +xnyn}m161,y7¢€J,Vi cInd

Llamamos I := Ay, paran € N, It := JT". I < A es nilpotente si existe n € N tal que
" =0.

Si 51,82 C A, (51)(S2) = (S1 - S2), y en particular el producto de ideal principales es un
ideal principal.

C] Usando combinaciones lineales, los elementos de (S7)(S2) son sumas de elementos de la
forma a;x;b;y; con a;,b; € A, x; € S1 e y; € Sz, pero z;y; € S1-S2 y por tanto a;b;x;y;
estd en (S7 - S2), y la suma de elementos de este tipo también.

D] Los elementos de (S7-52) tienen forma s = a121y1+ - “+an Ty, conlosa; € A, losz; € Sy
y los y; € S, pero a;x; € (S1) e y; € (S2), luego cada a;z;y; € (S1)(S2) = ((S1) - (S2)) ¥
por tanto s € (S1)(S2).

En un DIP, (a)+ (b) = (ged{a, b}) vy (a)N(b) = (lem{a, b}). Dados un dominio A, a,b € A
e I < A no trivial, si (a)I = (b)I entonces (a) = (b). Esto no es cierto en general si se
cambian (a) o (b) por ideales no principales.

Para I,J < A, en general IJ # I N J, pues por ejemplo en Z es (2) N (4) = (4) pero
(2)(4) = (8).



Un anillo A es completamente idempotente si todo I < A cumple I = I?, si y sélo si
para todo I,J < AesINJ=1J.

1.8. Isomorfia

Dado un homomorfismo de anillos f: A — B:

1. Si J < B, la contraccién de J es f~1(J) < A.

Sea m : B — B/J la proyeccién canénica, J = kerm, luego f~1(J) = f~Hn~1(0)) =
ker(m o f) es un ideal.

2. SiI <A, f(I) <Imf, y llamamos extensién de I relativa a f a (f(I))

Sean a € Ay x,y € I, de modo que f(a) € Imf y f(z), f(y) € f(I), f(x) + f(y) =
f+y) e f(D)y fla)f(z) = flax) € f(I).

3. En general f(I) no es ideal de B.
La inclusion ¢ : Z — Q es un homomorfismo de anillos y Z < Z, pero «(Z) = Z 4 Q.

Teorema de la correspondencia:

1. Dado un homomorfismo de anillos f : A — B, la extension es una biyecciéon
{I < AlkerfCI}—{J<Tmf),

y su inversa es la contraccion.

Primero vemos que las imagenes estan donde deben. Si I < A, f(I) <Imf, ysiJ <Imf,
f74(J) <Ay, como0€ J, ker f = f~1(0) C f~1(J). Veamos ahora que la extension y
la contraccién son inversas una de la otra. Por teoria de conjuntos, para todo J C Imf,
f(f~YJ)) = J, y para todo I C A, I C f~Y(f(I)), por lo que solo hay que ver que

fHfI) CI.Seax € f~Hf(D)), f(x) € f(I), luego existe y € I con f(z) = f(y), pero
entonces f(x —y) =0,z —yckerfClyz=y+ (z—y) el

2. Silesunidealde Ay p: A — A/I es la proyeccion canonica,
p{J SA|TC I} > (K 2 A/}

dada por p(J) = J/I := p(J) = {x + [}.cs es una biyeccién que conserva la inclusion
de los elementos.

Basta aplicar el punto anterior a p.

3. Sean I,J I Ayp:A— A/I la proyeccion canonica, p(J) = (J +1I)/1.

Dados I,.J,J' < Acon I C J,J', 4+ & = 2&L ol = 01y JJ— JT



Hay tantos ideales de Z,, como divisores positivos de n. En efecto, como Z,, = Z/(n), por el
teorema anterior hay una biyeccion entre £(Z,) y {I <Z | (n) C I}, pero Z es un DIP, luego
estos elementos se corresponden con los m € Z con (n) C (m), que son aquellos con m | n, y
tomamos solo los m positivos ya que los negativos son sus asociados y 01 n.

Teorema del factor: Sean f : A — B un homomorfismo de anillos, ] < Ayp: A— A/I
la proyecciéon canoénica, existe un homomorfismo f : A/ — B con fop = f si y solo si
I C ker f, en cuyo caso f es tnico y ker f = ker f/I.

=] Paraz € I, f(z) = f(p(z)) = f(0) = 0, luego I C ker f.

<=]Sea f: A/l - Bcon fop=f,paraac A, f(a+I)= f(a), lo que prueba la unicidad.
Para la existencia, si a + I = b+ 1, f(b) = f(a+b—a) = f(a) + f(b—a) = f(a) porque
b—aelCkerf. Finalmente x + I € ker f < f(zx+1I)= f(z) =0 <= z € ker f.

Teoremas de isomorfia:

1. Para un homomorfismo de anillos f : A — B, A/ker f = Imf.

B' :=Imf es un subanillo de B, luego f : A — B’ es un homomorfismo suprayectivo y,
por el teorema del factor, existe f : A/ ker f — B’ con fop = f yker f = ker f/ker f =0,
que es pues inyectivo y es suprayectivo por serlo f, de modo que es un isomorfismo.

2. Sean I < A y S un subanillo de A, I + S es un subanillode A, INS IS, I A1+ Sy
S/(INS)=(I+8)/1.
Es facil comprobar que I + S es subanillo de A y claramente INS IS el JIT+ 5. Sea
ahora el homomorfismo f: S — (I +5)/I dado por f(a) =a+1, f(a) =0 < a €,
luego ker f =INS, eImf = (I+S)/I, pues un (z +s)+ I € (I +S)/I arbitrario, con
x €lyseS, eslaimagen por f de s. Entonces, por el primer teorema de isomorfia,
S/(INS)=(I+S5)/I.

3.81I,J<AconlICJ, (A/D)/(J/I)=A/J.

Sea p: A — A/J la proyeccion canonica, como I C J = ker f, el teorema del factor nos
da un homomorfismo p: A/I — A/J con kerp = kerp/I = J/I, que es suprayectivo por
serlo p, y el resultado se obtiene del primer teorema de isomorfia.
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Un anillo A tiene caracteristica n € Z=° si n es el menor entero positivo con nly = 04,
o 0 si no existe tal n. Sean A un anillo conmutativo, f : Z — A el tinico homomorfismo
de anillos (f(n) =nl) y n > 0, A tiene caracteristica n si y solo si ker f = nZ, si y solo si
el subanillo primo de A es isomorfo a Z,, si y sb6lo si A contiene un subanillo isomorfo a
Zn,. |...] La caracteristica de un dominio no trivial es 0 o un nimero primo.

I,J < Ason comaximalessi [+ J=A,siysolosidacl,beJ:a+b=1.

1. Si I < A es comaximal con Jy,...,J, <A, loescon J;---J, ycon JyN---NJ,.

Basta verlo para el producto, pues la interseccion es mas grande. Para n € {0,1} es
claro. Para n = 2, existen a,a’ € I, be Jyyb € Joeconl =a+b=d +V, luego
1=ad + ab + ba’ + bt con bl € J;J5 y el resto de sumandos en I. Para n > 2 se hace
induccién.



2. Sily,...,I, < A son comaximales dos a dos, Iy ---I, =1 N---N1,.

Para n € {0,1} es claro. Para n = 2, sea 2 € I; N I, como existen a € I y b € I con
a+b=1x=ax+bzx, peroa € I y x € I, y por tanto ax € I1I5, y del mismo modo
bx € I115, luego I NIy C 115 y ya sabiamos que I1I; C I; N Is. Para n > 2, supuesto
esto probado para n menor, por lo anterior Iy --- I, _1 = I1N---N1I,_1 es comaximal con
I,, y basta usar el caso n = 2.

3. I,J 4 A son comaximales si y solo si Va,y € A, (x+I)N (y + J) # 0, en cuyo caso
para n,m € N, I"" y J™ son comaximales.

Teorema chino de los restos: Dados anillos A, By, ..., B, y homomorfismos ¢g; : A — B;
con K; = kerg;:

1. ¢: A = By x -+ x By, dado por ¢(z) = (¢1(2),...,gn(x)) es un homomorfismo con
nicleo K1 N---NK,.

2. Silos g; son suprayectivos y los K; son comaximales dos a dos, ¢ es suprayectivo, ker ¢ =
K- K,yA/(Ky--K,) =By XX B,.
Para n € {0,1} es claro, por lo que suponemos n > 2. Al ser los K; comaximales,
Ky es comaximal con Ko N --- N K,. Sean ahora a € K1 y b € KonN---N K, con
a+b=1, como gi(a) =0, g1(b) = g1(a) + g1(b) = g1(a+b) =1, y para j € {2,...,n},
gj(b) = 0. Sea ahora x € By arbitrario, por suprayectividad existe v € A con g1 (u) = z,
con lo que g1(ub) = ¢g1(w)g1(b) = = y, para j € {2,...,n}, g;j(ub) = g;(u)g;(b) =

0, de modo que ¢(u) = (x,0,...,0). Por simetria, para cada i y € B; existe u tal
que ¢(u) = (0,...,0,2,0,...,0) con x en la i-ésima posicién, y como todo elemento
de By X --- X B, es suma de elementos de esta forma, ¢ es suprayectiva. Entonces

kerop = K1N---NK, = Ky---K,, y para la ultima afirmacién basta aplicar el primer
teorema de isomorfia.

1.9. Ideales maximales

I<9A es maximal en A, I <, A, si es maximal en el conjunto de ideales propios de A, si y
so6lo si A/T es un cuerpo. Demostracion: Como J — J/I conserva la inclusion, I es maximal
siy solosiloesI/I=0,siysolosi A/l no es trivial y no tiene ideales propios no nulos (si
tuviera alguno, contendria a 0 y 0 no seria maximal), si y sélo si es un cuerpo no trivial, pero
sabemos que A/I es no trivial porque I es propio.

Llamamos espectro maximal de A, MaxSpec(A), al conjunto de ideales maximales de A.
Para I < A, la biyeccion {J € L(A) | I C J} — L(A/I) del teorema de la correspondencia se
restringe a una biyeccion {J € MaxSpec(A) | I C J} — MaxSpec(A/I).

I < A es maximal en A siy solo si I+ (X) lo es en A[X], pero I[X] nunca es maximal en
A[X].

Una cadena en un conjunto ordenado es un subconjunto que, con el mismo orden, es
totalmente ordenado. Un conjunto ordenado es inductivo si toda cadena no vacia tiene cota
superior. Lema de Zorn: Todo conjunto inductivo no vacio tiene un elemento maximal.



Si I 4 A, existe un ideal maximal de A que contiene a I, y en particular todo anillo no
trivial tiene al menos un elemento maximal. Demostracion: Sea Q = {J<A| I C J}, Q#0
porque I € . Considerandolo ordenado por inclusion, si C es una cadena no vacia en €2, |JC
es una cota superior, puessi z,y € | JCy a € A, sean I, J € C tales que z € I e y € J, entonces
por ejemplo I C J, luego z,y € J C UC vy © + y,az,ay € J C |JC para a € A, de modo que
JC es un ideal, contiene a I y no es propio porque ninguno de los elementos de C contiene a
1. Entonces, por el lema de Zorn, () tiene un elemento maximal .J, que es un ideal propio que
contiene a I y es maximal porque, para J' <A con J C J', J' € Q y por tanto J' = J.

Llamamos radical de Jacobson de un anillo A a Jac(A) := (| MaxSpec(A) = {a € A |
1+ (a) € A*}. Jac(A) no contiene idempotentes no nulos.

Un anillo A tiene un tunico ideal maximal M si y sélo si A\ A* es un ideal, en cuyo
caso M = A\ A*, y entonces decimos que A, (A, M) o (A, M, A/M) es un anillo local, y
1+ M es un subgrupo multiplicativo de A*. Z,, es un anillo local si y s6lo si n es potencia
de primo.

Sean p € ZT primo y Zp) el subconjunto de Q de los racionales en cuya expresion
como fraccion irreducible el denominador no es miltiplo de p, entonces (Z(), (})) es un
subanillo local de Q con Z,)/(}) = Zy, y es un DFU en el que p es el tnico irreducible
salvo asociados.

Si (A, (p)) es un anillo local con p # 0y (),cn(P)" =0, cada a € A\ 0 es de la forma
up™ para ciertos u € A* y n € N, y en particular A es un DIP con un tnico irreducible
salvo asociados.

Dados anillos locales A1, ..., A,, los idempotentes de Ay X --- X A, son las n-uplas
(e1,...,en) con cada e; € {0,1}. Para n > 2 con factorizacion prima pi** - - - p;** (con los
p; distintos y los t; > 1), Z,, tiene 2! idempotentes dados por los sistemas de ecuaciones

diofanticas v
{ er =0 méd (g:=Ilierpi"),
e;r =1 méd (r:= HingZni)v

para I C {1,...,t}. En concreto existen s,t € Z con x = 1+ gt = rs, de modo que
rs —qt = 1y, como g y r son coprimos, se pueden obtener s y t con una identidad de
Bézout. Para obtener una identidad de Bézout:

1. Se calcula el maximo comin divisor por el algoritmo de Euclides, usando la recu-
rrencia rog = q, 1y =T, Tjiy] = Ti—1 — ¢iTi, con ¢;, 41 € Zy 0 < rjpq < 1y, hasta
llegar a un r, = 1.

2. Se va despejando hacia atras, haciendo

1= Tn =Th—2 —Qqn-1Tpn—1 = Tp—2 — Qn—l(rn—?) - qn—2rn—2) =
= —Qn-1Tn—-3 + (1 + qnflqn72)rn72 =---=rot+1r18.

1.10. Ideales primos

I'«Aesprimo, I 4, A, siVo,y € Aj(ay € I = z € IVy € I),siy solo si
Vn € N* Vzy,...,z, € A, (x1-- 2, €I = TFk:x, €1),slysolosi A/I es un dominio, si y
solosivVn e N* VJy,...,J, <A (J1---J, CI = Fk:J, C1I).



1 < 2] Trivial.

1l <= 3| Paraz,yc A,ayel — ze€lIVyeclsiysolosiyen A/, Tj=Ty=0 =
T=0Vy =0,y que esto se de para todo T,y € A/I equivale a que A/I sea un dominio.

1 = 4] Si fuera cada Ji §Z I, sea xy € Ji \ I para cada k, ¢y -z, € Jy---J, C I, pero si
I es primo existe k con x; € I#.

4 = 1] Sean aj,as € A con ajas € I, (a1)(a2) = (a1az) C I, luego por hipotesis (a1) C J o
(a2) € J y por tanto a; € J 0 ag € J.
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[Si A es un anillo y a € A,] a es primo si y sdlo si (a) es un ideal primo no nulo de A.

El espectro primo de A, Spec(A), es el conjunto de todos los ideales primos. MaxSpec(A4) C
Spec(A4), pues todo cuerpo es un dominio. Para I < A, la biyeccion del teorema de la corres-
pondencia se restringe a una biyeccion {J € Spec(A) | I C J} — Spec(A/I). En efecto, para
JeL(A)conlCJ, (A/I)/(J/T) = A/J por el tercer teorema de isomorfia, con lo que J es
primo si y solo si A/J es un dominio, si y s6lo si lo es (A/I)/(J/I), siy solo si J/T es primo
en A/I.

En un anillo A:

1. Sean I,...,I, < A con interseccion J prima, algin I = J.

J esta contenido en cada I y,como I --- I, CIyN---NI,=J,algin I C J.

2.8ean I d Ay Ji,....Jp I A, silI C JyU---UJ,, I esta contenido en algtin Jj.

Para n = 1 es trivial. Si n > 1, suponemos esto probado para n — 1, y suponemos
por reduccién al absurdo que I ¢ J; para todo k. Para cada i, como I C Ji para
k#4,1¢ Uk# Ji y existe a; € I con a; ¢ Uk?éz Ji, por lo que a; € J;. Sea entonces
b; = Hk# ag, b; € Iy b; € ﬂk?ﬁl Jk, pero b; ¢ J; porque es el producto de elementos
fuera de J; y J; es primo. Entonces b := Zk:l bpel= Uk,=1 Ji y debe haber un k£ con
b € Ji, pero de ser asi, como b; € Ji para i # k, seria b — Z#k b; = b € Ji#.

3. Si todo ideal principal de A es primo, A es un cuerpo.

4. SiVz € A, Ik > 2: 2% = x entonces Spec(A) = MaxSpec(A).

5. I < A es primo si y sélo si lo es I[X] en A[X], siy solosiloes I+ (X)en A[X].

Dados un homomorfismo f: A — By P <, B, f~'(P) <, A, y el reciproco se cumple
si f es suprayectivo.

Dado un conjunto ordenado (5, <), su opuesto es (5, <) = (5,>). (5, <) es contra-
inductivo si su opuesto es inductivo, es decir, si toda subcadena no vacia tiene una cota
inferior. Lema de Zorn dual: Todo conjunto contra-inductivo no vacio tiene al menos un
elemento minimal.

Un primo minimal de A es un elemento minimal de Spec(A). Llamamos MinSpec(A) al
conjunto de primos minimales de A. Para I < Ay @ <, A con I C @, @ contiene un primo



minimal sobre I, un minimal entre los ideales primos que contienen a I, y en particular todo
Q@ <, A contiene un primo minimal. Demostracion: Sea Q :={P <, A|IC P CQ},Q#0
porque @ € €. Sea entonces C una cadena no vacia en €, (| C € €2, pues es un ideal propio entre
Iy Q vy, usando el contrarreciproco de la definicion de primo, si x,y ¢ (C, sean J1,Jo € C
conx ¢ Jy ey ¢ Jo, si por ejemplo Jy C Jo, x,y ¢ Ji, luego xy ¢ J; y por tanto zy ¢ [C.
Entonces, por el lema de Zorn dual, €2 tiene un minimal J, que es un ideal primo de A entre
Iy Q,ysiJ esun ideal primo de A que contiene a I con J' C J, entonces J' CQ y J' € Q,
luego J' = J y J es minimal sobre I.

1.11. Radicales

I < Aesunradicalde A, I <, A, siVe € AAVn e N, (2" € I = =z € I), siy sblo si
Ve e A (22 €l = x€1),siysolosi A/I es reducido.

1 = 2] Obvio.

2= 1] Seanz € AyneNconaz"e€l,sin=0,1€lyxzel,ysin=1esobvio. En
otro caso, si n es par, /2 € I, y si es impar, "1 = za2™ € I y por tanto z("*t1/2 ¢ I.
En cualquier caso zF € I para cierto k con 1 < k < n, y repitiendo el proceso llegamos a
que x € I.

1 < 3] 2" €l = x €1 esequivalente a que,en A/, T" =27 =0 = T =0.
Propiedades:

1. Todo ideal primo es radical.

2. La interseccién de una familia de radicales es un radical.

3. Para I < A, la biyecciéon del teorema de la correspondencia se restringe a una entre los

radicales de A que contienen a I y los radicales de A/I.

Sea J < A con I C J, por el tercer teorema de isomorfia, (A/I)/(J/I) = A/J, luego J
es un radical de A siy solo si A/J es reducido, si y solo silo es (A/I)/(J/I), siy solo si
J/I es un radical de A/I.

Un subconjunto multiplicativo de un anillo A es un S C A cerrado para el producto y que
contiene al 1.

Lema de Krull: Sean A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativo e I < A disjunto
de S:

1. L1s:={J<A|ICJ,JNS =0} es un conjunto inductivo no vacio.

La unién de elementos de una cadena vacia de L; g estd en L g.

2. Todo elemento maximal de £; s es un ideal primo de A.

Sean J maximal de £; g y supongamos que existen x,y € A con z,y ¢ J pero zy € J.
Entonces J C (z) + J, por lo que (z) +J ¢ L; s y, como es un ideal que contiene a
I, debe contener un elemento de S, a;x + b1 € ((x) +J)NS, donde a1 € Ay by € J,
y analogamente existe asy + b2 € ((y) +J) NS con ay € Ay by € J, pero entonces
s = (a1 + b1)(agy + b2) = ajaszy + a1xbs + brasy + b1bs € S, pero como xy, by, ba € J,
s € JNSH#.



Para I < A, llamamos radical de I a
VIi={zeA|IneN:a"el}=([{J L A|TCT} =S AlIC T}

y en particular

VO = Nil(4) = ({7 <, A} = ({7 <, A}
1C2] Seanze A,neNconaz"elyJ< AconlCJ, z" € Jy por tanto z € J.
2 C 3] Todo ideal primo es radical.

3C1] Sea x € A tal que Vn € N,z ¢ I, y queremos ver que existe P 4, AconI C Py
x ¢ P.S:={x"},en es un subconjunto multiplicativo de A y por el lema de Krull existe
un maximal P de L; g que es primo, de modo que P <, A, I C Py« ¢ P porque z € S.

Ast:
1. ICVI
2. I es radical si y s6lo si [ = VT
3. SiIﬁAyJﬁ,AconIgJ,entoncesﬁgJ.

4. I <4 A es un radical si y solo si es interseccion de ideales primos.

I < A es nil si esta contenido en Nil(A), y en tal caso:
1.Vae A (a+1€(A/])" = ac A¥).
2. Si A/I no tiene idempotentes distintos de 0 y 1, tampoco los tiene A.

3. Si I es maximal, A es un anillo local.

Todo ideal nil finitamente generado es nilpotente.




Capitulo 2

Anillos noetherianos

2.1. Reticulos

Un conjunto ordenado (A, <) cumple la condicién de cadena ascendente (ACC, As-
cending Chain Condition) si para {a,}, C A con cada a, < a,41 existe ng € N tal que para
n > ng €S ap = Ap,, si y s6lo si todo S C A no vacio tiene un elemento maximal.

= ] Probamos el contrarreciproco. Si S C A no tiene elementos maximales, sea s € S
arbitrario, como s; no es maximal, existe s3 € S son s; < s2, y por induccién se puede
construir una secuencia {s,}, € S C A con cada s, < s,+1 y 4 no cumple la ACC.

<= Dada {an}, C A con cada a,, < an41, cOmo {an}, # 0, tiene un maximal a,,, y para
n 2 Ng, G = An, ¥y POr tanto a, = ay,-.

(A, <) cumple la condicién de cadena descendente (DCC, Descending Chain Condition)
si (A, >) cumple la ACC, si y solo si todo S C A no vacio tiene un elemento minimal.

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado en que todo subconjunto de dos ele-
mentos tiene supremo e infimo, y es completo si todo subconjunto tiene supremo e infimo.
(L, <) es un reticulo completo si y solo si lo es (L, >).

Sea £ un reticulo completo, para S C £, llamamos \/ S = sup,S y AS = inf,S. Un
x € L es compacto si para S C £ no vacio con z = \/ S existe F' C S finito con z = \/ F, y
es cocompacto si para S C £ no vacio con x = A S existe F C S finito con x = A F.

Un reticulo completo (£, <) cumple la ACC si y solo si todo « € L es compacto.

=] Seanz € Ly S C Lnovacioconz =V 5,3 = {\V F}rcs finito no vacio tiene un elemento
maximal \/ F con F C S finito, y queremos ver que z = \/ F. Sean ¢t € S arbitrario y
F' .= F'U{t}, entonces \/ F' < \/ I/, pero como \/ F’ € ¥y \/ F es maximal, \/ F = \/ F’,
de modo que t < \/ F'. Como t € S es arbitrario, \/ S < \/ F y por tantoz =\/ S =\ F.

<] Sean {sp}, C £ con cada s, < spq1y & =\, sn, como x es compacto, = \/}._; Sn,

para ciertos n; < -+ < n,, luego x = s, y, paran > n,, s,. < s, y por tanto, como s,
es maximal, s,, = sp.

Analogamente, (£, <) cumple la DCC si y solo si todo « € L es cocompacto.



2.2. Reticulos de ideales

Dado un anillo 4, (£(A),C) es un reticulo completo con supremo \/ S = > 5 = (IJS) e
infimo AS =[)S. I < A es compacto en (L(A),C) siy solo si es finitamente generado.

=] I =\,c,(x), porlo que existen x1,...,z, € I tales que I = \/;" (x;) = ({zi}],).
<] Sean I = (z1,...,2,) y S € L(A) no vacio con I = \/ S, para cada i, como z; € I,
existen Ji1,...,Jig; € Sy ain € Jix,- .., ik, € Ji, con x; = a;1 + -+ + ak,;, de modo
que todo elemento de I se puede expresar como combinacion lineal de los a;; y por tanto
I=V, Ji.
J J

Un anillo A es noetheriano si £(A) cumple la ACC, siy solo si todos sus ideales son finitamente
generados, y es artiniano si cumple la DCC. Ejemplos:

1. Si un anillo es noetheriano o artiniano, también lo es cualquier anillo cociente suyo.
El teorema de la correspondencia establece una biyeccion entre los ideales de A/I y los
de A que contienen a I que conserva la inclusion y por tanto las condiciones ACC y DCC.

2. Los anillos con una cantidad finita de ideales son noetherianos y artinianos, y en particular
lo son los cuerpos.
3. Los DIPs son noetherianos.

Todos sus ideales son finitamente generados.

4. Un anillo con un elemento cancelable y no invertible no es artiniano.
: 2 k
Sean A el anillo y 2 € A el elemento, () 2 (z%) 2 -2 (") D ....
5. Los dominios que no son cuerpos no son artinianos, y en particular los DIPs que no son
cuerpos son noetherianos pero no artinianos.
Por ser dominios todos los elementos no nulos son cancelables, y por no ser cuerpo hay
un elemento no nulo no invertible.
6. Los anillos de polinomios no son artinianos.

X es cancelable y no invertible.

7. Dado un anillo A no trivial, AN y A[X;, X, ...] no son noetherianos ni artinianos.
Para AN los I,, == {a | Yk > n,ay = 0} cumplen I} C I, € ... y los J, = {a |
Vk < n,ar, = 0} cumplen J; 2 Jp 2 .... Para A[X;, Xs,...] esto ocurre con los I, =

(X1,...,Xn) ylos J, = (X0, Xpa1,-..).

8. Si un anillo es un K-espacio vectorial de dimension finita en que todos los ideales son
subespacios vectoriales entonces es noetheriano y artiniano.

Si la dimension es d € N, una cadena estricta de ideales tiene a lo sumo d + 1 elementos.

9. Para todo cuerpo K, % es noetheriano y artiniano.
. . - = —n-1
Es un K-espacio vectorial con base 1, X, ... ,Xn

10. Que un anillo sea noetheriano o artiniano no implica que sus subanillos lo sean.

K[X;, X3, ...] no es noetheriano ni artiniano pero es subanillo de su cuerpo de fracciones.



2.3. Anillos noetherianos

Si A es noetheriano, todo X C A admite un Xy C X finito con (Xjy) = (X), pues (X) =
(b1,...,by,) con cada b; = Zf;l a;jz;; para ciertos a;; € Ay z;; € X y por tanto (X) =
(1‘11, sy Llgys e s Tmly - - ,Qjmkm).

Todo dominio noetheriano es un dominio de factorizacién. Demostracién: Supongamos
que D es noetheriano pero no es un DF, de modo que el conjunto S de elementos no nulos de
D que no se factorizan, es decir, que no estan en {upy - - pn }o 25" n €D drreducibles ) og vacio.
Entonces Q = {(a)}qcs tiene un maximal (a) con a € S, y como a no es nulo, invertible ni
irreducible, existen b, ¢ € D no asociados de a con a = be. Entonces (b), (¢) 2 (a) y por tanto
no estan en ), luego b,c ¢ S, y claramente b,c¢ # 0, de modo que b y ¢ se factorizan y por
tanto también lo hace a#.

Si A es noetheriano, todo ideal contiene un producto finito de ideales primos, y en particular
0 es un producto finito de ideales primos. Demostracion: De no ser asi, el conjunto 2 de ideales
que no contienen un producto finito de primos es no vacio y tiene un maximal I € 2. Como
I no es primo, existen a,b ¢ I con ab € I, luego I + (a), I+ (b) 2 T e I+ (a),I+ (b) ¢ Q,
con lo que existen P; I, Ay Q; Iy Acon P/ :=[[,P, CI+(a)y Q =][,Q:i €I+ (b).
Ahora bien, los elementos de P'Q’ son suma de elementos pgconp € PP C T+ (a) yqge Q' C
I+ (b), de modo que existen z,y € I y s,t € Aconp =2z +sayb=y+th, y entonces
pq = (x+sa)(y+1tb) = zy+ (tb)z+ (sa)y+ (st)(ad) € I, ya que ab € I, y por tanto P'Q" C I#.

Si A es noetheriano:
1. Todo ideal suyo contiene una potencia de su radical.

2. Si b€ A es cancelable y no unidad, (,,cy(b™) puede ser no trivial, pero no contiene
elementos cancelables.

3. A tiene una cantidad finita de primos minimales.

Teorema de la base de Hilbert: Un anillo A es noetheriano si y solo si lo es A[X], siy
solo si lo es cualquiera de los A[X7, ..., X,].

1 = 2] Probamos el contrarreciproco. Sea I < A[X] no finitamente generado, por induccién
y usando el buen orden de N definimos una secuencia {f;}3°2, C I donde cada f; es
un elemento de I\ (fi,..., fi—1) de grado minimo. Llamando n; al grado de f; y b; a
su coeficiente principal, (by) C (b1,b2) C (b1,b2,b3) C ... es una cadena ascendente
de ideales de A, y queda ver que los contenidos son estrictos. En efecto, si fuera by €
: k—1 .
(b1y...,bk—1), digamos by, = Zi:l a;b; para ciertos a; € A, comon; < ng < ..., podemos

tomar fj — Zf:_ll a; f; X" ™ queestden I\ (f1,..., fx—1) v tiene grado menor que ny#.
2 = 1] A= A[X]/(X) es noetheriano.

1 <= 3] Por induccién en [1 < 2].

Asi, si K es un cuerpo, los anillos de la forma K[X;, ..., X,]/I son noetherianos. Si A es un
subanillo noetheriano de B y by,...,b, € B, entonces A[by,...,b,] es noetheriano, pues la
evaluacion ¢, : A[Xy,...,X,] = A[b1,...,by] es un homomorfismo y por tanto Afby, ..., b,] =

A[X4,...,X,]/ ker ¢,. En particular los Z[/m] son noetherianos, aunque muchos no son DFUs.



Dados I <Ay S C A, llamamos (I :S)={a€ A|aSCI}.IC(I:S5),puesparazx €I,
xS CxzACI.

Dados I,J < A, X, Y C A, {Kx}xea C L(A) vy {Zx}rer CP(A):
1. (I: X)esel mayor L < A con LX C I.
2. 1CJ = (I:X)C(J:X).
3.XCY = (I:Y)C(I:X).

4 (I:X)=(I:(X))

5. (1:A) =1

6. (1:0)= A.

7 (A:X)=A

8. (I:X):Y)=(:X-Y)
9. (I:Uy2x) =Ny : Zy)

10. (1: 32, Kx) =Ny : Ky).

11 (Ny K 2 J) = Ny (K» 2 J).

Si X # (), lamamos anulador de X en A a annyg(X) = (0: X) ={a € A|aX =0}, y
entonces ann(X) = ann((X)), ann (U, Z») = (), ann(Zy) y ann (3, Kx) =), ann(Z)).

Teorema de Cohen: Un anillo es noetheriano si y sélo si todos sus ideales primos son
finitamente generados.

=] Obvio.

<= ] Probamos el contrarreciproco. Sean A no noetheriano y € el conjunto de ideales de A
no finitamente generados, la unién de una cadena de elementos de 2 estd en (). En
efecto, dada una cadena {Ix}xea C Q, si fuera |J, In = (a1,...,an), por ser {1y}, una
cadena existe un p € A con ai,...,a, € I, luego (a1,...,a,) C I, C (a1,...,an) €
I,, es finitamente generado.# Esto nos permite aplicar el lema de Zorn y obtener un
elemento maximal P de 2, y queda ver que P es primo. Supongamos que no lo fuera.
P # A, pues A = (1) es finitamente generado, luego existen a,b ¢ P con ab € P.
Entonces P C P + (a), luego P + (a) ¢ Q y existen py,...,pp € Py r1,...,7, € A con
P+ (a)=(p1+ria,...,pn+rna) = (p1,...,0n,a). Para la segunda igualdad:

C|] Cada p; +ria € (pi,a) C (p1,-..,Pn,a).
D] Claramente a € P + (a), y entonces cada p; = (p; + ria) — ria € P+ (a).
(P:(a))={ce A|cla) =(ca) C P} ={ce A|ac € P}, y entonces P C (P : (a))

va que ab € P pero b ¢ P. Por tanto (P : (a)) = (q1,---,¢m) para ciertos ¢, ..., g, con
cada g;a € P. Entonces P = (p1,...,Dn, q1G; . . ., Gm@):



C] Parax € P,z € P+ (a) = (p1,...,Pn,a), luego x = s1p1 + -+ + $ppn + ra para
ciertos s;,r € A, y como x € Py los p; € P, ra € Py por tanto ra € (P : (a)) =
(q1,---,Gm), con lo que r = t1¢1 + -+ + t;nqm para ciertos t; € Ay por tanto
T=81p1 4+ SuPn Fl1qra+ -+ ln@ma € (P1y - - - Py (10, - - -, G @).

D] Cada p; y cada g;a esta en P.
Con esto P es finitamente generado.#

Como teorema, un anillo A es noetheriano si y solo si lo es A[X], si y solo si lo es cualquiera
de los A[X;,...,X,].

1 = 2] Sea P <, A[X] y queremos ver que P es finitamente generado. Como la evaluacion
en 0 € : A[X] — A es suprayectiva, £(P) es un ideal de A y por tanto es finitamente
generado, digamos ¢(P) = (b1,...,b,) con cada b; = £(f;) para cierto f; € P. Si X € P
entonces P = (by,...,by, X).

C] Para f € P, f = gX + b para ciertos g € A[X] y b € e(P) = (b1,...,bn).
D] X € Pycadab; = f; — g;X para cierto g; € A[X], luego b; € P.

Si X ¢ P entonces P = (f1,..., fn)-

C] Sea g € P, queremos ver que existen (aij){g:!n € A[X] tales que, para j € N,
existe ¢ € P con f = aijfi +  + anjfa + 9 X7,y aij y ai; tienen los mismos
coeficientes hasta el de grado min{i,k} — 1. Para j = 0, tomamos los a;o = 0 y
g’ = g. Para j > 0, probado esto para j — 1, g = a1 y—1f1+ -+ @nr—1fn + g X'}
con g’ € P, pero como €(g’) € €(P), existen z; con €(g') = Y., z;b;, con lo que
ho =g — Y., z;f; estd en Py tiene término independiente 0, luego hg = hX con
h € Pyaque X ¢ Py P esprimo, y como ¢ =hX + > xifi, g = (a1,-1 +
XD i+ (@n,j—1 +2, X771 f,, +h X7 y hacemos los Qij = Qi 51 +ax; XL
Con esto, para i € {1,...,n} definimos ¢; € A[X] de modo que ¢ == a; kt1,k; ¥
entonces g = >, ¢; f;. En efecto, para el coeficiente de grado j,

(Zsz) chlkflj k*ZZazk-&-lkfl,] k=

=1 1=1 k=1 =1 k=1
n J n
=3 aijrnfijor = (aij1fi); =g
=1 k=1 =1

D] Todo f; € P.
2 = 1] A= A[X]/(X), que es noetheriano.

1 <= 3] Por induccion en [1 < 2].



2.4. Anillos artinianos
La dimensién de Krull de un anillo A es
dim A := KdimA :=sup{n e N|3P,...,P, <, A| P, ¢ --- C P,} € NU {0},
y se tiene SpecA = MaxSpecA <= dim A = 0.
=] Siexisten P,Q <, Acon P C @, P € SpecA\ MaxSpecA.

<= Si existe P € SpecA \ MaxSpecA, sabemos que P esta contenido (estrictamente) en un
maximal @, que debe ser primo, luego P C @ y dim A > 1.

Los DIPs que no son cuerpos tienen dimensiéon 1, pues el tnico primo que no es maximal es
(0) y, para b cancelable no invertible, (0) C (b). Dado un anillo artiniano A:

=

1. dimA =0.

Dado P <, A, A/P es un dominio por ser P primo y es artiniano por serlo A, pero los
dominios no cuerpos no son artinianos, luego A/ P es un cuerpo y por tanto P es maximal
y SpecA = MaxSpecA.

2. SpecA = MaxSpecA es finito.

Q= {NM}mcMaxspeca # 0, pues 0 # MaxSpecA C Q, con lo que tiene un minimal
I =MnN---NMeQconlos M; <, A. Para M <, A, MNI =MnNMN---NM, € Q
y por tanto M NI C I, conlo que I C M, pero My---My CMiN---NM,=1CM
y, como M es primo, algin M; C M, de modo que M; = M por ser M maximal y
MaxSpec(A4) = {M, ..., My}.

3. Jac(A) = Nil(A) es nilpotente.

J = Jac(A) = [ MaxSpec(A) = [ Spec(A) = Nil(A4). Como A es artiniano, la cadena
J D J?2D J%D ... seestabiliza en un cierto I = J", y queremos ver que I = 0. Si no lo
fuera, Q = {K < A| KI # 0} # (), pues A € Q, con lo que tiene un minimal K. Como
KI # 0, existe ¢ € K con I = (z)I # 0, luego (z) € Q y, como (z) C K, K = (x).
Ahora bien, I? = J?" = J" = I, luego 0 # xl = zI?> = (xI)I, con lo que zI € Q y
estd contenido en (z) y por tanto I = (z). En particular = € zI, luego existe y € I
con z = zy, y por induccién x = xy" para todo n € N, pues si x = zy"~! entonces
x = (vy)y" ! = xy™. Ahora bien, y € I C J = Nil(A), luego existe n con y™ = 0 y por
tanto x = xy™ = 0, pero xI # 0#.

4. 0 es producto finito de ideales maximales.

MaxSpec(A) es finito, digamos MaxSpec(A) = {My, ..., M,}, y entonces Jac(A) = M; N
-~ N M, = My---M, por ser los M; comaximales dos a dos, pero existe n € N con
Jac(A)" =0, luego 0 = M7 --- M.

r

Dado un anillo artiniano A, sean Spec(A) = {Mj,...,Mr} y n € N con Jac(A)" = 0,

o~ A A A s
A= rp X X g con cada AMF local y artiniano.




Capitulo 3

Mobdulos

Dado un anillo A, un médulo sobre A 0 A-médulo 4 M es una terna (M,+,-) donde
(M,4+) es un grupo abeliano y - : A x M — M es una operaciéon llamada producto por
escalares tal que para a,b € Ay m,n € M:

1. Im =m.

2. (ab)m = a(bm).

3. (a+b)m = am + bm.

4. a(m+n) = am + an.

Equivalentemente, el producto currificado es un homomorfismo de anillos A — End(M),

donde End(M) es el anillo de los endomorfismos del grupo abeliano M con la suma por
componentes y la composicion como producto.

Propiedades:
1. Om =0.
Im = (14 0)m = 1m + Om.
2. a0 = 0.
a0 = a(0 +0) = a0 + a0.
3. —(am) = (—a)m = a(—m).
am+ (—a)m = (a —a)m = 0m = 0, am + a(—m) = a(m —m) = a0 = 0.
Llamamos sMod a la clase de los modulos sobre A.
1. Dado un cuerpo K, la clase de espacios vectoriales sobre K es i Vect =g Mod.

2. La clase de grupos abelianos es GrAb =z Mod.

Un Z-moédulo es un grupo abeliano con un producto por escalares de Z y este producto
debe cumplir (a + 1)m = am + a y (—a)m = a(—m), por lo que se puede definir de una
y s6lo una forma.



3. Llamamos A-moédulo regular a 4 A.
4. Llamamos anulador de 4M en X C A aanny (X):={me M | Xm=0}.

5. Si {M;}icr es una familia de A-modulos, [],.; M; es un A-mo6dulo con las operaciones
componente a componente, y también lo es la suma directa (externa)

P M = {erMi

i€l i€l

{iel]|x #0} ﬁnito}.

6. Dados un conjunto I y un A-médulo M, llamamos M’ :=[[,., M y M) = P, M.
Llamamos A-médulo libre de rango n a 4 A™, que si A es un cuerpo es el espacio
vectorial A™.

3.1. Submoddulos

N C4 M es un submoédulo de 4M o un A-submédulo de M, N <, M, si es un
subgrupo de M cerrado para el producto por escalares, si y s6lo si 0 € N y N es cerrado para
combinaciones A-lineales, en cuyo caso N es un moédulo.

=] Obvio.

<= ] Claramente es cerrado para la suma y el producto, y también para el opuesto porque si
n € N entonces —n = (—1)n € N.

Llamamos L£(4M) al conjunto de A-submodulos de M ordenado por inclusiéon, que es un
reticulo en que el infimo es la interseccion y el supremo es la suma, definida para S C L(4 M)

oo e (e

NeF

FCSﬁnito,aNEN}.

Ejemplos:
1. Dado un cuerpo K, un K-submoédulo es un subespacio vectorial.
2. Un Z-submédulo es un subgrupo abeliano.

3. Todo médulo 4 M tiene al menos los submoédulos 0 y 4 M, y puede no haber mas.

775 1o tiene mas.
4. Los submodulos del modulo regular son los ideales, £L(4A) = L(A).

5. Si A es subanillo de B, B es un A-mo6dulo tomando como producto por escalares el
producto en B. En general £L(4B) # L(5B). Por ejemplo, Q solo tiene dos Q-submodulos
(sus ideales) pero tiene muchos Z-submodulos (sus subgrupos), y dados un anillo A y
neN, {f € A[X] | grf <n} es un submo6dulo de 4 A[X] pero no de 4px]A[X].

6. annp(X) <4 M,y en particular anns(X) < A.

7. @icr Mi <allie; M-



8 Para Il <Ay X Cy M, IX <4 M,y param e M, Im = {bm}pe; <a M.
9. Para SCAy N<4M,SN<4M,yparaa € A, aN = {an}p,en <a M.

Si N <4 M, M/N = {m = m + N}nen es un A-mo6dulo con la suma y el producto
heredados, el médulo cociente de M por N. Demostraciéon: Para m,m’,n,n’ e M yac A
conm-—m',n—n' €N, m+n=mFtn=m+n+(m —m+n'—n)=m/+n'=m/ +n'y
am = am = am + a(m’ —m) = am’ = am’, por lo que las operaciones estan bien definidas, y
es facil ver que se cumplen los axiomas de A-médulo.

1. Dado un cuerpo K, el médulo cociente de 'V por U <p V es el espacio vectorial cociente.

2. El modulo cociente de zG por H <z G es el grupo cociente.

3.2. Homomorfismos

Un homomorfismo de A-moédulos, A-homomorfismo o aplicaciéon A-lineal entre
AM y 4N es un homomorfismo de grupos abelianos f : M — N que conserva el producto
por escalares, y llamamos Hom 4 (M, N) al conjunto de los A-homomorfismos de M a N, que
es un grupo abeliano con la suma. El nticleo de un A-homomorfismo f es ker f := f~1(0).
Propiedades:

1. f es inyectivo si y sélo si ker f = 0.

=] f(x)=0=f(0) = z=0.
—] fla)=f(b) = fla—b)=0 = a—b=0.

2. SiM' <4 M, f(M') <4 N, y en particular f(M) <4 N.

f(M") contiene al 0 = f(0) y sus combinaciones A-lineales son la imagen de combinaciones
A-lineales en M’, que estan en M’'.

3. SiN' <4 N, f_l(N/) <a M.
f7L(N’) contiene al 0 = f~1(0), y si a1,...,a € Ay my,...,my € f~YN'), flaymi +
ot agme) = arf(ma) + - +agf(my) € N

4. La composicion de A-homomorfismos es un A-homomorfismo.

Un homomorfismo es un monomorfismo si es inyectivo, un epimorfismo si es suprayectivo
y un isomorfismo si es biyectivo. Se suele indicar un monomorfismo con una flecha «—» y
un epimorfismo con «—»».

Las proyecciones canénicas M — M /N son epimorfismos. Los inversos de isomorfismos son
isomorfismos, y se dice que los moédulos involucrados son isomorfos. En efecto, si f: M — N
es un A-isomorfismo, a € Ay n,n’ € N con imagenes por f~! m,m’ € M, f(m+m') = f(m)+
f(m') =n+n'yportanto f~ i (n+n")=m+m' = f~1(n)+ f~1(n),y flam) = af(m) = an
y por tanto f~!(an) = am = af~1(n).

1. En un cuerpo K, un K-homomorfismo es una aplicaciéon lineal.

2. Un Z-homomorfismo es un homomorfismo de grupos.



3. HomZ(ZQ, Zg) =0.

Que dos submoédulos de 4 M sean isomorfos no significa que lo sean los modulos cociente
de M entre ellos, ni al revés. Por ejemplo, si zM :=Z3 & Zg, K =Z3 D0, N =0DZg y

L

3.3.

=((0,6)), K = Lpero £ 2 v M =M pero K+ L2 N.

K+L — N

Si¢: M — M’ es un A-isomorfismo, para N <4 M, % = 4%\;).

Restriccion de escalares

Dado un homomorfismo de anillos f : A — B, cada B-mé6dulo M es un A-moédulo definiendo
am = f(a)m, lo que se conoce como restriccion de escalares. Entonces L(pM) C L(4 M)y
Homp(M,N) C Homa (M, N) y ambos son igualdades cuando f es suprayectivo. Demostra-
cion: Todo B-submodulo de M es un A-submoédulo, y todo B-homomorfismo h : M — N es
un A-homomorfismo ya que h(a-,prm) = h(f(a) ,pm) = f(a) - ;nh(m) =a-,nyh(m). Si fes
suprayectivoy S < g4M, parab€ By s € S, existe a € Acon f(a) =by bs= f(a)s =as € B,
ysih: M — N es un A-homomorfismo, es un homomorfismo de grupos abelianos y, para
be Byme M,seaa€ Acon f(a) =b, h(bm) = h(am) = ah(m) = bh(m).

Ejemplos:

1.

Si f es el tnico homomorfismo de anillos Z — A, la restriccion de escalares de un A-
modulo es el grupo abeliano subyacente, y la de un A-homomorfismo es el homomorfismo
de los grupos abelianos.

Sit: A< B es una inclusion, restringir escalares es limitarse a los escalares de A.

Homgx)(R[X], R[X]) ¢ Homg (R[X], R[X]).

La inclusién es por restriccion de escalares con la inclusion, y la derivada es un R-
homomorfismo (lleva 0 a 0 y conserva sumas y producto por escalares de R) pero no es
un R[X]-homomorfismo (no conserva producto por X).

Sil <A, 4Mod={M €4 Mod|IM = 0} por la biyeccion
(Ma+a') = (Ma+7 (a7m) Ham)?

L(a/1M) = L{aM)yHomy,;(M, N) = Homy (M, N). En particular los Z,-médulos son
grupos abelianos M con nM = 0, y si p es primo, los Z,-espacios vectoriales son grupos
abelianos con pM = 0.

/1M es un A-mo6dulo por restriccion de escalares en la proyeccion canénica A — A/
con am = am, IM = 0M = 0 y las igualdades se tienen porque la proyeccién canoénica
es suprayectiva. Si 4 M cumple IM = 0, el producto am = am esti bien definido y
convierte a M en un (A/I)-mo6dulo. Estos procesos son uno inverso del otro.

Si K es un cuerpo, gxjMod =[]y ¢, vees Endg (V) por la biyeccion
(‘/a -+, ) — ((Vv =+, ')a v = X’U),

y los K[X]-submoédulos de V' son sus K-subespacios vectoriales f-invariantes siendo
f(v) =vX, es decir, los W <V con f(W) C W. Decimos que V tiene estructura de



K[X]-m6dulo asociada al endomorfismo f, y para p € K[X], llamamos p(f) : V =V
ap(f)(v) =3, pif'(v).

Si V es un K[X]-moédulo, f es un K[X]-endomorfismo, y por restriccion de escalares
V es un K-modulo o K-espacio vectorial y f un K-endomorfismo (vectorial). Y si V
es un K-espacio vectorial y f un K-endomorfismo, el producto K[X] x V — V dado
por (3, riX%)v := 3,7 f*(v) hereda las propiedades del producto escalar (identidad
en el anillo, asociatividad y distributividad por ambos lados). Todas son obvias salvo la
asociatividad, pero

(o) (e o) = (L) () -

=S af | D i) quzm“ﬂ Zqu R (v
i J

i k=0

(S () (Z“ ))

Finalmente, estas operaciones son inversas una de la otra, pues parap € K[X],a € Ky
v € V, partiendo del K[X]-modulo, (3, ri X ) v =3 rifi(v) = >, nX'v= (3, rX)v
por asociatividad y distributividad del producto en el K[X]-mo6dulo, y partiendo del K-
espacio vectorial y endomorfismo, ax(xjv = af’(v) =ay (v— Xv)(v) = Xv = f(v).

Sean V' y W K-espacios vectoriales y f : V — V y g : V — V K-endomorfismos, un
K[X]-homomorfismo entre los K[X]-modulos asociados a (V, f) y (W, g) es precisamente
una aplicacion K-lineal ¢ : V. — W con ¢o f = go ¢.
3.4. Teoremas de isomorfia
Teorema de la correspondencia: Si N <4 M yp: M — M/N es la proyeccion canonica,
p:{K<aM|NCK}—{L<4M/N}

dada por p(K) := K/N = p(K) = {k 4+ N}rek es una biyeccion que conserva la inclusion, y

K+N

p(K) = —

Demostracion: Que conserve la inclusion es claro, y que
K<AMconNCKparaaeAykleKOE—i—i: +1,ak = ak € K/N, luego
K/N <4 M/N,ysi L <4 M/N,parané€ N,pn)=n=0¢€ L, conloque NCp (L), y
paraa € Ay k,l € p (L), k,l1 € Lyak=ak,k+1=Fk+1€ L, conlo que ak,k+1 € p~t(L).
Queda ver que p y L — p~!(L) son inversas una de la otra. Por teorfa de conjuntos, para
L C M/N, p(p~*(L)) = {p(k) € M | k € p~'(L)} = {p( ) € M | p(k) € L} = L, y para
K C M, p~Hp(K)) ={k € M | p(k) € p(K)} = {k € M |3k' € K : p(k) = p(k')} 2 K, y

e p(K) = p(K + N) también. Si




solo hay que ver que si K <4 M p~!(p(K)) C K. Pero si k € p~!(p(K)), existe ¥ € K con
p(k) =p(k’), luego p(k — k') =0y k—k'€e NCK,demodoque k=k + (k—k') € K
Teoremas de isomorfia:

1. Si f: M — N es un A-homomorfismo, % ~Imf.

N ==TImf <4 N, luego f : N — N’ es un homomorfismo suprayectivo. Sea entonces
f: M/ ker f — Imf dada por f(@) := f(a), que esta bien definida porque para k € ker f

es fla+k) = f(a) + f(k) = f(a), f(@) = f(a) =0 = a€kerf = @=0, luego f
es inyectiva y suprayectiva y por tanto un A-isomorfismo.

~ N+K

2. SIN, K <4 M, NmeT.
Sea p: M — M/K la proyeccion canénica, p(N) = %, luego f ==p|ny: N — N—;;K es
suprayectivay f(a) =0 < f € K, con lo que ker f = NN K y el resultado se obtiene
del primer teorema de isomorfia.

3. 8i N,K <4 M con N C K, {5 = 4L
Sea p: M — M/K la proyeccion canonica, como N C K = ker P, D: N — = dada por
p(a) == p(a) esta bien definida, es suprayectiva y su nticleo es N, yel resultado se obtiene
del primer teorema de isomorfia.

Una clase de isomorfia es una clase de equivalencia por la relacion «ser isomorfos».
Para I,J < A, si ? ~ A como A-modulos entonces I = J, pero esto no es valido si el
isomorfismo es de amllos

3.5. Sistemas generadores
Si X C4 M, llamamos A-submoé6dulo de M generado por X a
(X) =AX =min{N <, M | X C N} ={a1x1+ "+ anZn}acAasecx-

C] El conjunto de combinaciones A-lineales de elementos de X contiene a X y es un A-
submodulo de M, por lo que contiene al minimo de los A-submodulos que cumplen esto.

2] Por definicion todo A-submoédulo de M que contiene a X contiene a sus combinaciones
A-lineales, por lo que el conjunto de estas esta en el infimo y es en si un A-submoédulo
de M que contiene a X.

Claramente (§) =0y (z1,...,%,) = Ax1+- - -+ Az, y lamamos submodulo ciclico generado
porm €4 M a Am = (m) = ({m}).

Un conjunto o sistema generador de 4M esun X C M con (X) =M,y (M) =M.
AM es finitamente generado si admite un conjunto generador finito, y es ciclico si admite
uno unipuntual.

1. El A-modulo regular es ciclico, 44 = (1).

2. Un K-espacio vectorial es finitamente generado si y solo si es de dimension finita, y en-
tonces los generadores minimales son bases y tienen todos el mismo niimero de elementos.



3. No siempre los generadores minimales finitos tienen igual nimero de elementos.

Zyz, tiene generadores minimales {1} y {3,5}.
4. Si{X;}icr SP(M)y M =) ,(X;) entonces M = (U X;).

5. 81 f: M — N es un epimorfismo y M = (X), N = (f(X)), luego si M es finitamente
generado también lo es N, y en particular los cocientes de modulos finitamente generados
son finitamente generados.

6. En general los submodulos de modulos finitamente generados no son finitamente genera-
dos.

L(aA) = L(A), pero A = (1) y puede contener ideales no finitamente generados.

7. A[X] es un A[X]-modulo ciclico pero no es finitamente generado como A-modulo.
Si S C A[X] es finito, X™@*seserf+l ¢ AG vy A[X] # AS.

8. Q es ciclico como Q-moédulo pero no es finitamente generado como Z-modulo.

SiS C Qes finito y p € Z es un primo que no divide a los denominadores de los elementos
de S en forma irreducible, % ¢ ZS.

9. SIN< My % son finitamente generados, M es finitamente generado.
10. SIN, K <g M, NNK = (21,...,2,) y N+ K = (n1 + k1,...,ns + ks) con cada
n; € Nycadakj € K, N =(z1,...,2,n1,...,n5) y K = (x1,...,2r,k1,..., ks).

11. Dado un entero g > 2, Z { } = {i <z Q no es finitamente generado.

l }
q qa a€Z,neN
12. Los epimorfismos conservan los conjuntos generadores.

Lema de Nakayama: Dados oMy J < A con J C JacA:

1. Si M es finitamente generado y JM = M entonces M = 0. Esto no se cumple si
AM no es finitamente generado, pues por ejemplo Q visto como Z,)-médulo cumple

Jac(Z,(Q)) = Q.
2. Si M es finitamente generado, el anico N <4 M con M = JM + N es M.

3. Si (A,J,K) es un anillo local, £ es anulado por J (J C anna(+%)), luego es

un K-espacio vectorial. Si ademas M es finitamente generado, % es de dimensiéon

finita, y si KJ% = (mq,...,Mmy,) entonces AM = (mq,...,my).

3.6. Sumas directas

Sean {N;}ie;r C L(aM) y el homomorfismo de A-médulos ¢ : P
¢(m) =3, mi:

1. ¢ es suprayectiva si y solo si M = 3. N;.

icr Ni — M dado por



2. ¢ es inyectiva si y solo si los elementos de ) . N; tienen una expresion tnica como . n;
con cada n; € N; casi todos nulos, si y so6lo si Vi, N; N Zj# N; =0, en cuyo caso ), N;
es la suma directa interna de (IV;);, escrita €, N;, que es isomorfa con la suma directa
externa.

1 <= 2] Por definicion de ¢.

2 = 3] Sin; =}, ,;n;, por unicidad es n; = 0.

3 = 1] Paran €}, N; con ¢(n) =3 ;n; =0, parai € I, n; =—3,,;n; =0, luego
n=0.

3. M es la suma directa interna de los IV; si y sblo si ¢ es un isomorfismo, si y sélo si cada
elemento de M se escribe de forma tnica como ), m; con cada m; € M; y casi todos
nulos.

SINNN <y, M,M=N&N' < M=N+N ANNN’'=0,y entonces:

1. La proyecciéon p : M — N dada por p(x + a') := x para x € N y 2/ € N’ es un
homomorfismo suprayectivo con nicleo N’.

La unicidad garantiza que esté bien definida y el resto es trivial.

NM
2. N M,

Por el primer teorema de isomorfia en p.
3. M es finitamente generado si y solo si lo son N y N'.

= | Por ser isomorfos a espacios cociente del modulo finitamente generado M.

<= La union de un conjunto generador de N y uno de N’ es uno de M.

SiJDAy aM =@, Ms:
1. Dado un A-isomorfismo ¢ : M — N, N = @,; f(M;).
2. anny (J) = @,y annyy, (J).
3. anng (M) = (;c; anna (M;).

4. Si A es un DIP, I es finito y ann 4 (M;) = (b;) para cada i € I, entonces anny (M) =
(lemierb;).

N <4 M es un sumando directo de M si existe N <4 M con M = N @ N’ llamado
complemento directo de N en M, si y s6lo si la inclusion ¢ : N < M tiene un inverso por

la izquierda, es decir, un A-homomorfismo h: M — N con hot = 1y, que deja fijos los puntos
de N.

— ] La proyeccion p: M — N cumple por = 1y.

<] Sea N’ :=kerh, parax € NNN’', 0 = h(z) = h(v(z)) =z, y para x € M, x = h(x) +
(x—h(z)) con h(zx) € Ny x—h(x) € N' =kerh ya que h(x—(h(z))) = h(z)—h(z) = 0.



En general un submodulo de M no es isomorfo a un cociente de M ni al revés, pues el cociente
Zo = 7Z/27 no es isomorfo a un ideal de Z y Z <z Q no es isomorfo a un cociente de Q ya
que todo cociente de Q cumple que para cada z hay un y con x = y +y (y = 3) y esto no
ocurre en Z. Si M = EBZ-G 1 M;, cada M; es un sumando directo de M con complemento directo

Djen g M L .
AM es indescomponible si sus tnicos sumandos directos son 0y M.
1. Todo subespacio de un espacio vectorial tiene complementos directos (no nicos).
Si V <k V con K cuerpo, una base de W se completa a una de V y el subespacio

generado por los vectores que se anaden es un complemento directo de W en V.

2. Dada una familia {M;};,cr €4 Mod, podemos identificar cada M; con el submddulo de
[L; M; con entradas nulas en cada componente salvo la ¢ y entonces la familia (M;); es
independiente y su suma directa interna coincide con la suma directa externa.

3. Si I 4 A tiene un elemento cancelable (no invertible), I no es un sumando directo de 4 A.
En particular, si A es un dominio, 4 A es indescomponible.
Si tuviera complemento directo J, este seria no nulo por ser I propio, luego si b € I es
cancelable y ¢ € J\ {0}, 0 # bc € I N J#.

4. Sipy,...,pr € Z son primos distintos, n == [[;_, pi"* v ¢; = p;%, Ln =By iln.

Como ged{qi,...,¢-} =1, hay una identidad de Bézout ), a;q; = 1 y la suma de ideales
es Z,. Para ver que es directa, si ¢;a; = Zj# g;ja; entonces g;a; = nb + Zj# gja; en
Z para cierto b, y como p;"* divide a la parte derecha de la igualdad, debe dividir a la
izquierda y p;"* | g;a;, con lo que n = Hj p;”j | gia;, gia; = 0 y la suma es directa.

5. Un A-mddulo ciclico M # 0 es indescomponible si y sélo si los tinicos idempotentes de
A o
m son 0 y 1.

6. Si M € MaxSpec(4) y n € N* el A-mo6dulo % es indescomponible.

7.S1 Aesun DIP y a € A\ (A*U{0}), (‘% es indescomponible si y so6lo si a es asociado a
pt para ciertos p € A irreducible y t € N*,

8. Sie € A es idempotente, eM es sumando directo de M.

9. Si f: M — M es un A-endomorfismo idempotente, M = ker f @ Imf.

3.7. Moébdulos libres

Dados X = {m;}ic;r Ca M, el homomorfismo ¢ : AL — M dado por ¢(a) = o aimy
es suprayectivo si y solo si M = ), _; Am;, y es inyectivo si y solo si cada elemento de (X)
se expresa de forma tnica como ), a;m; con los a; € A casi todos nulos, si y solo si los
submodulos (Am;);er son independientes y para cadai € I y a € A\ {0} es am; # 0, en cuyo
caso (m;);es es linealmente independiente.

1 = 2] Si) ,a;m; =2, a;m; entonces ¢(a) =¢(a') y a =a'.



2 = 3] La expresion de elementos de (X) como ). n; con cada n; = a;m; € Am; es unica,
luego los Am; son independientes, y si hubiera a € A\ {0} e ¢ € I con am; = 0 habria
dos expresiones ) . a;m; para el 0#.

3 = 1] Si¢(a) =), a;m; =0, por lo primero cada a;m; = 0, y por lo segundo cada a; = 0,
luego a = 0.

Una familia {m;}icr C4 M es una base de M si es linealmente independiente y genera M,
siy solo si ¢ : AU) — M dado por ¢(a) = >, m; es biyectiva, si y solo si para cada m € M
existe una tnica eleccién de coeficientes a; € A casi todos nulos, llamados coordenadas de m
en la base, con m = ), a;m;. Un modulo es libre si tiene una base.

1. El modulo 0 es libre con base vacia.

2. Los AY) son libres con la base canénica (ei)icr, donde cada e; tiene un 1 en la entrada
¢y un 0 en el resto.

3. Todo espacio vectorial es libre, y las bases coinciden con los conjuntos linealmente inde-
pendientes maximales y los conjuntos generadores minimales.

4. A A[X] es libre con base (X™),en.
5. zZli] es libre con base {1,i}.

6. 7Q no es libre.

Para ¢, g €Q, bre — as% = 0, luego los conjuntos linealmente independientes son de un

elemento, pero estos no generan Q.

7. Si M es un grupo abeliano finito no nulo, zM no es libre.

No puede ser isomorfo a un Z).

8. Los epimorfismos conservan la independencia lineal.
9. Los isomorfismos conservan bases.

10. Un M <z Q es libre si y solo si es ciclico, si y solo si es finitamente generado.

11. Un anillo A es un cuerpo si y solo si todo A-médulo es libre.

AM es libre si y solo si es isomorfo a AU) para cierto I, en cuyo caso, si A # 0, todas las
bases tienen cardinal ||, llamado el rango de M o rgM. Demostracién: Si 4 M es libre con
base (m;)ier, hay un isomorfismo ¢ : AU — M, y reciprocamente, si hay tal isomorfismo,
M tiene la base resultante de llevar la base canonica de AY) a M por el isomorfismo. Si

A#0, existe J <y Ay JM <4 M, luego si M = JﬂM, los elementos de JM son sumas de
elementos de la forma jm = jm + JM = JM con j € J y m € M y por tanto JM = 0.
Pero un A-moédulo M con JM =0 es un %—m()dulo, luego M es un %—m(’)dulo y por tanto es

un %—espacio vectorial. Sea entonces (m;);c; una base de 4 M, {;}icr € M es un conjunto

generador, y es linealmente independiente. En efecto, si ). @;m; = 0 entonces z := Y. a;m; €
JM, luego =z = Z?zl bjr; con cada b; € J y cada x; € M vy, escribiendo cada ; como



> Cjimg, © = Zj Yo bjciim =, (Zj bjcji> m;, y por la independencia lineal de los m;,
cada a; = Zj bjcji € J y por tanto a; = 0. Haciendo esta operacion con dos bases distintas de

M con el mismo J se obtienen dos bases distintas del espacio vectorial JM que deben tener el
mismo cardinal.

Un A-moédulo libre es finitamente generado si y solo si tiene rango finito, es decir, si es
isomorfo a un A™.

— ] Sean S C4 M un generador finito de M, (b;)ie; una base de M y ¢ : A — M el
isomorfismo asociado a la base, si f(a) := {i € I : (¢~ (a)); # 0} entonces J := J, . f(a)
es finito, pero necesariamente J = I.

<= Obvio.

Todo moédulo es cociente de un moédulo libre de rango igual al cardinal de un generador del
modulo, pues si X es un generador de M existe un epimorfismo ¢ : AX) — M dado por
¢(a) =), azx y, por el primer teorema de isomorfia, % =~ M. En particular todo médulo
finitamente generado es cociente de un modulo libre de rango finito y todo A-médulo ciclico
es cociente de 4 A.

SiaL = L1®---®L; es una suma directa interna y cada L; es libre con base finita X;, L tiene
como base la concatenacion de las X; y rgl = rgly + - -+ + rgl;. Demostracion: Para ¢t <1
es obvio, y para t > 2 se ve por induccién. Para ¢ = 2, las uniones de conjuntos generadores
generan el submodulo suma, y queda ver que si {n1,...,n.} C L1 y {k1,...,ks} C Lo son
linealmente independientes, la unién, que es disjunta, es linealmente independiente. Pero si
(@ :=aini +---+an,)+ (b:=biki + -+ bsks) = 0 para ciertos a;,b; € A entonces a,b =0
por ser a € Ly y b € Lo, luego cada a;,b; = 0.

Sean (m;)i;c;r una base de aM y {n;}ic; Ca N, existe un tnico A-homomorfismo f :
M — N con cada f(m;) = n;. Demostracién: Existe un A-isomorfismo ¢ : AY) — M con
$(e;) = m; para cada e; de la base canénica y un A-homomorfismo 1 : AY) — N dado por
Ple;)) =ni, y f=1o¢ t: M — N es un A-homomorfismo con cada f(m;) = n;. Para la
unicidad, como {m;}; es un conjunto generador, dos A-homomorfismos que actten igual sobre
sus elementos son iguales.

3.8. Condiciones de cadena en médulos

AN € L(4M) es compacto si y sélo si es finitamente generado.

=] N =V ,cn(n), porloque existen ny,...,n € Ncon N = (n1)V---V(ng) = (n1,...,nk).
<] Sean N =: (z1,...,2,) vy S € L(aN) no vacio con N = \/ S, para cada 4, como z; € N,
existen Lj1,...,Lik, € Sy pi1 € Li1,...,pik;, € Lig, con x; = a;1 + - -+ + aix,, de modo
que todo elemento de NV se puede expresar como combinacion lineal de los a;; y por tanto

N =V, L.

g J

AN € L(4M) es finitamente cogenerado si es cocompacto.

AM es noetheriano si (£(4 M), C) cumple la ACC, si y sélo si todos sus submodulos son
finitamente generados, y es artiniano si cumple la DCC, si y s6lo si todos sus submodulos son
finitamente cogenerados, con lo que un anillo A es noetheriano o artiniano cuando lo es 4 A.



1. Un espacio vectorial es noetheriano si y so6lo si es artiniano, si y solo si es finitamente
generado, si y s6lo si es de dimensioén finita.

1 = 3] Por definicion.
3 = 4 = 1,2] Por algebra lineal.
2 = 4] Probamos el contrarreciproco. Si (v, )nen €s una familia de vectores linealmente
independiente y llamamos V;, := span{v.m, }m>n, V1 2 V2 2 V3 D ... viola la DCC.
2. zQ no es noetheriano ni artiniano.
CWEDEMEREH S

3.Si f: A — B es un homomorfismo de anillos y vemos a un gM como A-médulo por
restriccién de escalares sobre f, si 4 M es noetheriano o artiniano también lo es M. En
particular si A es cuerpoy 4M tiene dimension finita, g M es noetheriano y artiniano.
L(gM) C L(aM), por lo que si en L(4M) no hay cadenas de cierta forma, en L(pM)
tampoco.

4. En el grupo %, para n > 2,

1 01 n—1
-1
n n n n

admite como generadores unitarios los

en que la fracciéon es irreducible. Si p € Z es
primo, Zpe = {%}

p a€Z,neN
que no es finitamente generado pero todos sus subgrupos propios son ciclicos de la forma

(I> con n € N.

P

es un subgrupo de % que es artiniano pero no noetheriano, y

Zp~ es la unién de la cadena de subgrupos

1 1 1 1
0={5)S\-)S({=z)S|=5)&
p p p p
por lo que no es noetheriano. Si z/N < Zp~ contiene una cantidad infinita de elementos

p—ln, contiene a todos los miembros de la cadena y N = Zy,~, y en otro caso, sea n =

mzix{nEN:pIneN},N: (I>

o
C| Para pIm € N con la fracciéon irreducible, a es coprimo con p™ y por tanto (pim) =
I —a 1
(pn) C N,dedonde m <ny o € (pn).

D] Obvio.

Como todos sus subgrupos son los de esta cadena, Zy~ es artiniano, y no es finitamente
generado porque de serlo, como todos sus subgrupos propios lo son, seria noetheriano.



5. 3 =@, Zp~.
6. Si 4 M es noetheriano, todo A-endomorfismo suprayectivo en M es inyectivo.

7. Si 4M es artiniano, todo A-endomorfismo inyectivo en M es suprayectivo.

Una sucesién exacta corta es una expresion de la forma 0 — L LAMENS0enla que
L, M y N son A-modulos, cada flecha es un homomorfismo y el ntcleo de cada morfismo es la
imagen del que le precede, lo que equivale a que f sea un monomorfismo y g un epimorfismo
con Imf = kerg.

Toda sucesion exacta corta con término central M es isomorfa a una de la forma 0 —
K< MS % — 0, donde ¢ es la inclusion y 7 la proyeccion canénica. Demostraciéon: Dada

0—1L LMEN- 0, sea K := Imf, restringiendo f : L - K tenemos un isomorfismo que
nos permite cambiar L por K y f por ¢ ya que to f = f, y por el primer teorema de isomorfia
en g, % =~ N, por lo que cambiamos N por % y g por w ya que el isomorfismo de la prueba
del teorema de isomorfia es g : % — N dado por g(m) := g(m) y claramente gom = g.

Si N <4 M, M es noetheriano o artiniano si y sélo si lo son N y %

=] Si M es noetheriano o artiniano, como L(4N) C L(4M), también lo es N, y como la
biyeccion p : {K € L(aM) | N C K} — L(4aM/N) del teorema de correspondencia
conserva la inclusién, p~'(L(4M/N)) C L(4M) y también lo es 4.

<] Si P C @ son submodulos de M con PONN =QNNyP+N=Q+ N, para q € Q,
q € Q@+ N =P+ N y por tanto ¢ = p+ n para ciertos p € Pyn € N,y qg—p =
n€QNN=PNN C P,luego ¢ =(¢q—p)+p€ P yseconcluye P=@Q. Si Ny
% son noetherianos o artinianos respectivamente, sea (P, ), una cadena ascendente o

descendente de submoédulos de M, los P, N N y los w forman cadenas ascendentes

o descendentes de submodulos de N y % respectivamente, y por hipétesis ambas se

estabilizan a partir de un ng que podemos suponer comun, pero entonces, para n > ng,

P, CP,yicon P,ONN=FP,; 1NNy w = W,por loque P, = P11y M es

noetheriano o artiniano.

La suma directa finita de modulos noetherianos o artinianos es respectivamente noetheriana o
artiniana. En efecto, para n < 1 moédulos es obvio, para n = 2 se deduce de lo anterior y de
que, si M = N & K, K = 3 'y para n > 2 se hace induccién.

Dado un anillo A:

1. A es noetheriano o artiniano, respectivamente, si y solo si existe n > 0 con 4 A™ noethe-
riano o noetheriano, si y solo si todo A-moédulo finitamente generado es noetheriano o
artiniano.

1 = 3] Es facil ver que los submoédulos de 4 A™ son productos de submodulos de A,
que son ideales, pero si (My = I3 X -+ X Iin)r es una cadena ascendente de
submodulos de A", cada cadena ascendente (Ix;)x se estabiliza en un punto, que
podemos suponer comun, y (My)g se estabiliza. Entonces para 4M finitamente
generado existe un epimorfismo ¢ : A™ — M y las cadenas ascendentes de M
también se estabilizan.



3 = 2] Obvio.

2 = 1] Si A™ es noetheriano para cierto n > 0, sea (Ij); una cadena ascendente de
ideales de A, (Ij,0,...,0); es una cadena ascendente de submoddulos de A™ y por
tanto se estabiliza, luego (I)r también se estabiliza.

Para artinianos es analogo.

2. Dados un anillo A noetheriano o artiniano, respectivamente, y un homomorfismo f : A —
B tal que 4 B por restriccion de escalares es finitamente generado, entonces B es un anillo
noetheriano o artiniano.

Por lo anterior lo es 4B, pero L(pB) C L(4B).

Si A=Ay x---x A, es un producto de anillos, todo A-médulo es isomorfo a un producto
M X -+ x M,, donde cada M; es un A;-mé6dulo, y en particular L(4 M) = [, L(a,M;).
Lema de Artin: En un anillo A en que 0 es producto finito de ideales maximales, un
A-modulo es noetheriano si y solo si es artiniano. Demostracion: Si el nimero de ideales
que hay que multiplicar es n < 1, A es un cuerpo y sabemos que se cumple. Para n > 1,
por induccién, sean 0 = J;.J, donde cada J; es producto de menos de n maximales. Si por
A MMy, _ M Mk

ejemplo J; = Mj - -+ My, con los M; maximales, en -, 0 = ﬁ = A =g , ¥ como

J1 C M, para cada 1, 1511 I J% y, en %, 0 es producto de menos de n maximales y por tanto

un %—médulo es noetheriano si y solo si es artiniano, y analogamente para un “4--modulo.

T2
Dado sM, N = JiM es anulado por Jo y por tanto se puede ver como un %—médulo con
L(a/7,N) = L(aN) por restriccion de escalares, mientras que 4 = J]lv—g/[ es anulado por Jy y

se puede ver como un %—mc’)dulo con L(a,5,M/N) = L(aM/N). Entonces 4M es noetheriano
siy solosiloson 4M/N y 4N, siysolosiloson 4,5, M/Ny a7;5,N,siy solosison artinianos,
siy solo siloson AM/N y 4N, siy so6losi 4M es noetheriano.

Teorema de Akizuki:

1. Un anillo es artiniano si y s6lo si es noetheriano de dimensi6n 0.
=] Ya vimos que entonces es de dimension 0 y el 0 es producto finito de maximales,
luego es noetheriano por el lema de Artin.
<= Por ser noetheriano, 0 es producto finito de ideales primos, que son maximales por

ser de dimensién 0, luego el anillo es artiniano por el lema de Artin.

2. Un moédulo de un anillo artiniano es artiniano si y sélo si es noetheriano, si y soélo si es
finitamente generado.

1 <= 2] Por el argumento anterior el 0 es producto finito de maximales y aplica el lema
de Artin.

2 = 3] Por definicion.
3 = 1] Visto.

Un A-moédulo es de longitud finita si es noetheriano y artiniano. Un anillo A es artiniano si
y s6lo si todo A-modulo finitamente generado es de longitud finita.



3.9. Moébdulos y matrices

Sean m,n € N* y C,,, v C, las bases canonicas respectivas de los A-moédulos libres A™ y
A (f = Me,,c,(f)) : Homug(A™, A™) — Myxn(A) es un isomorfismo de A-moédulos con
inversa C' — v — Cwv. Demostracién: Sean C,, =: (e1,...,€,) ¥ Cmn = (f1,-.., fm), toda
f € Homa(A™, A™) viene dada por los valores que le asigna a los e;, que se pueden expresar
respecto a los f; dando lugar a M := Mg, ¢, (f) cuyas columnas son los f(e;), pero claramente
Me; es la i-ésima columna de M, y reciprocamente, si M € M, «n(A) y f viene dada por
f(v) == Mwv, las columnas de Mc,_ ¢, (f) son los Me; que son las columnas de M. Que es
un isomorfismo es claro tomando (b;; = >, arer — a;f;);; como base de Hom4 (A", A™) y
viendo que conserva combinaciones lineales de los b;;.

GLs(K) = {A € M (K) | det A # 0}. Dada C € M,,xn(A), lamamos A-médulo
asociado a C, M (C), a ﬁlm' B,C € M, xn(A) son equivalentes si existen P € GL,,(A)
y @ € GL,(A) con C = PBQ, en cuyo caso M(B) = M(C). Demostracién: Se tiene
PB = CQ7!, luego llamando fc : A" — A™ al homomorfismo fo(v) = Cv, fpo fp =
fc o fg-1. Definiendo el homomorfismo v : M(B) — M(C) como 9 (a) = fp(a), 1 esta bien
definido porque a € Imfp = fp(a) € Im(fp o f) = Im(fc o fo-1) = Imfc, pero el
homomorfismo ¢ : M (C) — M (B) dado por ¢(¢) :== fp-1(c) también esta bien definido porque
ce€lmfc = fp-1(c) € Im(fp-10 fo) =Im(fp-10 feco fo-1) =Im(fp),y ¢ =9~ "

Una operacion o transformaciéon elemental por filas o columnas en C € M, 5, (A)
consiste en intercambiar dos filas o columnas de C, multiplicar una por un « € A* o sumarle
a una otra multiplicada por un a € A.

AlgL

Llamamos matriz elemental de tamafno n a toda matriz obtenida al efectuar una opera-
cion elemental [...] en I,. [...] Si B se obtiene al realizar una operacion elemental por filas
en Ay E al realizar la misma en I,,,, entonces B = FEA. [...] Si B se obtiene de aplicar
una operacion elemental por columnas en A y F al aplicarla a I,,, entonces B = AFE. Asi,
realizar una serie de estas operaciones en una matriz equivale a multiplicarla por uno o
ambos lados por un producto de matrices elementales, el cual es invertible.

Las matrices elementales son las mismas por filas que por columnas. Si B,C' € M, xn,(A)
y C se puede obtener aplicando a B una cantidad finita de transformaciones elementales por
filas y por columnas, entonces B y C' son equivalentes, pues aplicar transformaciones por filas
y columnas a B equivale a multiplicarla a izquierda y derecha por matrices invertibles.



Capitulo 4

Mobdulos sobre DIPs

En adelante, salvo que se indique lo contrario, A es un DIP y P C A es un conjunto
irredundante de representantes salvo asociados de los elementos irreducibles o primos de A.
Por ejemplo, si A = Z, P podria ser el conjunto de primos positivos, y cuando A = K[X] con
K cuerpo, P podria ser el conjunto de polinomios moénicos irreducibles.

Como teorema, si G <4 F con F libre, entonces G es libre y rgG < rgF'. Demostracion
cuando F' tiene rango ﬁnitoﬂ Sean B = {x1,...,2,} una base de F y, para j € {0,...,n},

F; = g:l Ax;, tenemos una cadena estrictamente ascendente 0 = Fy C --- C F,, = F donde
Fj
Fj71
isomorfismo (por restricciéon de ¢ : A™ — F'), luego todo submoédulo de

= Ax; para j € {1,...,n}, pero el homomorfismo canénico A — Az;, a — az;, es un
Fj

Fj—1

ideal de A, que sera principal, y es pues nulo o un A-médulo libre de rango 1. Intersecando los

términos de esta cadena con G,0 = GNFy C GNFy C --- C GNF,, = G, y el homomorfismo f; :

) T Fj . . ) GﬁFj FJ
GNF; = F; — Jo tiene nicleo GNF;_1, por lo que hay un monomorfismo anE T T Y
GNF;

por tanto Az = 0 0o es un A-moédulo libre de rango 1. Tras eliminar términos repetidos de la
.
cadena, existen k; € {1,...,n}, k1 <--- <k, con0=GNF,, CGNF,, C---CGNF,, =G

y donde cada GGQQ% es un A-modulo libre de rango 1. Si ¢ = 0 hemos terminado. En otro
i—1
caso, sean H; .= GN Fy,, y1 un generador de H; y, para i € {2,...,n}, y; tal que y; + H;_1 sea

un generador de HHil , entonces (y1,...,y;) es base de H;. Para i = 1 esto es claro. Para i > 1,

por induccién, para m € H; existe a € A tal que, en HL;, ay; = my por tanto ay; —m € H;_q,

que por induccién se puede expresar univocamente como combinacion lineal de (y1,...,yi—1).

Asi, {y1,...,v:} es generador de Hj, y es linealmente independiente porque, al ser HHil = (%)

es isomorfo a un

de rango 1, ¢ : A — (g;) dado por ¢(a) := ay; es un isomorfismo y, sin € H;_1 ya € A
cumplen n+ay; =0, ay; = —n € H;_1 y ¢(a) =0, luego a = 0 y n = 0. Por tanto, para i = t,
H; = G tiene base (y1,...,yt)-

Todo epimorfismo de A-mo6dulos p : M — F con F libre tiene inverso por la derecha, un
f:F — Mconpof =1p,yentonces M =Imf@kerpy M = F xker p. Demostraciéon: Dada
una base X = {z;}ier de F, y parai € I, m; € M con p(m;) = x;, existe un tnico f: F — M
con f(z;) = m; para cada i, luego el homomorfismo p o f es la identidad sobre los elementos

IDemostracién general en Algebra de Thomas W. Hungerfor, IV.6.1, que usa propiedades de los ntimeros
ordinales.



de X y por tanto sobre todos los de F. Para la descomposicion, Imf N kerp = 0 porque sus
elementos son de la forma f(z) con z € F'y p(f(x)) =0, pero p(f(z)) =z, e Imf + kerp =M
porque, para m € M, m = m — f(p(m)) + £(p(m)) con £(p(m)) € Imf y m — f(p(m)) € kerp
ya que p(m — f(p(m))) = p(m) — p(m) = 0. Finalmente, como f es inyectiva, su restriccion a
la imagen es un isomorfismo e Imf = F.

4.1. Submoédulos de torsion

Un z €4 M es un elemento de torsion si anny(z) # 0, y es un elemento de p-torsiéon
para cierto p € P si existe t € N con anny(x) = (p'), si y solo si existe s € N con p*z = 0.
Llamamos submédulo de torsion de 4 M a

t(M) :={x € M |z es de torsion} <4 M.

En efecto, para a € Ay x,y € t(M), sean b € anna(z) \ 0y ¢ € anna(y) \ 0, entonces
be(x —y) =bex —bcy =0—0=0, luego 0 # bec € anng(z —y) y x —y € t(M), y como abx =0
y ab # 0, ax € t(M).

Para p € P, llamamos subgrupo de p-torsién de 4 M a

M(p) =={x € M | x es de p-torsion} <4 M.

En efecto, para a € Ay z,y € M(p), existe s € N con p*z = p*y = 0 y entonces ap*x = 0y
p(z+y)=0.

Para oM, t(M) = @,cp M(p). Demostracion: Claramente >, M(p) <a t(M). Para
ver que la suma es directa, seang € Py z € M(q)ﬂzpep\{q} M (p), existen s € N con ¢°z = 0,
una descomposicion ¢ = x1+- - -+x, con cada x; € M(p;) para cierto p; € P\{q} y, para cada i,
t; € Ncon pliz; = 0, conlo quesia = ITi_, pii, ax = 0, pero ged{q*,a} = 1, por lo que hay una
identidad de Bézout ¢*b+ac =1 y por tanto z = lax = ¢°bx + acx = 0. Queda ver que t(M) C
> pep M(p). Seax € t(M)\0, anna (2) <A, pero como A es un DIP existen (b) € A\ (4" U{0})

con ann4(x) = (b) y una factorizacion en irreducibles b = up' - --pir con u € A*, los p; € P
irreducibles distintos y los ¢; > 0, y queremos ver que x € Y _._; M(p;) C ZpEP M(p).Sir =1,
1

x € M(p;) y hemos terminado. Si 7 > 1, por induccién, como ged{p}* ---p,” 7}, plr} = 1, existe
una identidad de Bézout pﬁl e pff:llb +plre=1lyz= p’il e pff:f bx + plrcx, donde el primer
sumando es anulado por pir y por tanto esta en M (p,) y el segundo es anulado por ptl1 e pff_’f
y por tanto esta en Y ._, M(p;).

Si aM # 0 es finitamente generado, existen pi,...,p, € P, univocamente determinados
salvo permutacion, tales que t(M) = @,_, M (p;) y cada M (p;) # 0. Demostracién: Como A
es noetheriano, M es noetheriano y ¢(M) es finitamente generado. Como t(M) = @,cp M (p)
es finitamente generado, digamos por {z1, ..., s}, entendiendo la suma directa como externa,
como cada z; tiene una cantidad finita de elementos no nulos, (x1,...,xs) tiene una cantidad
finita de indices no nulos y casi todo M(p) = 0, luego t(M) = @)_, M(p;) para ciertos p;. La
unicidad se sigue de que los p; deben ser justo aquellos con M (p;) # 0.

AM es de torsion si M = t(M), y es de p-torsién para un p € P si M = M (p).

Si G es un grupo abeliano, es finitamente generado de torsion si y solo si es finito, y para
p primo positivo, es de p-torsion finitamente generado si y solo si es finito y p”* M = 0 para
cierto m > 0.



SipeP,neNy M= ﬁ, para k € {0,...,n — 1} es anny (p*) = (lz;;;) y para
k> n es annp (pF) = M, y annps(p) es un %—espacio vectorial de dimension 1.

Si @ es el cuerpo de fracciones de A y N <4 @ es no nulo, % es un A-modulo de
torsion.

Dado un A-homomorfismo f : M — N, f(t(M)) C ¢(N), y la inclusiéon puede ser
estricta incluso cuando f es un monomorfismo o un epimorfismo.

4.2. Parte libre de torsion

AF es libre de torsion si ¢(F) = 0. Llamamos parte libre de torsiéon de 4M a t(—%),
que es libre de torsion. Demostracion: Queremos ver que, para T € % \ 0 es anny (z) = 0.

Sean entonces x € M con anna(T) #0y a € A\ 0 con aT = 0, entonces ax € t(M) y existe
be A\ O con bax =0, luego x € t(M) y T = 0.

Todo A-médulo libre es libre de torsion, pues es isomorfo a un A y, si hubiera un a € A
yun v € A con av = 0, como estamos en un dominio, a =0 o v = 0.

Como teorema:

1. Un A-moédulo es finitamente generado y libre de torsion si y solo si es libre de rango

finito.
— ] Para oF =0 es obvio. Si 4 F # 0, sean X = {x1,...,2,} un generador finito de F'
y S ={z1,...,21} con k < n un subconjunto linealmente independiente maximal,
G = (x1,...,2k) <a F es libre con base S. g es finitamente generado, y queremos
ver que es de torsion. Para x € X\ .S, SU{x} no es linealmente independiente, luego
existen ay,...,ax,a € A no todos nulos con a1z + - - - 4+ apxr = ax, lo que implica

que a # 0y quear € (X) =G, luegoaZ =0cona #0yZT € t(g) Entonces,
como g =(X) = (z1,...,7,) = (0,.. G,M,...,E) = (X\9), X C t(g) y
£ =t(£). Por tanto, para i € {k +1,...,n} existe a; € A\ 0 con a;7; = 0, luego
r = apy1---an # 0 cumple rx € G para todo x € X y por tanto rF C G, pero
F—rF dada por z — rz es un A-isomorfismo ya que es un epimorfismo y, como r
es libre de torsion, z # 0 = rz # 0. Entonces, como G es libre y rF <4 G, rF es

libre y por tanto F' también con rgF' < rgG = k.

<= Es libre de torsién por ser libre y es finitamente generado por ser de rango finito.

2. Todo s M finitamente generado admite una descomposicion en suma directa interna M =
t(M) & L con 4L libre de rango finito.

% es finitamente generado y libre de torsion, y por el apartado anterior es libre de
rango finito, luego la proyeccion canoénica p : M —» % tiene inversa por la derecha

O g )—>My51L Ima%%,M:kerp@lma:t(M)EBFconFlibrederango
finito.

3. Si 4F es libre de rango finito, |S| = rgF para todo S C F linealmente independiente
maximal.



S es finito porque, de no serlo, G := () serfa un submoédulo libre de rango infinito de uno
de rango finito, y como g es finitamente generado con un cierto generador {1, ...,7s},
X =SU{y1,...,ys} es un generador finito de F' en que S es linealmente independiente
maximal. Entonces, por un argumento como el del primer apartado, existe r € F' con
rF <y G <4 FyrF2=F, perocomo G es libre, rF = F también y rgF’ < rgG, y como
ahora F es libre, rgG < rgF, luego rgF = rgG = |S|.

Sean T la clase de A-moédulos de torsion y F la de A-modulos libres de torsion:
1. Si N <4 M y tanto N como % estdn en una de las clases, entonces M también.
2. Si N <4 M €T entonces N, % € T, pero esto no se cumple para F.

3. Si K,N <4 My K+ N esta en una de las clases, K y N estan también en la misma.

4. S1 K,N <4 M con K,N € T entonces K + N € T, pero esto no se cumple para F.

4.3. Modulos finitamente generados de p-torsién sobre un

DIP

En un anillo conmutativo unitario A arbitrario, N <4 M es un submédulo esencial de
M siVL <4 M,(L#0 = LNN #0), y un monomorfismo de A-moédulos f: L — M es un
monomorfismo esencial si su imagen es un submodulo esencial de M.

Si A es un anillo conmutativo unitario arbitrario:

1. Si N <4 M, un pseudocomplemento de N en M es un elemento maximal X de
Cn(M) :={L <4 M :LNN =0} por inclusiéon, que siempre existe. El homomorfismo
M

T . . - .
f i+ N <= M — 5 es un monomorfismo esencial, y es un isomorfismo si y sélo si X es
complemento directo de N en M.
La existencia es por el lema de Zorn.
2. Si A es un dominio, los ideales (A-submoddulos) esenciales de A son precisamente los
ideales no nulos.

3. Si A es un dominio, 4 F' es libre y N <4 F' contiene un subconjunto linealmente inde-
pendiente maximal de F' entonces N es un submodulo esencial de F.

AM es finitamente generado de p-torsiéon para cierto p € P, existen r >0y 0<ny <--- < mn,

Unicos tales que M = ﬁ O D ﬁ~
Demostracion: El enunciado se puede reescribir cambiando 0 < n; < --- < n, por
ny > -+ >mn. > 0. Sea X = {x1,...,2;} un generador de M, para la existencia hacemos

induccién en k.

» Sik=1, M = (z1) y, como x; es de p-torsion, existe n > 0 con anny(x;) = (p™), luego
(;%) = m & (x1) = M por el primer teorema de isomorfia sobre a — ax;.



= Sik > 1,sean; >0 minimo con p™x; = 0 para todo i, entonces p™ M = 0 # p™~' M,
y podemos suponer p™t~txy # 0. Sean ahora Z un pseudocomplemento de (x1) en M y
fi(e) oMM 2 un monomorfismo esencial, p™ & = {p"m} ez =0y p™ 7! fzy) =
fm=tar) #0.

Supongamos (y1 = f(21)) € 2. Sean £ € M\ (y1) y k == min{i € N* | p’¢ € (y1)}, que
existe porque p™t¢ = 0 € (y;), entonces p*¢ € (y1) y p* 1€ ¢ (y1), luego z = pF~1¢ €
M\ (y1) cumple pz € (y1) y existe a € A con pz = ay;. En la factorizacion a =: p'b con
t € Ny ptb, se tiene t > 0. En efecto, si no lo fuera serfa pz = bx con b y p coprimos,
pero como p”1 M —, M se puede ver como un (TAl)—modulo y entonces b = b+ (p™) es

unidad de 75 ﬂl y (1) = (by1), y por la correspondencia, (y1) = (by), con lo que existe a
tal que aby; = y; y como p"~ly; = p" " laby; # 0es p"z = p" by # 0, pero p" M = 0#.
Por tanto t > 0, luego pz = p'by; v p(z — p'~tby1) = 0. Sea entonces y' :== z — p'~tbyy,
y' ¢ (y1) porque z ¢ (y1) v py’ = 0, pero entonces % — (y') dado por a + (p) — ay’
es un isomorfismo de A-moédulos y los tnicos submodulos de (y') son 0 e (y'), pero (y1)
es esencial por ser la imagen de un monomorfismo esencial, luego (y1) N (y') # 0 y por
tanto (y1) N (y') = (') e (') C (y1), pero y' & (y1)#. Por tanto 5 = (y1).

Con esto f es un isomorfismo y M = (z1) ® Z = ﬁ & Z, pero entonces Z = EVeZz _

CH
%7 que es un A-modulo generado por {Z3,..., T}, y por hipotesis de induccion, Z =
@sz)®"'@ﬁ con ng > -+ >n, > 0y se tiene ny = min{s € N* | p°Z = 0}, pero
pMZ CpmM =0, luego ni > na.

Para la unicidad, si M = (pnl) ®- @(pnr) o~ (pml)@ @(pms) conr,s >0, TO <n <---<n,
~ A M ~mMmr A~ (A
yO0<m < <my, M = (pm) X oee X (p,w) Y our = Dic1 gy = ((p)) , y analogamente

S
M A A ; A
o = <(p)) , pero como (p) es maximal, {py €S un cuerpo y los isomorfismos son entre )

R

espacios vectoriales, luego » = s por la unicidad de la dimensién entre espacios vectoriales.
Entonces n; es el minimo j > 0 tal que p’ M admite una descomposicién en menos de r
sumandos y mq también, luego ny = my. Por induccién en 7:

= Si r =1 hemos terminado.
» Sir>1,p"M =@, (pnl) = @ ,,Ll) y del mismo modo p™ M = P, ﬁ, y
tomando el minimo ¢ con ny > nyy el minimo ¢’ con ny > nq, por hipotesis de induccion,

(ni —n1)i>t = (Mj —ma);>p, con lo que ¢ = t' y hay exactamente ¢ — 1 apariciones de
(Tl?l) y de (P’iﬁl)’ pero ny = myq, luego al final cada n; = m;.

4.4. Mobdulos finitamente generados sobre un DIP

Como teorema, si 4 M # 0 es finitamente generado, existen un tnico r € N, el rango libre

s 1 n . Nk o e
de torsién de M, y una familia p**,... ,p; ™, ... ,Dp*,...p, * de divisores elementales
de M, tnica salvo asociados y orden de los p;, con los p; irreducibles no asociados dos a dos y

0 <niy <--- < nyy, para cada i, de forma que

M= AT@@@ nu

11‘]1Z



lo que llamamos la descomposiciéon indescomponible de M.

Demostracion: M = (M) & % con % libre de rango finito r, con lo que M =
A" @t(M). Ahora bien, existen irreducibles distintos p1,...,pr € P con t(M) = M(p1) @@
M (pr) y cada M(p;) # 0, pero como cada M (p;) es finitamente generado de p;-torsiéon existen

0 <mniy <--- < ny, con M(p;) @;il ﬁ Para la unicidad, si hay otra descomposicién

M= AS® @z 1 @ m”) de la misma forma, donde podemos suponer que los ¢; € P, la
parte libre de torsiéon de la suma es isomorfa a A® y por tanto t(M =~ A® y la parte de torsion
isomorfa al sumando derechoy a t(M) = M(p1)®--- &M (pr) = M(q1)®---DdM(q;), luego por
unicidad queda {p1,...,pt} = {q1,-..,q}, k =y, reordenando, cada p; = ¢;.Entonces, como
cada M(p;) es de p;-torsion, por la proposicion anterior es (11, ..., Nir,) = (M1, ..., My, ).

Si 4M es finitamente generado, existe una descomposiciéon M = L & @5:1 @;:1 M;; co-
mo suma directa interna con L libre de rango igual al rango libre de torsion de M y cada
siendo los pr-”" los divisores elementales de M. En efecto, por el teorema hay un

A
Y ey
isomorfismo ¢ : A" @ @1 1 EBJ 1 n,]) — M y basta tomar L = ¢(A") y M;; = (;S(ﬁ).

Como teorema, si 4 M # 0 es finitamente generado, existe un tnico » € N* y una tnica
secuencia dy,...,d; € A\ (A* U{0}) de factores invariantes de M, tunica salvo asociados,

tal que dy |-+ |di y
NAT' : A
M= Py
j=1 "

y de hecho r es el rango libre de torsion de A y si (p:b” )Effz son los divisores elementales

~

de M, t :=miéx;r; y cada d; = Hzp:“ i tomando n” = 0 paraj < 0. Demostraci(’)n

Claramented1|---|dty,como(:i%i@zﬁ @] 1(d) @11@ pL . Para la

unicidad, la de 7 es como en el teorema anterior, y para la del sumando derecho queremos ver

que toda descomposicion t(M) = @, (TA_) conlos 0; ¢ A*U{0} y 01 |---| 6y cumple t = u
J

y (TA) = (d—A), y entonces §; y d; seran asociados Cada dy, debe ser suma de submodulos de los

ﬁ, pero estos submodulos son de la forma ( =y para ciertos z, por lo que finalmente 9; debe
ser de la forma p;"' ~~pk ’ para ciertos my;, y claramente para cada i es 0 < m;; < -+ <

M, Por el teorema chino de los restos, % = @le (%”) y por tanto t(M) = @ij TAM')’
7 p; ’ i

lo que tras eliminar los sumandos nulos y reordenar debe coincidir con la descomposicion

indescomponible de ¢(M), lo que junto a que 0 < m;; < --- < my;, determina los m,; y por

tanto los 6; salvo asociados.

Asi, si 4 M # 0 es finitamente generado, se puede expresar como suma directa interna de la
forma L& @2:1 M; con L libre de rango igual al rango libre de torsiéon de M y cada M; = ((’2),
siendo los d; los factores invariantes de M.

Teoremas de estructura de los grupos abelianos finitos: Si M es un grupo abeliano

finito:

1. Existen ntimeros primos 1 < p; < .-+ < pg y enteros 0 < n;; < --- < nye, para
ie{1,...,k}, tnicos, con M = @'_, DL Z,mi-

2. Existen enteros 1 < dj | --- | d; tinicos con M = @;:1 Zq



GyA

Un grupo ciclico {a),, es indescomponible si y sélo si tiene orden potencia de primo.

Dado un grupo G, llamamos exponente o periodo de G, Exp(G), al menor n € N*
tal que Vg € G, g™ = 1, 0 a oo si este no existe. [...]

Si un grupo es finito tiene periodo finito, y si tiene periodo finito es periddico. Los
reciprocos no se cumplen. Todo p-grupo es periodico, pero no necesariamente finito. |...]

Si A es un grupo abeliano, B< A, a€ A,neNyna=0,en A/Bes |a+ B|| |a|. En
general estos ordenes no coinciden. |...|

Dados dos grupos abelianos finitos A y B, una descomposiciéon por suma directa de A y
una de B son semejantes si existe una biyeccion entre los subgrupos en la descomposicion
de A y la de B que a cada subgrupo de A le asocia uno de B isomorfo. [...]

Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si y sélo si tienen descomposiciones primarias
semejantes, si y so6lo si tienen descomposiciones invariantes semejantes, si y s6lo si tienen
la misma lista de divisores elementales, si y so6lo si tienen la misma lista de factores
invariantes. [...]

4.5. Modulos de torsion finitamente generados

Si 4 M es finitamente generado de torsion, llamamos divisores irreducibles de M a los
p € P con M(p) =0. Si ademas M # 0 y sus factores invariantes son dy | --- | dy:

1. anny (M) = (dy).

C] Para a € anns (M), como ﬁ es isomorfo a un sumando directo de M, a(d—Af) =0,

pero agity = 564 — 0y por tanto (a) + (do) € (d:) y a € (d).

O] M= @;:1 ﬁ y, como cada d; | d¢, diM = 0, luego (d;) C anny(M).

2. Un p € P es divisor irreducible de M si y so6lo si lo es de dy, si'y solo si existe z € M \ {0}
con pr = 0.

1 < 2] Si (p”)}ffglz‘ son los divisores elementales de M, d; = p| " ~-~pzk"’“, luego

los divisores irreducibles son los irreducibles de la factorizacién irreducible de d;.

1

1 = 3] Si M(p) #0,sea z€ M(p)\{0} con anns(z) = (p°) y s minimo, s > 0 ya que
de lo contrario serfa (p*) = Ay 2 =12 =0,y 2 := p* 'z € M \ {0} cumple pz = 0.

3 = 1] ze€ M(p) #0.

Asi, si M es un grupo abeliano finito, los divisores irreducibles de M son los p > 0 que dividen
a |M|.

Sean 4M # 0 finitamente generado de torsion, p un divisor irreducible de M y M (p) =
@;':Oﬁ con0<ng <. <my:

1. 0 # anny(p;) € annp(p7) C --- Cannpy(pf) C .. ..

2. {s € N* | annyp(p®) = annp (p*T1)} = {s e N* | s > n,.}.



D] Para s > n,, M(p) C annps(p™) C annps(p®) € M(p) y annyy (p®) = annyy (ps+1) =
M(p).

C] Sea X el conjunto de la izquierda, queremos ver que si s € X entonces s+ 1 € X,
de modo que si fuera s < n,, por induccién serfa annys(p®) = annps (p"™) = M (p)#.
Sabemos que anny; (ps*1) C annys (p*+2), y si @ € anny (p*+2), p*ti(pz) = 0 y por
tanto pz € annps(p*t1) = annyy (p®), luego p*Tlo = p*(pr) = 0y = € anny (p*+1).

3. M(p) = annps(p™).

1< i< ..

Sean (qr”)}ggggl los divisores elementales de M con p = ¢, y por tanto r = r; y
— I . k Mir; A

n; = mu;, hay un isomorfismo ¢ : P;_; @,-; @ M, pero

Ny A
X :=ann_, EB;:P ¢(pnr):@ :

by o
(a; )

va que, si i # 1, ann. 4 (p") = 0 al ser p™ + (¢7) una unidad de (;%), de modo que
[H h

n ~ A
anny (p"") = ¢(X) = ¢ @ —— | =M(p).
= (™)
Sean oM ## 0 finitamente generado de torsion, p € P un divisor irreducible de M y, para
h € N*, juy, el namero de divisores elementales de M iguales a p":

h
1. Para h € N*, %}55_1) es un %—espacio vectorial.

Como p es primo en un DIP, (p) es maximal, luego % es un cuerpo, y el resultado se

annp (p")

sigue de que p anula a anmn (P17

2. Para h € N*, si §p, :== dimﬁ %, ph = Op — Opi1-
Sea n = min{s > 0 | annp(p®) = anny (p**1)}. Para h > n, u, = 0y, como
annj(p*~1) = annyy (p*) = annys (p*h), On = Sy
Sea ahora h < n. Si {p = p1,...,pr} son los divisores irreducibles (distintos) de M,
entonces anny(p") = @?:1 annM(pi)(ph). En efecto, si x € annnj\/[(pi)(ph)7 phz = 0 en
M (p;) y por tanto en M,y si x € annys(p"), si z = 21 + --- + 21, con cada z; € M (p;),
entonces 0 = p"z = plxy + -+ + pxy v cada pta; = 0, luego = € @le annM(pi)(ph).
Pero para i > 1, si @ € annp(,,)(p"), p"z = 0,z € M(p) y v € M(p) N M(p;) = 0,
luego annM(pi)(ph) =0y queda anny, (p") = ann g (p) (p"), con lo que podemos suponer
M = M(p).
Para h € {1,...,n}, como

M= 6_5 (o) =ve(em) = e(gm) -




se tiene

a0 () o () - ()

annp (p" ")
anng (pn—P—1)

El sumando directo M" se cancela en y cada

(pi,) Hhi ) ) .
((ph+i)> - < (pl) Hhti N A\ Hhti

(pi+1) Hh+i p2+1 p ’
((p"“)) ( ) ®)

(A) phtht1t ot
(p)

annps (p" ") ~
annp (pn—P-1) —

ph = 0p — Opg1-

con lo que y 0n = >, pi, de donde se obtiene

Sean A un anillo arbitrario, 0 = M M, € --- C M, una cadena de A-moédulos y, para

i€ {l,...,n}, X; C M, tal que MM" (X;), entonces M, = (U, X;). Demostracion: Si

Mcl) es un isomorfismo y ya estaria. Si

|| N

n = 0 es obvio. Si n = 1, la proyeccién canénica M; —
n > 1, probado esto para n — 1, para x € M,, T € 11 se escribe como T = ZyGX ayy con

los a, € A casi todos nulos, de modo que 2’ =z —37 _ ayy € M1y, como z’ € (U2, ' X)),
x € (U;L:l X,L)

Como teorema, si oM es finitamente generado de torsiéon, p es un divisor irreducible de
M, n=min{s € N* | anny(p*) = annp (p*™")} y (Fr)7_, es una familia de subconjuntos de
M (p) tal que cada Fy, C anny/(p") y cada Fy, UpFyyq U---Up" "F, es una unién disjunta

annps (p") A

e induce una base de como “-espacio vectorial:
qu uce u annps (ph—1) (p) P

L Vo e UL, Fr, Az = 5y <= 2 € F).

Ax = (p—f}b) si y solo si ann4(z) = p”. Ahora bien, si € Fj, C annp/(p"), p" € anna(x)
y (p") C anny(z), pero si @ € anny(z), tomando a = psb con s € Ny btp,sifuera

annM(p -
annys (ph—s-1)?

bpsz =az = 0, se tiene b= 0y b € (p)#, de modo que s > h, a € (p") y anny(z) C (p").

2. M(p) = @Z:1 @mth Az
0 = annps(p®) C annys(pt) C -+ C annp(p") = M(p), y si Xp == Fp UpFp U--- U
JR— h
p"~"F,, cada X}, genera m y X =, _, X» genera M(p), pero X C (U, F;) =

annp (ph—1)
P > wer, Az y por tanto M(p) = Sony vcr, Ar. Para ver que la suma es directa,
sin =1, M(p) = annp(p) es un espacio vectorial con base F; ya que la proyeccion

anna (p)
annjs (1)

-1 1 _
Sl 12%5 azx = 0, erF aggx = -3, ver, @aT € (UnZ1 Frn) C annp(p" b,

annyz (p™)
pero };‘n ;nduce una base del ( espa(zlo vectorial anny (pr=1) ¥» COMO h. F, @z =0 €
annjs (p

anma (p=T) cada a, € (p) y, lamando a, = pal, EIGF al,(pr) + Eer" L g, GeT =0,

h=1

s < h, pSx € p°F}, es elemento de una base de y como ax = 0 y por tanto

es un isomorfismo. Si n > 1, probado esto para n — 1, sea

canodnica annp;(p) —



4.6.

n—1

pero llamando Fj == Fj, parah <n—1y F}_, = F,_1UpF,, (F}),_; cumple respecto a
annj(p" 1) las mismas propiedades de (Fh) »_, para M(p), y por hipétesis de induccién
los submodulos {Apz}.cr, U UZ;}{AJC}IG r, son independientes, con lo que los a, son
todos nulos.

. |Fy| es el nimero de divisores elementales de M iguales a p”.

M) = By Brer, oy = B ()

h
. Podemos encontrar tal familia tomando una base (77); de _annn(p7) - haciendo F, =

annas (p )
{z:}i v, para h de n — 1 hasta 1, completando el conjunto linealmente independiente de
annM(p )
annps (ph—
una base y haciendo Fy, == {x;};.

inducido por pFj, 11 Up?Fy o U---Up""F, con vectores (Z;); para formar

Para h = n, la F;, definida cumple las propiedades. Si h < n y Fpy1,...,F, cumplen
las propiedades, pFj41 U --- U p" " F, es una unién disjunta ya que, si hublera 1 ] €
{h+1,...,n} conz<jypz hEnp! My £ 0, sean x € Fj e y € F} con p~a = piThy,
de modo que p~"(z—p’~iy) = 0, entonces x— p7 y € annyr(p? ") C anny (p? 1), pero x

h41
ann v ( ann s (p ) annjs (p ")
y p’ ~'y son elementos de una base de FHM D) #. Ademés, ¢ : anmnar () anmar (77=1)

dado por ¢(%) := pZ es un monomorfismo ya que pz = 0 <= pz € anny (p"~!) «—=
annM(pthl)
annps (pP)

h
annps (p") _
annps (ph—1) " Com

pletamos esta familia para formar una base y ahora la unién sigue siendo disjunta por
inducir una base.

z € anny (ph) <= Z=0,y como Fj 41 U---Up" "~ F, induce una base de

pEh 1 U---Up" " F, induce una familia linealmente independiente en

Descomposiciones en dominios euclideos

GyA

Dado un dominio D # 0, una funcién ¢ : D \ {0} — N es euclidea si cumple:

1. Ya,b€ D\ {0},(a |b = d&(a) < 4(D)).
2. YVae D,be D\ {0},3q,r €D | (a=bg+rA(r=0Vir)<db))).

Un dominio euclideo es uno que admite una funcién euclidea.

1. EI valor absoluto es una funcion euclidea en Z.

2. El cuadrado del médulo complejo es una funcion euclidea en Z[i].

Sean § una funcion euclidea en D, I un ideal de D y a € I\ {0}, entonces

I=(a) < VaxelI\{0},i(a)<d(z).



[...] Todo dominio euclideo es DIP. Si ¢ es una funcién euclidea en D, un elemento
a € D es una unidad si y solo si d(a) = 0(1), si y solo si Ve € D\ {0},0(a) < 6(z).

Como teorema, sean A un dominio euclideo, C' € M,,«n(A4) y A”™ ® @§=1 (C‘;%) la descom-
posicion invariante externa de M (C), C' es equivalente a

Imfrft
dy
€ men(A)a

dy

llamada forma normal de C' y a la que se puede llegar desde C' por transformaciones elemen-
tales. Demostracién: Primero vemos que C' se puede llevar a una matriz D de la forma dada
condy |-+ | dy yluego que M (D) tiene la descomposicion invariante indicada, y el resultado
se obtiene de que M(C) = M(D) y de la unicidad de la descomposiciéon invariante. Para lo
primero, si C =0, m = 0 o n = 0 no hay que hacer nada. En otro caso, sean C C M, x,(A4) el
conjunto de matrices alcanzables desde C' por transformaciones elementales en filas y colum-
nas, § : A\ {0} — N una funcion euclidea y X € C e indices 7, j con &y := §(X;;) minimo, por
intercambio de filas 1 e 7 y de columnas 1 y j podemos suponer ¢ = j = 1. Para j € {2,...,n},
si fuera X171 t Xq; seria Xq; = ¢Xq11 +7r conr # 0y 6(r) < 6(X11), pero restando a la
columna j la primera por ¢1; quedarfa una matriz X’ con 6(X7;) < 6(X11) = do#, de modo
que X11 | X1, para todo j y, andlogamente, X1 | X1, para todo . Si ahora definimos ¢; y s;
de modo que cada X;; = ¢; X11 y cada X;; = 5;X11, restando a la fila ¢ la primera por ¢; y a
la columna j la primera por s; queda una matriz

o X11 0
V- (55

pero para i, j > 2, si fuera X1; 1 Y;;, sumando a la primera fila la i-ésima quedaria una matriz Z
con Z11 = X11 y le = Y1j7 con lo que le = qul +7rconr 74— 0 y 5(7") < 5(Z11) = (S(Xll) = (50,
y restando a la i-ésima fila la primera por ¢ se obtendria una matriz Z’ con 5(Z{j) < doF-.
Por tanto Xi; divide a todo elemento de B, y si B =1 X B’, por induccién B’ es semejante
a una matriz de la forma original y por tanto B también lo es e Y71 | Yoo | ..., pero como
los Y;; nulos estan al final de la «diagonal» y los invertibles estan al principio, si hay digamos
k invertibles, multiplicando Y por diag(Yﬁl, ceey Yk_kl, 1,...,1) se obtiene la matriz D. Para
la segunda parte, sean s == m —r —t, (e;)"_; la base canonica de A" y (f;); la de A™,
fp = (v~ Dv): A" — A™ lleva a cada e; a f; parai € {1,...,s}, a cada esy; a d; fsy; para
i € {1,...,t} y al resto de elementos de la base canénica a 0, luego descomponiendo A™ =
ASQAT A"ty A™ = AP A D A" se puede descomponer fp = 145 ® (@:Zl(a > dia)) ®0
con 0: A" 57t 5 A" y

A A Af N A A" A
M(D) ~ Tmfp :fls@(@(di))@t)‘fl @@m

i=1

cond |- |d;.



Si A es un dominio euclideo:

1. La forma normal de P € GLy(A) es Ij.

Es de la forma diag(1,...,1,ds,...,d;,0,...,0) con los d; no invertibles, pero es invertible
y una matriz diagonal invertible debe tener todos los elementos de la diagonal invertibles.

2. Si C,D € M,,xn(A) son equivalentes, es posible llegar de C' a D por transformaciones
elementales en filas y columnas.

Existen matrices invertibles P y @Q con D = PCQ, pero desde P o @ se puede llegar a
su forma normal, que es la identidad, por transformaciones elementales, de modo que P
y @ son productos de matrices elementales.

4.7. Presentaciones de grupos abelianos finitamente gene-
rados

Una presentaciéon de un grupo abeliano finitamente generado M es una expresion

(xlw"axm/plv""pn)a

donde los z; son variables o generadores y los p; = >/ ¢;;x; son Z-combinaciones lineales

de dichas variables o relatores, de forma que M = % siendo F' el grupo abeliano libre con
base {z1,...,2,} y N su subgrupo generado por los p;, o equivalentemente, M = M (C) para

C = (cij) € Mpxn(Z). Demostraciéon: Existe un tinico homomorfismo f : Z" — F que
lleva cada e; de la base canénica de Z" a pj, con lo que Imf = N, y un tnico isomorfismo
¢ : F — Z™ que lleva cada x; al elemento é; de la base canénica de Z™, con lo que ¢ o f lleva
cada € a (cij,...,¢m;) y por tanto cada v € Z™ a Cvy M(C) = Im%;;f) = % o %

Para encontrar la estructura de un grupo abeliano finitamente generado a partir de su
presentaciéon por generadores y relatores:

1. Usar transformaciones elementales sobre la matriz C asociada a la presentaciéon hasta
llegar a su forma normal D = PCQ.

2. Obtener el rango libre de torsion de D.

3. Obtener los factores invariantes d; de D y usar el teorema chino de los restos para
factorizar cada Zg4; en producto finito de grupos abelianos de la forma vaj/ij.

i

4. Una vez obtenida de aqui la descomposicién primaria externa, convertirla trivialmente
en descomposicion primaria interna de M (D).

5. Multiplicar cada sumando directo en esta descomposicién por P~!, obteniendo una des-
composicion directa interna de M(P~*D) = M(CQ) = M(C).

Llamamos determinante del endomorfismo g : Z™ — Z", detg, a det Mpg(g) para
cualquier base B de Z™, que no depende de la base elegida, y entonces I%Tg es finito si y
solo si det g # 0, en cuyo caso su orden es el valor absoluto de det g.



Capitulo 5

Endomorfismos vectoriales en
dimensioén finita

Sean K un cuerpo y M el K[X]-mo6dulo asociado a un par (V, f) de un espacio vectorial
y un K-endomorfismo V' — V, M es de torsién finitamente generado si y s6lo si gV es de
dimension finita, y si p € K[X] es irreducible, M es finitamente generado de p-torsion si y solo
si kV es de dimension finita y p(f)™ = 0 € Endg (V') para cierto m > 0.

En el resto de la seccién, salvo que se indique lo contrario, K es un cuerpo, V un K-espacio
vectorial de dimension finita, f : V — V un K-endomorfismo y M el K[X]-mo6dulo asociado a

V. 1)

Teoremas de clasificaciéon de endomorfismos de espacios vectoriales:

1. Existen p1,...,pr € K[X] monicos irreducibles distintos y n;; € N* para i € {1,...,k}
y j€{1,...,r;}, univocamente determinados, y vectores v;; € V, tales que

k [
D P K1 (vij)}sx0

i=1 j=1

es una descomposiciéon de V' en suma directa interna de subespacios vectoriales f-inva-

riantes y cada pi(f)™ (vi7) = 0 # pi( f)"5~ (vry).

Sean W < V'y N el K[X]-submodulo de M asociado a (W, f|w ), basta ver que N = (I;,Pi])

si y solo si existe v € V tal que W = K{f*(v)s>0} v pi(f)™9(v) =0 # pi(f)"ii_l(v).i

K[X]

;)
P9 (1) = p; v = pi(f)™i (v) por la definicién del K[X]-modulo, pero p; ™ “T+0
y por tanto p; ()™~ (v;;) # 0. Finalmente, como (I;,[Lff]) =K{1,X1,...,X°1,...},
M = K{f*(v)}s>0 ya que ¢(X°T) = X*¢(1) = f*(v).

<= Por la hipétesis y la definicion de N, N = (v), pero v es anulado por p;(f)™ y

por tanto hay un epimorfismo 1 : (I;%]) — K[X]v = N con kery) J (I; 55]), pero los

=] Sean ¢ : — N el isomorfismo y v == ¢(1), p;”T = 0 y por tanto 0 =




tnicos ideales de = y[zfg]) son (p;*) con k € {0,...,n;}, y como p;(f)"~(v) # 0,

pi"ii 1 ¢ kert), con lo que kert) = 0 y v es un isomorfismo.

2. Existen polinomios ménicos no constantes d; | --- | d; univocamente determinados y
¢ s C
vectores v; € V tales que @,_; span{f (Uj)}seNgr<dj> es una descomposicion de V en

subespacios f-invariantes y cada d;(f)(v;) = 0.

Sean W < V'y N el K[X]-submodulo de M asociado a (W, f|w ), basta ver que N = I&fg]
si y solo si existe v € V tal que {f* (”)}seNgr(dj> es base de W como K-espacio vectorial

y d;(f)(v) =0.
=] Sean ¢ : n”)

djv = d](f)( v), y como % = K{1,XT,...,X&%~1T} con (XST)seNgr(dj) lineal-

mente independiente, N = K{f*(v )}seNgr(d.> con (f*(v))sen,,,,, linealmente inde-
J J

— N el isomorfismo y v := ¢(1), d;1 = 0 y por tanto 0 = d;¢(1) =

pendiente.

<= v es anulado por p;(f)™ y por tanto hay un epimorfismo ¢ : K—‘)gl —- K[X]v =

K{f*)}sen = K{f*(v )}seNgMj) = N, pero si p € K[X] con grp < grd; cumple
Y(P) = p(f)(v) = 3, pifi(v) = 0, como los fi(v) son linealmente independiente,

cada p; =0y p =0, y como cada elemento de I((gg] tiene un representante de grado
J

menor que el de dj, kery = 0y 9 es un isomorfismo.

5.1. Polinomio minimo

Sea ¢ € K[X] el polinomio caracteristico de f:

1. Teorema de Cayley-Hamilton: ¢(f) = 0.

Sean C' € M,,(K) la matriz asociada a f bajo cualquier base de V e I := I,,, queremos
ver que ¢ = det(XI — C) cumple Y 7, ;C* = 0. Por la prueba de la formula de la
matriz inversa, para toda matriz A es A - adj(A)T = |A|l, por lo que viendo XI — C €
M (K[X]) es (XTI — C)adj(XI — C)T = pI. Como las entradas de adj(XT — C)T son
polinomios de grado méximo n — 1, podemos escribir adj(XI — C)! = Z?;ol B; X con
cada B; € M, (K) y entonces (XI —C) """ B;X" = 3.7 ¢;I. Viendo esta igualdad
en M,,(K)[X], igualando coeficientes,

Bn—l ZQDT,I, Bn—Q*CBn—l :(Pn—llv Tty B07B10:501[a 7BOC:§0015
y multiplicando la primera igualdad por C™, la segunda por C" !, etc.,

Canfl = SOnCnv Cn_an72 - Canfl = @n—lcn_ly sy
CBy — C?By = ¢1C, —CBy = pol,

luego sumando es 0 = ¢, C"™ + -+ - 4+ p1C + o = e (C).

2. Los divisores irreducibles de M son precisamente los divisores irreducibles de .



p € K[X] irreducible es divisor irreducible de M si y solo si existe v € M \ {0} con
pv = p(f)(v) =0, siy solo siker(p(f)) # 0, siysolosip(f):V — V como endomorfismo
no es un isomorfismo, si y solo si det(p(f)) = 0. Sea K la clausura algebraica de K,
p=(X—-X\)- (X —X\) e K[X]. Sip]|e,sea C la matriz asomada a f bajo cualquier
base, los \; son valores propios de C' en K y por tanto existen v; € K" \{0} con Cv; = Av;

y (C—=X\iI) = 0. Pero (C—NI)(C—X\;I) = C? = NI = NI+ N1 = (C—NI)(C—NI),

por 1o que (C' — \I)(C — \I)(v:) = 0y p(C)(v) = (Hj(c - /\jI)) (v:) = 0, de modo
que kerz(p(C)) # 0 y det(p(C)) = 0, lo que no depende de si consideramos p(C) sobre

K o sobre K y por tanto p es divisor irreducible de M. Si p es divisor irreducible de M,
divide al mayor factor invariante de M, d;, pero para v € M, v = ¢(f)(v) = 0, con lo

que ¢ € anna(M) = (di) y p | ds | .

AlgL

A, B € M,,(K) son semejantes si 3P € M, (K): B= P 'AP.

Sean B una base de V, C := Mp(f) y fc : K™ — K™ dado por fc(y) = Cy:

1. El isomorfismo ¢ : V' — K" que lleva B a la base canénica induce un isomorfismo entre
el K[X]-modulo asociado a (V, f) y el asociado a (K™, f¢).

Claramente la biyeccion é inducida conserva la suma y el producto por escalares de K,

¥ 0(Xv) = ¢(f(v)) = d((¢~ ' 0 fo 0 9)(v) = fo(b(v) = X(v).

2. Sean W otro K-espacio vectorial, g : W — W un K-endomorfismo, ¢ : V. — W un
K-isomorfismo con ¢o f = go ¢, B una base de V' y B’ la base correspondiente de W por
o, se tieneMp(f) = Mg/ (g).

Si B = (b;)i, B' = (é(b:))i, pero Mg(f) tiene como columnas los f(b;) respecto de
By Mp/(g) tiene como columnas los g(¢(b;)) = ¢(f(b;)) respecto de B’, por lo que
Mg(f) = Mg (g).

3. Si W es otro K-espacio vectorial de dimensién finita y g : W — W un K-endomorfismo,
los K[X]-modulos asociados a (V, f) y (W, g) son isomorfos si y solo si dimV = dim W
y existen bases respectivas By B’ de V y W tales que Mp(f) v Mp/(g) son semejantes.

=] Sea ¢ : M — N el isomorfismo, claramente ¢ : V — W es un K-isomorfismo y
por tanto dimg V = dimg W, y basta tomar una base B de V' y, como ¢(f(v)) =
d(Xv) = Xo(v) = g(p(v)), estamos en las condiciones del anterior apartado.

<= Por cambio de base podemos suponer Mp(f) = Mp/(g) = (aij)i<ij<n, ¥y i B =
(b1,...,bn) vy B = (b},...,b,,), tomando el isomorfismo vectorial ¢ : V. — W que
lleva cada b; a b} y viéndolo como un K[X]-isomorfismo ¢ : M — N, ¢(Xb;) =

o(f(bi)) = O(3; azibj) = 32, azib; = g(b) = Xo(b;).

Si A es una matriz cuadrada, llamamos rkA al rango de A, y si f : V — V es un endomorfismo,
rkf = rkMpg(f) para cualquier base B de V.



Llamamos polinomio minimo de M a su mayor factor invariante, elegido monico.

1.

o

Para G € K[X]y j € Namny (G7) =ker(G/(f)), y G/ € amngx)(M) < GI(f) =0.
G’ € anng (x| (M) <= anny(G7) =ker(GI(f)) =M < GI(f)=0.
El polinomio minimo de M es el menor d; € K[X] (por divisibilidad) con d;(f) = 0.

Si este es dy, (d;) = anngx](M), y basta aplicar el apartado anterior.

. Si @ es el polinomio caracteristico de f, d; | ¢.

o(f)=0.

Si p es divisor irreducible de M y n := min{s € N | ker(p(f)*) = ker(p(f)***)} = min{s €
N | k(p(f)*) = rk(p(f)*™")}, entonces M (p) = ker(p(f)").

ker(p(f)*) = ker(p(f)**+!) implica rk(p(f)*) = rk(p(f)**1), y el reciproco se cumple por-
que entonces dimker(p(f)*) = dimker(p(f)**!) con p(f)* C p(f)**!. Pero sabemos que
M (p) = annyy (p™) = ker(p(f)"") siendo n, = min{s € N | anny/(p®) = annp (p**1)} =
n.

La multiplicidad de p como factor irreducible de ¢ es m > n'y cumple M (p) = ker(p(f)™).

Sea ¢ =: p"™G con p1 G, la identidad de Bézout 1 = p™R + G S implica, evaluando en f
sobre un v € V', que

v =p(/)"(R(F) (W) + G S)(w) = R () + SUNG)(),

y por el teorema de Cayley-Hamilton, (p™G)(f) = p™(f) o G(f) = G(f) o p™(f) =
0 y entonces p(f)™(R(F)(v) € ker(G(f)) y G((S(f)(v)) € ker(p(f)™). luego V =
ker(p(f)™) + ker(G(f)) y si v € ker(p(f)™) N ker(G(f)) la igualdad anterior nos da
v =040 =0, con lo que la suma es directa y V = anny (p™) @ anny(G), de donde
M (p) = annp (p™) = ker(p(f)™) y, por la afirmaciéon anterior, m > n.

.Sea V=V, ® - V; con los V; f-invariantes, el polinomio minimo de f es el minimo

comin miltiplo de los polinomios minimos de los f|y, : V; = V;.

Sean f; = f|v, : Vi = V;, P el polinomio miimo de f y Q; el de f;, como P(f;) =
P(f)lv, =0,Q; | P,ysi F € K[X] es tal que Q1,...,Q; | F, para v € V, sea v =:
v1+- - -+ con cada v; € V;, entonces f(v) = f(v1)+-- -+ f(v) = f1(1)1)—|—- . -—l—ft(vt) =0,
luego F(f)=0y P | F.

7. Si f es nilpotente, su polinomio caracteristico es X™ con n = dim V.

8. Dados f,g € EndgV, las matrices asociadas a f y g son semejantes si y solo si
f vy ¢ tienen el mismo polinomio caracteristico con factorizacion irreducible ¢ =
Pt oty tk(pi(f)®) = rk(pi(9)®) para todo i y s € N*, si y solo si tienen el
mismo polinomio minimo con factorizacion irreducible d = p* - - - p* y rk(p; (f)*) =
rk(p;(g)®) para todo i y s € N*.

Que dos endomorfismos tengan el mismo polinomio caracteristico y el mismo polinomio

minimo no implica que sus matrices asociadas bajo alguna base sean semejantes.



5.2. Formas canodnicas

Para F' € K[X] monico de grado n > 0, llamamos matriz companera de F a
—F,

1 R
cFy=| | e M,

1 - n—1

y para r > 0 escribimos

CT(F): 6MT7L(K)7

C(F)

donde
U= € M, (K).
El polinomio caracteristico de un C,.(F) es F". Demostracion: Primero vemos que el de

C(F)es F. Paran =grF =1, C(F) = (—F) € My(K) ydet(XI —C(F)) =X + Fy = F.
Paran > 1,

X F,
-1 :
det(XI — C(F)) = =
' X Fn—2
-1 X+Fn—1
X 2 1 X
:X_l .. : +(—1)"+1F0 .. .. _
X Fn—2 X
-1 X+Fn—1 -1

=X(Fi+XF+ -+ X" 2F, 1 + X" 'E)+ (-1)"" (=) 'Fy = F,

donde para el primer sumando hemos usado la hipétesis de induccion. Para C.F, el casor = 1
esta hecho, y para r > 1,

det(XI — C.(F)) = = det(C(F)) det(Cp_1 (F)) = FF™~' = F".



Sean p € K[X] un divisor irreducible del polinomio caracteristico de f, h € N* y

{v1,..., v} C ker(p(f)*), (v7,...,7;) es base de k:f{;i’({g )1) como (L))(]—espacio vectorial
v solo si (Fira) = ker(p()")
si y solo si (f (Uj)>0§ o ker(p(F)P 1)
si p € K[X] es monico irreducible con p(f) =0y {v1,...,v:} CV, (v1,...,v:) es base de

M como K(L))(] -espacio vectorial si y s6lo si ( fi(vj))(l)if ~g ©s base del K-espacio vectorial

es base de como K-espacio vectorial. En particular,

Sean F' € K[X] un polinomio monico de gradon > 0y r € N*, M = K[T)] si y solo si

existe v € V tal que (f°(v))""," es base de vy F(f)"(v) = 0, si y solo si existe una base B
de V con Mp(f) = C(F), en cuyo caso el polinomio minimo de M coincide con el polinomio
caracteristico de f y es F".

1 = 3] Sea B, == (FI,XFi,.. , X LFJ) para j € {0,...,r —1} y «x» la concatenacion de

K[X . .
)] como K-espacio vectorial. Para verlo,

secuencias, B By_1%--

como |B| = rn = dim I&LT)], basta ver que B es hnealmente independiente. Sir =1, B =

1,Xx,. Xn_ ) v el resultado es claro. Sir > 1, sea Y. ZT "N JXFI =0 € I(([X)]
para ciertos \;; € K, entonces > )\”X’FJ F'G e K[X ] para cierto G € K[X], pero
S Mg XFT =300 )\lon + F(Z Zr 1 Ai; X F7), luego debe ser F | 307" Ajp X
v, como grF = n, Z AioX? = 0 y cada A\jp = 0. Pero entonces, dividiendo por F,
> ZT DY XTI T = F"~1G y por hipétesis de induccion todos los A;; = 0. Sea

g : I&Li()] — I({}Li(] el endomorfismo G — X G, queremos ver que C' := Mg(g) = C,.(F).
Para j € {0,...,r — 1}, g(B;) = (XFJ, X2F3,..., X"FJ), pero
Fitl — XnFj = (F — Xn)FJ = (Z FXl) Z " XFT
i=0

y por tanto

n—1

X"Fi =Fitl =Y " FX'FJ.
i=0

Entonces, para j =r — 1, F"t1 = 0 y las primeras n columnas de C solo tienen entradas
no nulas en las primeras n filas y estas entradas son

—Fy
1 —-F

.| =0,
1 - n—1

mientras que para j < r — 1, Fi+1 es un elemento de la base y las columnas de C
correspondientes a B solo tienen entradas no nulas en las filas de B , formando la sub-

matriz C(F), y en la columna de X"~ 1FJ con la fila de Fi+1 dando la submatriz U




de la definicién de C,.(F). Finalmente, el K[X]-mo6dulo generado por ((PLF)] ,g) es cla-

ramente ]((z«Lrw ysig: M — (byf)] es el isomorfismo de la hipotesis, como ¢(f(v)) =
#(Xv) = Xp(v) = g(6(v)), tomando la base B de V inducida por B mediante ¢! queda
Mpg(f) = Mg(g) = C.(F), y el polinomio caracteristico de f es el de C,.(F) que es F".

3 = 1] Tomando gy B de la parte anterior de la prueba, Mp(f) =C.(f) = Mz (g) y, COmMo

K([X] [
(F7)? (F7)

y como anng x| (M) = annK[X]% = (F") y F" es moénico, F" es el polinomio minimo
de M.

deseado

esto también significa que dim V = dim queda el isomorfismo M —

1 = 2] Sea ¢: 0 FX)] — M un K[X]-isomorfismo, que induce un K-isomorfismo ¢ : FX)
V', como (1,X,...,Xm_1) es base de % tomando v := ¢(1), (v, f(v),..., f*1(v))

es base de V' y F(f)"(v) = F"(f)(v) = F" = 0.

_>

2 = 1] Paraw € M =V, existen b, € K con w = Y""¢" by f*(v) = (X075 bs X*)v, luego

M = (v) y 7 : K|X] - M dada por 7(G) := Gv es un epimorfismo, pero F" € ker 7, por

lo que 7 induce un epimorfismo 7 : I&L)f)] — M,y como dimg I&L)f)] =rn=dimg M, 7

es un isomorfismo.

Teorema de clasificaciéon de endomorfismos: Existen una base Bde V', hy,...,h; e Ny
D1, ..., 0t € K[X] irreducibles tales que
Chy (p1)
MB(f) = - . ’
Cht (pt)

siendo esta matriz, llamada forma canénica de f, univocamente determinada por f salvo
reordenacion de bloques y formada, exactamente, por

rk(p(f)" ") +rk(p(f)"+) — 2ck(p(f)")
rgp

bloques C},(p) para cada divisor irreducible monico p del polinomio caracteristico de f y cada
h < min{s € N* [ tk(p(f)*) = tk(p(f)**")}.

[]])emostracic')n: Sea M = @le @2:1 N;; una descomposicion candnica con cada N;; =
K[X
()’
K-espacio vectorial con Mg, (f
Mpg(f) de la forma buscada.

Si ahora B’ es otra base tal que Mp(f) esta formada por bloques diagonales (Ch_ (¢s))%_1,
V' se puede descomponer en suma directa interna de subespac1os f-invariantes Wy con bases
B, tales que, si fs = flw, : Wy = Wg, Mg, (fs) = ( S) con lo que el modulo generado

K[X]
, de modo que M = @;_, o)
y, como las descomposiciones de esta forma son tUnicas, los bloques son los mismos que en
la descomposiciéon que hemos encontrado y los irreducibles que aparecen son los divisores

irreducibles de f.

cada N;; es un subespacio f-invariante de V', por lo que existe una base B;; de N;; como

Ny;) = Cn,; (pi), y uniendo las bases se obtiene una base B con

por (W, fs) es un submodulo no nulo de M isomorfo a % ,LS



Para la dltima parte, otra forma de obtener la forma canoénica de cada M (p) es usando los
(Fp)j—y con n = max; r; = min{s € N* | annp;(, (p*) = annp(,) (p**)}, cada Fj C annpy (p")

anny (p") — ker(p(f)™)
annps (ph—1) ker(p(f)h—1)

KIX]_espacio vectorial. Si f = flar(p) : M(p) — M(p), annpy ) (p°) = ker(p(f)*) = ker(p(f)*)

(»)
yva que p(f)*(v) =0 = p’v =0 = v € annpy(p®) C M(p), de modo que n = min{s €

N* | tk(p(f)*) = rk(p(f)**!)}. Ademas, el ntimero de apariciones de p® como divisor elemental

y tales que cada Fj,UpFy1U...Up" " F, induce una base de €omo

. ker(p(f)") : ker(p(f)" 1) 5
de M es pp = 0y — Opq1 = dlmK[X] For@(HF=T) — dlmK(L)){] T (T pe.ro es facil ver que
todo &)]—espa(no vectorial U es un K-espacio vectorial y dim xx) (U) = dlmg%pw), luego pp =
(p)

o L (dimg ker(p(f)")—dimg ker(p(f)"~1)—dimg ker(p(f)"+1)+dimg ker(p(f)"*)) y el resultado

sale de que dimg ker(p(f)") = dimg V — rk(p(f)").
Como teorema, toda C € M,,(K) es semejante a una de la forma

Chy (p1)

Ch, (pt)

con los p; € K[X] irreducibles, siendo esta matriz, llamada forma canénica de C, univoca-
mente determinada por C' salvo reordenacion de bloques y formada, exactamente, por

rk(p(C)" 1) + rk(p(C)" 1) — 2rk(p(C)")
rgp

bloques C},(p) para cada divisor irreducible moénico p del polinomio caracteristico de p y cada
b < mins € N | k(p()?) = rk(p(/)* )}

Si F € K[X] es no constante con factorizacion irreducible F' = pi"™* ---p/"™* con los p;
monicos irreducibles distintos, la forma canoénica de la matriz companera C' de F es

le (pl)

ka (pk)

y en particular C tiene un tnico divisor elemental asociado a cada divisor moénico irredu-
cible de F.

5.3. Formas de Jordan

Un valor propio de f esun A € K tal que X — X divide al polinomio caracteristico de f,
y su multiplicidad geométrica es vz(\) :== dimg ker(f — Aly) > 0.

Para A € K, C(X — \) = (\) € My(K) y, para r > 0, llamamos bloque de Jordan de
tamaio r asociado al valor propio A a J,.(A) == C.(X — A).



Teorema de Jordan:
1. Si el polinomio caracteristico de f se descompone completamente en K[X], existe una
base B de V tal que
Ihy (A1)
Mp(f) =
In, (Ae)
para ciertos h; > 0y \; € K, siendo esta matriz univocamente determinada por f salvo

reordenacion de bloques y formada por tk((f — Ay )"=1) +rk((f — Aly)"*1) — 2rk((f —
Ay )") bloques Jj,()\) para cada valor propio A de f y cada h € N*.

Por el teorema de clasificacién de endomorfismos usando que los irreducibles del polinomio
caracteristico son los X — A con A valor propio de f y que el grado de estos es 1.

2. Si C € M, (K) es una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico se descompone
completamente en K[X], C es semejante a una matriz como la del apartado anterior,
tinica salvo reordenacion de bloques y formada por rk((C' — AI)"~1) +rk((C — XI)"+1) —
2rk((C' — AI)") bloques J;,(\) para cada valor propio A de C' y cada h € N*.

Sean ¢ el polinomio caracteristico de f y p un divisor moénico irreducible de grado d y
multiplicidad 1:
1. M(p) = ker(p(f)) = S5
Claramente ker(p(f)) C M(p), y si x € M(p), existe s > 0 con p°z =0y x € ker(p(f)?),
pero como la multiplicidad de p en ¢ es 1, ker(p(f)) = ker(p(f)*).

2. Para todo v € M(p) \ {0}, B := {f*(v)}sen, es una base de ker(p(f)) v Ms(f|mp) :
M(p) = M(p)) = Ci(p)-

Sean ¢ : K(Z[?))(] — M (p) un isomorfismo, § == (¢o)"'(v) # 0y 7 : % — % el

epimorfismo 7(F) := ¢F, como ged{p, ¢} = 1, existe una identidad de Bézout 1 = pR+qS9,

luego T = ¢S € Im7 y 7 es un isomorfismo. Por tanto ¢ := ¢g o WL% — M(p) es un
K[X]

isomorfismo con ¢(1) = v y, como (X*)sen, es base de oy como K-espacio vectorial,

B = (f*(v))sen, es base de M(p) como K-espacio vectorial. Ahora bien, si b; :== fi(v),
para (S {07 s 7d - 2}a f(bl) = f(fl(v)) = fi+1(’u) = bi+17 Yy para d— 17

d—1 d—1
Fbamy) = fo(v) = J(XY) = (X7 —p) = ¢ (— ZW‘) =>_-pibi,
=0 i=0

lo que nos da Mp(f) = C(p).

Analogamente, si C € M,,(K) y p € K[X] es un irreducible con multiplicidad 1 en el polinomio
caracteristico de C, la forma canodnica de C' tiene exactamente un bloque de la forma C},(p)
que es precisamente C(p).



Un A € R es un valor propio simple de f o de C € M, (K) si X — XA es divisor de su
polinomio caracteristico con multiplicidad 1, en cuyo caso:

1. M(X =) =ker((X =N (f)) ={veV ] flv) =} = XXJ) es el subespacio propio de
V' asociado al valor propio A de f.

2. Para todo v € M(X — X) \ {0}, M(X — ) = (v) ¥y f|w) es el producto por A.

3. La forma canonica de C tiene un tunico bloque de la forma Jy, (), que es J(N).

5.4. Anillos de polinomios y matrices

Si B e GLy(K) y

C L € Myy(K),
B

para k € {1,...,7 — 1}, viendo C* por bloques como elemento de M, (M (K)), su k-ésima
diagonal por encima de la principal estd formada por copias de B* y las de debajo de dicha
diagonal son nulas, y C" = 0 # C"~!. Demostracion: ¢ : M,,(K) — M, (Ms(K)) que
agrupa las matrices en bloques es un isomorfismo de anillos, pues claramente conserva la
suma y la identidad y, para el producto, haciendo los indices de matrices empezar por 0 por
simplicidadﬂ si A,B e M,4(K), parai,j€{0,...,r—1} y k1€ {1,...,s},

(QS(A)(#)(B))”M - Z ¢ zrd) = Z (¢(A)zp¢(B)pJ)kl =

peEN,. kl pEN,
= E E ¢( 1pkq¢ qul = E E Azs+k7ps+q ps+q,js+l =
peN,. geNg p€EN,. geNg
= E A’is-‘rk,sz,js—i-l = (AB)is—f—k,js-‘rl = d)(AB)ijkl-
2€N,;

Entonces, si C € M, (M;(K)), queremos ver que cada (C*);; = (2k—fz J)B%JrZ 7, con lo que
(C*Yiign = (’Z)Bk =BFyparaj<i+k 2k+i—j>ky (2k+i7j) 0. Por induccién, para

k=1,Ciy1 =B = (})Bl, Ciiva =1 = (é)BO y el resto de entradas son nulas, y para k > 1,

. 4 k-1 1 : ;
k = k—1 i R B2k72+17l+2fj+l _
(C%)is = 3_(C*HuCy §<2k—2+i—z><2+Z—j>

=1

_ Z 1 B2k+i—j _ k B2k+i=j
(1—Fk—1i) +l (2—-7)+1 2k +i—j ’

LComo deberia ser siempre.




donde en la dltima igualdad hemos usado que ), (m:k) (nik) = (T_Tntin) y en la penultima
hemos usado que (k—1) — (2k —2+i—1) =1—k — i+ 1y que podemos expandir el rango
del sumatorio ya que, si el producto de los dos coeficientes no se anula, entonces 2 +1 — j €
0,1} = I<j—-1<ry0<1l—-k—i+l<k-1 = k-1<1-i<2k-1) = [ >
k+i—-1>1

Sean C € M, (K), P € GL,(K)y C' .= PCP~ %

1. Para F € K[X], F(C') = PF(C)P~ ..

Para k € N, (PCP~1)* = PCk¥P~1, con lo que F(PCP~') = >, F,PC*P~
P(X, FiC*) P! = PF(C)P~1,

1 Frek

2. C'y C' tienen el mismo polinomio minimo.

Por lo anterior, usando que el polinomio minimo de una matriz C' es el menor d; con
di(C)=0yque F(C')=PF(C)P™' =0 < F(C)=0.
5.5. Formas candnicas reales

Si (a,b) € R x R* y r > 0, llamamos

J(a,b) = (‘; f) ,

con polinomio caracteristico irreducible p :== (X — a)? + b?, pues p = X? — 2aX +a? + by
(—2a)? — 4(a® + b?) = —b? < 0. Entonces, para r € N*, llamamos bloque de Jordan real de
tamano r asociado a (a,b) oap a

J(a,b) = € Mo, (R).
. 2
J(a,b)

Toda C € M, (R) es semejante a una matriz de la forma

J’r'l (Cll, bl)

th (au bt)

Jhl (/\1)

J| hs (/\8)
Unica salvo reordenacion de bloques, formada por

rk((C' = A" 1) 4+ 1k((C = A1) — 21k((C — AI)™)



bloques Jp, () para cada h € N* y X valor propio real de C'y
1 r—1 r+1 r
5 (tk(p(C)™7) +1k(p(C)"™7) — 2tk(p(C)")

bloques J,.(a,b) para cada r € N* y p = (X — a)? + b? divisor irreducible cuadrético del
polinomio caracteristico de C. Demostracion: Por el teorema de clasificacion de matrices
cuadradas y el hecho de que todos los irreducibles en R[X] son de grado 1 o 2, solo hay que ver
que J,(a,b) es semejante a C,.(p), ambas con polinomio caracteristico p”. Pero si J = J,.(a,b),
(J —al) = J.(0,b) y, viendo J,.(0,b) € M, (Ms(K)),

Jr(0,0)i5 = { I, j=i+1;
0, en otro caso,

y como ademas J(0,b)? = —b2I, € GLy(R),

J(0,0)? = =bI>, j=1i

2J(0,b), =1+ 1;
(0.2, = { 27O I

127 J :Z+27

0, en otro caso,

con lo que p(J) = (J — al)? + b? tiene la forma de la matriz del resultado anterior y p(J)" =

0 # p(J)"~!. Entonces el R[X]-moédulo M asociado a (R?",v + Jv) tiene un sumando directo
]i[f)], y como dimpg Hé[f)] = 2h = dimg M, M = Bf,[,)f)]~ Pero por el teorema de
clasificacion de endomorfismos, v + Jv se expresa como C,(p) en alguna base de R*" y por
tanto en alguna de M.

isomorfo a

5.6. Series de Taylor pero en algebra y son un porroﬂ

Sean A € K, r,k € N*y J = J,(\), si k < 7, (J— A,)* tiene a 1 las celdas de la
diagonal k-ésima por encima de la diagonal principal y a 0 el resto, y si k > r, (J — AI,.)* = 0.
Demostracién: Esto equivale a que, en cualquier caso, ((J — A)*);; = 6;—j k. Para k =1
esto es claro, y para k > 1, ((J — )\Ir)k‘)ij = erzl 0i—1,k—161—j1 = 0i—j &, pues lo de dentro del
sumatorio vale 1 siysélosit—l=k—1yl—j=1,siysélosil=j5+1ei=j+k, pero
sij+k <r,l <r estd dentro de rango y hay exactamente un sumando en que se da esto, y
si j + k > r, esto no se da en ningtin sumando pero tampoco se da ¢ — j = k porque entonces
seria ¢ > r.

Sean K igual a R o C;, D C K abierto, v : D — K infinitamente derivable, A € D
y J = J.(\), lamamos valor o evaluacién de ¢ en J a 9(J), que es un polinomio en

J. En efecto, ¢ tiene una serie de Taylor ¥(z) = >_, -, haiey (x = A)™ y entonces (J) =

n!

(n)
Y om0 L n!()‘) (J = AI)™, pero paran > r es (J — AI)™ = 0, por lo que queda una suma finita
que es un polinomio en J. Ademas:

2En realidad el porro es todo lo de antes.



1. Parak e {1,...,r—1},
k .
(Jk)ij _ ( > Ak*]“rl’

j—1
tomando el criterio 0 - co = 0.

Para k = 1 es claro, pues para j =i es J;; = A = ((1)))\17 paraj=i+les J; =1= (}))\0
y en otro caso la formula da 0, usando el criterio si fuese necesario. Para k > 1, por
induccion,

r - -1 1 , ;
(%) = Z(Jk_l)quj = Z (lj z) ( ))\(k_l_l+’)+(1_3+l) =

=1 =1 J—l

g3 ) [ PR E b Pl

donde justificamos expandir el rango del sumatorio viendo que, si 0 <l —i < k—-1y

0 < j—1<1, entonces por lo primero ¢ <!y por lo segundo I < j, luego I € {1,...,7}.
2. Gt
(A CY R
W)y =13 G =0
0, en otro caso.

P(J) = ano wh;),()‘) (J =A™, con lo que

(n)(\ . .
5o = 7wn!()v n=j75—12>0;
—i,n —
! 0, en otro caso.

W) =Y

n>0

()
!

n

Sean C' € M, (K) y P € GL,(K) son tales que P~*C'P =: diag(Ji,...,J;) con los J; bloques
de Jordan, D C K es un abierto que contiene a todos los valores propios de C'y ¢ : D — K es
infinitamente derivable, llamamos valor o evaluaciéon de ¢ en C a ¢(C) == P(¢(J1) ® -+ &
¥(J;))P~1, que no depende de la P elegida.



Apéndice A

Grupos

GyA

Llamamos orden de [un grupo| G al cardinal del conjunto. |...]

Si A es un anillo, (A, 4) es su grupo aditivo, que es abeliano, y (A*,) es su grupo
de unidades, que es abeliano cuando el anillo es conmutativo. |...]

Llamamos orden de a € G al orden de (a), |a| := |{a)|, y escribimos (a),, para referirnos
a (a) indicando que tiene orden n. El orden de a divide al de G.

Sea f : Z — G el homomorfismo dado por f(n) := a™, ker f = nZ para algan n > 0.
Sin =0, f es inyectivo y (Z,+) = (a), y en otro caso Z, = {(a), con lo que n = |a| y
a" =1 <= |a| | n. De aqui, a* = a! <= k =1mdd n, con lo que |a| es el menor entero
positivo con a™ = 1.

Si a tiene orden finito y n > 0,

‘anl — |a"
med{Jal,n}”

Si G = {(a):

1. Si G tiene orden infinito, G & (Z,+) = Cw y los subgrupos de G son los (a™) con
n € N.

2. Si|G|=n, G (Z,,+)=C, y los subgrupos de G son exactamente uno de orden
d por cada d | n, (a™?),.

3. Todos los subgrupos y grupos cociente de G son ciclicos.

Asi, si p € N es primo, todos los grupos de orden p son isomorfos a (Z,,+). Si G =
(91,1 9n) Yy NG, G/N = (g1 N,...,g,N).
Teorema chino de los restos para grupos:

1. Si G y H son subgrupos ciclicos de 6rdenes respectivos n y m, G x H es ciclico si y
solo si n y m son coprimos. |...]



2. Si g,h € G tienen ordenes respectivos n y m coprimos y gh = hg, entonces (g, h) es
ciclico de orden nm. |...]

Dados un grupo G'y a € G, llamamos conjugado de g € G por a a g = a 'ga,
y conjugado de X C G por a a X® := {2%},cx. Dos elementos z,y € G o conjuntos
z,y C G son conjugados en G si existe a € G con % = y.

Sia € G, llamamos automorfismo interno definido por a al automorfismo ¢, : G — G
dado por tq(z) == 2. Su inverso es ¢,-1. El conjugado por a de un subgrupo de G es otro
subgrupo de G del mismo orden. |[...]

Yg,a,b € G,g% = (g*)°, y |...] la relaciéon de ser conjugados es de equivalencia. Las
clases de equivalencia se llaman clases de conjugacién de G, y llamamos a® = [a] =
{a%}gec-

Sea X un conjunto. Una acciéon por la izquierda de G en X es una funcion - :
GxX — X talqueVz € X, (Vg,h € G,(gh)- 2 =g-(h-z)AN1-2 = z), y una accién por
la derecha de G en X es una funcion - : X X G — X tal que Va € X, (Vg,h € G,z (gh) =
(x-g9)-hAx-1=ux).

Si-: GxX — X esuna accion por laizquierda de G en X y x € X, llamamos orbita de
zenGaG-x:={g-x}scc y estabilizador de z en G a Estabg(z) ={g € G| g-x = z}.
Si-: X X G — X es una accion por la derecha de G en X y x € X, llamamos 6rbita de x
en Gazx-G:={x-glsec y estabilizador de x en G a Estabg(z) ={g € G|z g =z}
Las orbitas forman una particién de G.

1. Llamamos accién por traslacién a la izquierda a la accién por la izquierda de
G en G/H dada por g-«H = gxH. Entonces G-2H =G/H y

-1

Estabg(zH) = [...] = H*

Anéalogamente llamamos accién por traslacion a la derecha a la accion por la
derecha de G en H\G dada por Hx - g = Hxg.

2. Cuando H = 1, la acci6n de traslacion es de G en G, con G-x = G y Estabg(z) = 1.

3. La acciéon por conjugacion de G en G es la accién por la derecha z - g = z9.
Entonces 7 - G = % y Estabg(z) = Cg (7).

4. Si S es el conjunto de subgrupos de G, la acciéon por conjugacion de G en sus
subgrupos es la accion por la derecha de G en S H - g = HY. [..]

5. 8in € Ny X es un conjunto, - : S, x X® — X" dada por o - (z1,...,2,) =
(To(1)s- - »To(n)) €8 una accién por la izquierda.

6. Sean - : G x X — X una accion por la izquierda, H < GeY C X,siVh € H,y €
Y,h-y €Y, |gxy es una accion por la izquierda de H en Y.

Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X, z € X y g € G:
1. Estabg(z) < G.
2. [G : Estabg(x)] = |G - z|. En particular, si G es finito, |G - z| | |G|.



3. Sila accion es por la izquierda, Estabg(g-2) = Estabg ()9, y si es por la derecha,
Estabg(z - g) = Estabg(x)9. En particular, si x,g € Gy H < G, Cg(29) = Cg(x)?
y Na(H?) = Na(H)4.

4. Si R es un conjunto irredundante de representantes de las orbitas, |X| =} |G-
r| =, crlG : Estabg(r)].

Asi, si G es un grupo y a € G, |a®| = [G : Cg(a)], y en particular a es unipuntual si
y solo si a € Z(G). Ecuacién de clases: Si G es finito y X C G contiene exactamente
un elemento de cada clase de conjugacion con al menos dos elementos, entonces |G| =
12(G)| + Yex[C 2 Col@)]

Dado un ntimero primo p, un p-grupo es un grupo en que todo elemento tiene orden
potencia de p, y un grupo finito es un p-grupo si y s6lo si su orden es potencia de p. |...|

Teorema de Cauchy: Si G es un grupo finito con orden multiplo de un primo p, G
tiene un elemento de orden p. |[...]

Dados un grupo finito G y un nimero primo p, H < G es un p-subgrupo de Sylow
de G si es un p-grupo y [G : H] es coprimo con p, si y solo si es un p-grupo y |H| es
la mayor potencia de p que divide a |G|. Llamamos s,(G) al ntamero de p-subgrupos de
Sylow de G.

Teoremas de Sylow: Sean p un niimero primo y G un grupo finito de orden n = p*m
para ciertos k,m € N con p { m. Entonces:

G

1. G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow, que tendra orden p*.

2. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y @Q es un p-subgrupo de G, existe g € G tal
que @ C PY9. En particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados en
G.

3. 5p(G) |my sp(G)=1méd p. [...]




Apéndice B

Anillos de polinomios

B.1. Cuerpos de fracciones

GyA

Sean D # 0 un dominio y X := D x (D \ {0}), definimos la relacién binaria

(a1,81) ~ (az, 82) : <= a182 = ass;.

Esta relacion es de equivalencia. Llamamos a/s = 4= [(a,s)] € Q(D) = X/ ~, y las
operaciones

ai 4 a9 L @182 + a281 a1 Qg L aiao

S1 52 ' 5152 ’ S1 52 8182’

estan bien definidas.
Para a,b€ Dy s,t € D\ {0}:

1. %:% <~ a=0.
2. %:% < a=s.
3. ‘:—f:%

4. %:g < a=hb.
5.9+ 0 = ath

[...] (Q(D),+,-) es un cuerpo llamado cuerpo de fracciones o de cocientes de D cuyo
cero es ¥ y cuyo uno es 7 .

Q es el cuerpo de fracciones de Z. [...] u : D — Q(D) dada por u(a) = a/1 es un
homomorfismo inyectivo, por lo que podemos ver a D como un subdominio de Q(D)

identificando a cada a € D con a/1 € Q(D).



Propiedad universal del cuerpo de fracciones: Dados un dominio Dy u : D —
Q(D) dada por u(a) = a/1:

1. Sean K un cuerpoy f: D — K un homomorfismo inyectivo, el inico homomorfismo
de cuerpos f: Q(D) — K con fou = f viene dado por f(2) = f(a)f(s)~".

2. Sean K un cuerpo no trivial y g,h : Q(D) — K homomorfismos que coinciden en
D, entonces g = h.

3. Sean F' un cuerpo no trivial y v : D — F' un homomorfismo inyectivo tal que para
todo cuerpo K y homomorfismo inyectivo f : D — K existe un tinico homomorfismo
f:F — K con fov = f, entonces existe un isomorfismo ¢ : F' — Q(D) con ¢ov = u.

Sean D un dominio, K un cuerpo no trivial y f: D — K un homomorfismo inyectivo, K
contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

De aqui, para m € Z, Q(Z[v/m]) = Q[v/m], lo que nos permite identificar los elementos
de Q(Z[\/m]) con los de Q[/m].

Sea K un cuerpo no trivial, existe un subcuerpo K’ de K llamado subcuerpo primo
de K contenido en cualquier subcuerpo de K, y este es isomorfo a Z, si la caracteristica
de K es un entero primo p o a Q en caso contrario.

B.2. Polinomios

GyA

A es un subanillo de A[X] identificando los elementos de A con los polinomios constan-
tes, de la forma P(X) = ag. Dadounideal I de A, {ag+a1 X +---+a, X" € A[X] | ap € I}
el X] ={ap+uX+ - +a, X" € AX]|ao,...,a, € I} son ideales de A[X].

Dado p = >, cnpeX" € A[X] \ {0}, llamamos grado de p a gr(p) == méx{k € N |
pr # 0}, coeficiente de grado k de p a py, coeficiente independiente al de grado
0 y coeficiente principal al de grado gr(p). Un polinomio es ménico si su coeficiente
principal es 1. El polinomio 0 tiene grado —oo por convencion.

Un monomio es un polinomio de la forma aX™ con a € A y n € N. Todo polinomio
en A[X] se escribe como suma finita de monomios de distinto grado de forma tnica salvo
orden.

Si P,Q € A[X]\ {0} tienen coeficientes principales respectivos p y ¢:

1. gr(P+ Q) < max{gr(P),gr(Q)}, con desigualdad estricta si y solo si gr(P) = gr(Q)
yp+q=0.
2. gr(PQ) < gr(P) + gr(Q), con igualdad si y sélo si pg # 0.
A[X] no es un cuerpo. Es un dominio si y solo si lo es A, en cuyo caso llamamos cuerpo
de las funciones racionales sobre A al cuerpo de fracciones de A[X].

[...]| Propiedad universal del anillo de polinomios (PUAP): Sean A un anillo y
u: A — A[X] el homomorfismo inclusion:

1. Para cada homomorfismo de anillos conmutativos f : A — B y b € B, el tnico



Asi:

homomorfismo f:A[X] — B tal que f(X) =by fou = fes

f(zann> 5:Zf(pn)b

. A[X] y u estédn determinados salvo isomorfismos por la propiedad universal: dados

un homomorfismo de anillos v : A — P y t € P tales que, para cada homomorﬁsmo
de anillos f: A — By b € B, existe un tnico f : P — B tal que fouv = fyf( ) =
existe un isomorfismo ¢ : A[X] — P tal que pou=vy ¢(X) =t

. Si A es un subanillo de B y b € B, el homomorfismo de sustitucién o de

evaluacion en b es Sy, : A[X] — B dado por
Sp(p) :=p(b) := Y pab”,

y su imagen es el subanillo generado por AU{b}, llamado A[b]. Todo p € A[X] induce
una funcién polinémica p : B — B dada por p(b) := Sp(p).

Dado a € A, el homomorfismo de sustitucién Sx 4, es un automorfismo de A[X] con
inverso Sx_,.

AX] o~ 4,

Si A es un anillo conmutativo, 9

Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo f : A[X] —
B[X] dado por
(p) = Z fpn) X",

que es inyectivo o suprayectivo si lo es f.
Si A es un subanillo de B, A[X] lo es de B[X].

Si I es un ideal de A, el homomorfismo de reduccion de coeficientes modulo
Ies 7w: A[X] — (A/I)[X] dado por

(p) ==Y (pa+1)X".




B.3. Descomposiciones de polinomios en dominios

GyA

Sean f,g € A[X], si el coeficiente principal de g es invertible en A, existen dos tnicos
polinomios ¢,r € A[X], llamados respectivamente cociente y resto de la divisién de f
entre g, tales que f = gq+ r y gr(r) < gr(g) [...]- En particular, el grado es una funciéon
euclidea.

Teorema del resto: Dados f € A[X] y a € A, el resto de f entre X —a es f(a). De
aqui se obtiene el teorema de Ruffini, que dice que f es divisible por X — a si y s6lo si
f(a) =0, en cuyo caso a es una raiz de f.

Para f € A[X]\ {0} y a € A, existe m := méx{k € N | (X — a)* | f}. Llamamos a m
multiplicidad de a en f, y a es raiz de f si y sblo si m > 1. Decimos que a es una raiz
simple de f si m = 1 y que es una raiz compuesta si m > 1.

La multiplicidad de a en f es el anico natural m tal que f = (X — a)™g para algtn
g € A[X] del que a no es raiz.

Si D es un dominio, f € D[X]\{0}, a1,...,a, son n elementos de Dy a1, ..., a, € Z>°
con (X — ag)* | f para cada k, entonces (X —aj)® ---(X —a,)* | f, por lo que
Y op—qar < gr(f) y, en particular, la suma de las multiplicidades de las raices de f, y el
namero de raices, no son superiores a gr(f).

Principio de las identidades polinémicas: Sea D un dominio:

1. Para f, g € D[X], si las funciones polinoémicas f,g : D — D coinciden en m elementos
de D con m > gr(f),gr(g), los polinomios f y g son iguales.

2. D es infinito si y solo si cualquier par de polinomios distintos en D[X] define dos
funciones polinémicas distintas en D.

Como ejemplo de lo anterior, por el teorema pequeno de Fermat, dado un primo p, todos
los elementos de Z,, son raices de 0 y X? — X.

Dado un anillo conmutativo A4, definimos la derivada de P := Y, ax X* € A[X] como
P’ = D(P) =Y, kap X*~1, y escribimos P*) := Py P("*1 .= P Dados a,b € A
y PQeAX]:

1. (aP +bQ) = aP' +bQ’.
2. (PQ) =PQ+PQ.
3. (P") =nP 1P,

Dados un dominio D de caracteristica 0, P € D[X]\ {0} y a € D, la multiplicidad de a
en P es el menor m € Ny con PU™(a) # 0. |...]

Dado un anillo A, A[X] es un dominio euclideo si y solo si es un DIP, si y s6lo si A es
un cuerpo.

Sean D un dominio y p € D:

1. p es irreducible en D si y so6lo si lo es en D[X]. [...]



2. Sip es primo en D[X], loesen D. [..]]

3. Si D es un DFU, p es irreducible en D si y solo si lo es en D[X], si y sélo si es primo
en D, siy solosilo es en D[X]. [..]

Sea D un DFU, definimos ¢ : D\ 0 — N tal que ¢(a) es el namero de factores irreducibles
en la factorizacion por irreducibles de a en D, contando repetidos, y para a,b € D \ {0},
p(ab) = p(a) + ¢(b) y p(a) =0 <= a € D"

Si D es un DFU, K es su cuerpo de fracciones y f € D[X] es irreducible en D[X], es
irreducible en K[X]. [...] D es un DFU si y sélo si lo es D[X].

[...] SiDesun DFU y K es su cuerpo de fracciones, definimos la relaciéon de equivalencia
en Kz ~y:<= Jue€ D*:y=ux, conlo que [z] = zD* y, en particular, si x € D,
[x] es el conjunto de los asociados de x en D. Definimos - : K x (K/ ~) — K/ ~ como
a(bD*) = (ab)D*. Esto esta bien definido. Ademas, a(b(cD*)) = (ab)(e¢D*).

Definimos ¢ : K[X] — K/ ~ tal que, para p := >, px X" € D[X], c¢(p) = {z |z =
medg>opk}, ¥ para p € K[X], si a € D\ {0} cumple ap € D[X], ¢(p) = a'c(ap). Esto
esté bien definido. Si ¢(p) = aD*, a es el contenido de p (a = ¢(p)).

Paraa € Ky p € K[X]:

1. Siae Dype D[X],a|pen D[X]siysolosial|c(p)enD.

2. ¢(ap) = ac(p).
3. pe D[X] < ¢(p) € D.

Un polinomio p es primitivo si ¢(p) = 1, esto es, si p € D[X] y medgpr = 1.

Lema de Gauss: Para f,g € D[X], ¢(fg) = ¢(f)e(g), y en particular fg es primitivo
siysolosi fygloson. [..]

Dado f € D[X]\ D primitivo, f es irreducible en D[X] si y solo si lo es en K[X],
siy solosiVG,H € K[X|,(f =GH = gr(G) =0V gr(H) =0), siy solosiVg,h €
DIX), (f = gh = ar(g) = 0V gr(h) = 0). [

De aqui que si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, los irreducibles de D[X] son
precisamente los de D y los polinomios primitivos de D[X]\ D irreducibles en K[X].

[...] Sean K un cuerpoy f € K[X]:

1. Sigr(f) =1, f es irreducible en K[X].
2. Sigr(f) > 1y f tiene una raiz en K, f no es irreducible en K[X].
3. Sigr(f) € {2,3}, f es irreducible en K[X] si y s6lo si no tiene raices en K.

Si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, f ==Y, axX* € D[X] y n == gr(f), todas
las raices de f en K son de la forma Z con 7 [ag y 5 | ap.

Criterio de reduccién: Sean ¢ : D — K un homomorfismo de anillos donde D
es un DFU y K es un cuerpo, ¢ : D[X] — K[X] el homomorfismo inducido por ¢ y f

un polinomio primitivo de D[X]\ D, si ¢(f) es irreducible en K[X] y gr(é(f)) = gr(f),
entonces f es irreducible en D[X].



En particular, si p € Z es primo, f =Y., ax X" € Z[X] es primitivo, n := gr(f), pf an
y [ es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Z[X].

Criterio de Eisenstein: Sean D un DFU, f := Y, a;,X* € D[X] primitivo y n =
grf, si existe un irreducible p € D tal que Yk € {0,...,n — 1},p| ax y p*{ ao, entonces f
es irreducible en D[X].

Asi:

1. Sia € Z y existe p € Z cuya multiplicidad en a es 1, X" — a es irreducible.

2. Paran > 3, llamamos raices n-ésimas de la unidad o de 1 a las raices de X" —1
en C, que son los n vértices del n-agono regular inscrito en el circulo unidad de C con
un vérticeen el 1. X"—1 = (X—1)®,,(X), donde ®,,(X) := X" 14 X" 24.. .4 X +1
es el n-ésimo polinomio ciclotémico y sus raices en C son las raices n-ésimas de
1 distintas de 1. En Q, X 4+ 1 | ®4(X), pero si n es primo, ®,,(X) es irreducible.

B.4. Polinomios en varias indeterminadas

GyA
Dados un anillo conmutativo A y n > 2, definimos el anillo de polinomios en n inde-
terminadas con coeficientes en A como A[Xq,...,X,] = A[Xy,..., X,-1][X,]. Llamamos
indeterminadas a los simbolos X1,..., X, y polinomios en n indeterminadas a los
elementos de A[X7,...,X,]. Dados un anillo conmutativo A y n € N*:

1. A[Xq,...,X,] no es un cuerpo.

2. A[Xy,...,X,] es un dominio si y solo si lo es A.

3. Si A es un dominio, A[Xq,...,X,]* = A*.
4. A[Xy,...,X,] es un DFU si y solo si lo es A.
5. A[Xy,...,X,] esun DIP si y s6losin =1y A es un cuerpo.

Dados a € Aei = (iy,...,i,) € N*, llamamos a aX}* --- X» € A[Xy,..., X,] monomio
de tipo i y coeficiente a. Todo p € A[X1,...,X,] se escribe de forma tunica como suma
de monomios de distinto tipo,

pi= Y pXi - X
i€EN™

con p; = 0 para casi todo i € N™.
PUAP en n indeterminadas: Sean A un anillo conmutativo, n € N* y u : A —
AlXy,...,X,] la inclusion:

1. Dados un homomorfismo de anillos f : A — By by,...,b, € B, existe un tnico
homomorfismo de anillos f : A[X1,...,X,] = Btal que fou=fy f(Xg) = b
para k € {1,...,n}.



Asi:

Dados un anillo conmutativo P, T4, ...,T, € Py un homomorfismo v : A — P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A — By by,...,b, € B, existe un tnico
homomorfismo f: P — B tal que fov= fy f(Tk) = by para k € {1,...,n}, existe
un isomorfismo ¢ : A[Xy,...,X,] = P tal que pou = v y ¢(Xy) = Ty para cada
ke{l,...,n}.

. Dados dos anillos conmutativos A C B y by,...,b, € B, el homomorfismo de

sustitucion S : A[Xi,...,X,] — B viene dado por p(bi,...,b,) = S(p) =
> ienn Pibyt -+ - bir. Su imagen es el subanillo de B generado por AU {by,...,b,},
Alby,...,b,], y dados dos homomorfismos de anillos f,g : A[by,...,b,] > C, f =g
siy solosi fla =glay f(bx) = g(bg) para todo k.

Sean A un anillo y ¢ una permutaciéon de N,, con inversa 7 := ¢!, tomando B =
AlXy, .., Xn]y bk = Xo(ky en el punto anterior obtenemos un automorfismo & en
A[X1,...,X,] con inversa 7 que permuta las indeterminadas.

AXy, o, X, Y, L Y 2 AKX, XY, Y] A, L Y[ X X,
por lo que en la practica no distinguimos entre estos anillos.

'I:Odo homomorfismo de anillos conmutativos ]f : A — B induce un homomorﬁsmo
fiAXy,. ., Xa] = BIXy,..., X,] dado por f(p) = Yyem F(pi) Xt -+ Xir.

Llamamos grado de un monomio aXf1 c Xin g4 Fip, yeradode p € A[X, ..., X,]\
0, gr(p), al mayor de los grados de los monomios no nulos en la expresiéon por monomios

de p. Entonces gr(p + q) < méx{gr(p),gr(q)} v gr(pq) < gr(p) + gr(q).

Un polinomio es homogéneo de grado n si es suma de monomios de grado n. Todo

polinomio se escribe de modo tnico como suma de polinomios homogéneos de distintos
grados, sin mas que agrupar los monomios de igual grado en la expresién como suma
de monomios. Asi, si D es un dominio, gr(pg) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera p,q €
D[Xy,..., X5




Coeficientes binomiales

Apéndice C

x # 0;
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