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Capitulo 1

Espacios de Banach

Salvo que se indique lo contrario, los espacios vectoriales son sobre R o C. Dados dos K-
espacios vectoriales X e Y, f : X — Y es lineal conjugada si Va,b € K, Vz,y € X, f(az +

by) = af(x) +bf (y)-

1.1. Espacios vectoriales topologicos

Un espacio vectorial topolégico (e.v.t.) es un espacio topologico (E,T) donde E es un
K-espacio vectorialy s : ExE — Eyp: Kx E — F dadas por s(x,y) = z+yy pla,x) = az
son continuas en la topologia producto, y entonces 7 es una topologia vectorial.

Dados K-espacios vectoriales E y F, un operador es una funcién lineal de E a F, y
llamamos dual algebraico de E al conjunto de funciones de F a K, las formas lineales
de E. Si E y F son K-ev.t.s, L(E,F) es el conjunto de operadores continuos de E a F, y
llamamos dual topolégico de E a E' = L(E,K).

Dados elt.s Ey F, T : E — F es un isomorfismo topologico si es un isomorfismo y un
homeomorfismo, y entonces E' y F son topoloégicamente isomorfos.

TEM

Una base de entornos de p € X es una subfamilia B(p) C E(p) tal que VV € E(p),3U €
B(p) : U C V. [...] Un espacio topolégico [...] satisface el primer axioma de numerabi-
lidad, o es 1AN, si todo punto posee una base de entornos numerable [...].

Si E es un K-e.v.t.:

1. s tE— FEcony € Eypy:E— E con\eK*dados por sq(z) =2z +ay pr(x) =z
son homeomorfismos.

La suma de un abierto y un subconjunto cualquiera de E es abierta en E.
La suma de un cerrado y un compacto de E es cerrada en F.

Un subespacio vectorial de X es propio si y sélo si su interior es vacio.

A

Si F' C E es un subespacio vectorial también lo es F.



6. Si Fesotroev.t.y T : E — F es lineal, T es continua si y s6lo si loes en 0, y si T es
una forma lineal, T" es continua si y sélo si ker T' < E es cerrado.

A C FE es equilibrado si Va € K, (Jo| <1 = aA C A), es absorbente si Vx € E,3pg > 0:
Vo e K, (|p| > po = = € pA), y es total si spanA = E. Los entornos de 0 son absorbentes.
Si F es un K-e.v.t. y U una base de entornos de 0:

1. Paraz € E'y a € K*, 4+ olf es base de entornos de z.
2. VM CE,M = (e (M +U).
vUeU,dVeld:V+VCU.

YU eU,3Veld:VaeK, (o <1 = aV CU).

Todo U € U es absorbente.

SO AN R

U = {Ula\<1 aU}U u Y U = {Ulyey son bases de entornos de 0, con lo que toda
= €

e.v.t. tiene una base de entornos del 0 formada por conjuntos absorbentes, equilibrados
y cerrados.

Una base de filtro en un conjunto S es un & C P(S) no vacio tal que VU,V e U,3W € U :
W C UNYV,y se puede definir una topologia en S tomando una base de filtros sobre cada
punto, que actuara como base de entornos.

1.2. Espacios localmente convexos

Sean E un espacio vectorial y U una base de filtro en E formada por conjuntos absorbentes
y equilibrados y tal que YU =0y VU e U,IV € U : V +V C U, existe una tnica topologia
vectorial sobre E tal que para x € E, {z + U}yey es base de entornos de x.

Dado un K-espacio vectorial F, ¢ : E — R es subaditiva si Vz,y € E,q(z + y) < q(z) +
q(y), positivamente homogénea si VA € Rt Vo € E,q(Az) = Ag(z) y absolutamente
homogénea si VA € K,Vz € F,q(Az) = |A\|¢(z). Una seminorma es una funciéon £ — R
subaditiva y absolutamente homogénea. Las seminormas son no negativas.

} Sean E un espacio vectorial y P C R¥ una familia de seminormas con Npeplz € E [ p(x) =
0} =0,

U= ﬂ{x€E|p(x)<5}

pEF FCP finito,e>0

es una base de filtro formada por conjuntos convexos, absorbentes y equilibrados, con intersec-
cion vacia y tal que para U € U existe V € V con V+V C U, y llamamos topologia asociada
a P a la tnica topologia vectorial sobre E que tiene a U como base de entornos de 0.

Si E es un K-espacio vectorial, A C F es absolutamente convexo si es convexo y equili-
brado, si y solo si Va,y € A,Vo, B €K, (Ja| + 8] <1 = ax + Py € A).

La intersecciéon de conjuntos absolutamente convexos es absolutamente convexa, y llamamos
envoltura absolutamente convexa de A C E, I'(A) a la interseccion de todos los conjuntos
absolutamente convexos que contienen a A.



La intersecciéon de conjuntos convexos es convexa, y llamamos envoltura convexa de
A C E, coA, a la interseccion de todos los convexos que contienen a A, que es absolutamente
convexa si A es equilibrado.

Un espacio localmente convexo es un e.v.t. (E,7) con una base de entornos de 0 formada
por conjuntos convexos, y entonces 7 es localmente convexa. Todo e.l.c. tiene una base de
entornos del origen formada por conjuntos absolutamente convexos y cerrados. Un espacio de
Fréchet es un e.l.c. metrizable y completo.

Dados un espacio vectorial £y A C E absorbente, llamamos funcional de Minkowski
asociado a A apas : E — R dada por pa(z) .= inf{t > 0| z € tA}, y entonces:

1. pa es no negativa y positivamente homogénea.
2. Si A es convexo, pa es subaditiva y {pa(z) <1} C A C {pa(z) < 1}.
3. Si A es absolutamente convexo, p4 es una seminorma.

Toda seminorma p : E — R es el funcional de Minkowski asociado a {z € F | p(z) < 1}.

Si E es un ev.t. y € C E es convexo y absorbente, 0 € C si y sodlo si el funcional de
Minkowski pc es continuo en E, y entonces C = {pc(x) < 1} y C = {pc(z) < 1}.

Una seminorma p : E — R es continua si y solo si {z € E | p(x) < 1} es abierta, si y solo

—_—

si 0 € {p(z) < 1}, si y solo si p es continua en 0, si y sblo si existe una seminorma continua
q:E—Rconp<gq.

Como teorema, un e.v.t. (E,7T) es localmente convexo si y solo si T esta asociada a una
familia de seminormas.

Dados dos el.c. Ey F, T : E — F lineal es continua si y so6lo si para toda seminorma
continua q : F' — R existe una seminorma continua p: E — R con go T < p.

Como teorema, si E es un e.v.t., E' # 0 si y solo si existe U € £(0g) convexo distinto de
E.

Como teorema, un e.l.c. (E,T) es metrizable si y solo si es 1AN, si y solo si 7 es asociada
a una familia numerable de seminormas continuas.

1.3. Ejemplos de espacios localmente convexos

Si Z es un conjunto y K# es un K-espacio vectorial, {f + |f(z)|}.cz es una familia de
seminormas en KZ que define la topologia de convergencia puntual, Ty, sobre K%, en que
una base de entornos en un f: Z — K es

z
{oeR? vz FIfG) —o <), o0

Si X es un espacio topologico, llamamos C(X) al subespacio de (KX, 7,) de las funciones
continuas y C},(X) al de las funciones continuas y acotadas.

X es completamente regular si para todo cerrado A C X yx € X \ A existe f: X - R
continua con f(A) =0y f(z) = 1, y entonces, si K es la familia de los compactos de X, la
familia de seminormas {f — méxcx | f(z)|} ke en C(X) tiene asociada una topologia Tk, la
topologia de convergencia uniforme sobre compactos, en que una base de entornos de
feC(X)es

{{g € CX) | Vo € K. |7(@)  9(2)] < )} eamo-



Una sucesion exhaustiva de compactos de un espacio topologico X es una sucesion
(K,)n de compactos con union X y tal que cada K, C [c(n_H. Todo abierto © C KF es
completamente regular y admite una sucesion exhaustiva de compactos (K,,),, y entonces Tk
es la topologia asociada a la familia {f — méx,cx, |f(z)|}n ¥ esta asociada a la métrica

._ 1 pk,(f—9)
W9 =D i T e (F—g)

n

y (C(€),Tk) es un espacio de Fréchet.
Teorema de Weierstrass: Si {2 C C es abierto, el limite de una sucesién de funciones
holomorfas en (C(2), Tk) es holomorfa, y en particular (H(f2), 7k) es un espacio de Fréchet.

FVV2

Llamamos soporte de una funcion g :  — C a sop(g) == {g # 0}[...].

Sea 2 C R"™ abierto:

1. El conjunto de funciones f : & — R m veces diferenciables con d™f continua, £™(Q) :=
C™(£2), es un espacio de Fréchet con la topologia de convergencia uniforme sobre
compactos de las funciones y sus derivadas hasta el grado m, dada por la familia
de seminormas

laf=ai+tan<m KCSQ compacto

donde al
o f
D¢ =
1@) = g oam
2. £(Q2) =C>=(Q) =0),,C™(€) es un e.l.c. metrizable con la topologia de convergencia
uniforme sobre compactos de las funciones y todas sus derivadas, dada por la
familia de seminormas {pj} k cq compacto,meN-

3. Si para K C Q compacto, Dg(Q) = {f € C>®(Q) | sopf C K}, llamamos base de
distribuciones a D(Q2) = U cq compacto Pk (2) # 0 con la topologia mas fina que hace
continuas las inclusiones Dk (Q) — D(Q).

1.4. Espacios normados

Una norma es una seminorma ¢ con ¢~ !(0) = 0. Un espacio normado es un K-espacio
vectorial X con una norma ||-|| : X — R. Todo espacio normado (X, ||-||) es un e.l.c. metrizable
con la distancia (z,y) — ||z — y|.

Un el.c. (E,T) es normable si T es la topologia asociada a una norma en E. Si E es un
elc., A C E es acotado si YU € £(0),3p > 0: A C pU, si y solo si para toda seminorma
p: E — R continua es sup{p(x)},ca < co. Teorema de Kolmogoroff: Un e.l.c. es normable
si y sélo si Og tiene un entorno acotado.



Si X es un espacio normado, llamamos Bx = B[0,1] = B(0,1) = {z € X | ||z|]| < 1},
que es equilibrado y absorbente, y conjunto de vectores unitarios a Sx = dB(0,1) = {x €

X | ||z]| = 1}. La norma es uniformemente continua. Todo subespacio vectorial de un espacio
normado es normado con la norma inducida.

Un espacio de Banach es un espacio normado completo. Sea (X, | - ||) un K-espacio
normado:

1. X es completo si y solo si toda sucesion {y,}, € X con ) |yn| convergente cumple
que Y Y, converge a un punto de X.

2. Todo subespacio vectorial de Banach de X es cerrado en X.

3. Si X es de Banach, todo subespacio vectorial cerrado es de Banach.

1.5. Operadores

Un operador entre espacios normados es acotado si es continuo, y si X es un K-espacio
normado, X* = X' = L(X,K).
Sean X e Y K-espacios normados:

1. SiT : X — Y es lineal, T es continuo si y sélo si lo es en 0, si y solo si para S C X
acotado, T'(S) C Y es acotado, si y solo si | T(Sx)|| C Y es acotado, si y solo si IM >
0:Vze X, |T(z)|| < M||z||, siy solo si T es uniformemente continuo.

2. L(X,Y) es un K-espacio vectorial con norma

IT|| == sup [|T(z)| = sup [|T(z)| = sup [T(z)],
z€Bx xESx z€B(0,1)
tomando sup ) := 0, y si Y es un espacio de Banach, (£(X,Y), | -||) también. En X* esta
norma se llama norma dual.

3. La composicién de operadores acotados es un operador acotado.

4. En espacios de dimension infinita hay operadores no acotados.

1.6. Isomorfismos topolégicos

Una funcién T entre espacios normados es un isomorfismo topologico si y solo si es lineal,
suprayectiva y Im, M > 0 : Vo, m||z| < ||T(x)| < M||z||.

Dos espacios normados son isométricamente isomorfos si entre ellos hay un isomorfismo
topologico isométrico, es decir, que conserve distancias o, equivalentemente, normas. Dos
normas || - ||,|-| : X — R son equivalentes si 1x : (X,||-||) = (X,]|-|) es un isomorfismo
topologico, si y s6lo si Im, M > 0: Ve € X,m|z| < ||z|]| < M|z|, en cuyo caso ambas definen
la misma topologia.

Si X e Y son espacios normados topolégicamente isomorfos, la completitud de uno equivale
a la del otro.

Para todo espacio normado X existen un espacio de Banach X y un operador isométrico
J:X = X tales que J(X) es denso en X, y llamamos a X la complecién de X.



1.7. Espacios cociente

TS

Dado un espacio topolégico (X,7) y una relacion de equivalencia ~ en X, llamamos
topologia cociente en X/ ~ a {V C (X/~)|p (V)€ T}, donde p: X — X/ ~es la
proyeccion canénica [...].

Dado un espacio vectorial X con un subespacio Y, llamamos espacio vectorial cociente
X/Y al conjunto cociente de X bajo la relacion de equivalencia x =y <= z—y € Y entendido
como espacio vectorial con las operaciones heredadas de X, y llamamos codimensioén de Y
en X a la dimension de X/Y. Si X es normado e Y es cerrado en X:

1. X/Y es un espacio normado con la norma cociente ||z + Y| = inf cy ||z + y||.
2. La proyeccion X — X/Y es lineal, continua y abierta.
3. La norma cociente genera la topologia cociente.

4. Si X es de Banach también lo es X/Y.

Sean X un espacio normado e Y,Z < X, X es la suma directa topologica de YV y Z si
X =Y & Z y las proyecciones candnicas y +z — yey+z— zparay € Y y z € Z son
continuas, si y s6lo si s : Y x Z — X dada por s(y, z) = y + 2z es un isomorfismo topologico,
en cuyo caso Z es un complementario topologico de Y respecto de X.

1.8. Espacios normados de dimensién finita

Desigualdad de Hélder: Dados aq,...,a,,b1,...,0, >0y p,g > 1 con % + % =1,

1
P q
Sans (Y| (Su
k k k

La desigualdad de Schwarz es la desigualdad de Holder con p = 2.
Desigualdad de Minkowski: Para a1,...,a,,b1,...,0, >0y p>1,

1
n P P P

S+t | <D oab | + (D0
k=1 k=1

k=1
Para n € N definimos los espacios normados:

1. 62 = (K", | - ||p) para p € [1,00), donde

lzllp = | D lewl?
keN’V‘L
2. 457 = (K" | - [lp) con [|2][co = supg_; [zx].

Si X es un espacio normado de dimensién finita n con base (e1,...,e,), T : £L — X dado
por T(a1,...,ay) :==ajey + - -- + ane, €s un isomorfismo topologico.



1. Todos los espacios normados de igual dimensién finta son topolégicamente isomorfos.
2. Todas las normas en un espacio de dimensién finita son equivalentes.

3. Toda norma en K" genera la topologia producto.

4. Todo espacio de dimension finita es de Banach.

5. Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es cerrado.

6. Todo operador entre espacios normados con dominio de dimensién finita es continuo.

Teorema de Bolzano-Weierstrass: En espacios normados de dimension finita, los cerrados
acotados son compactosﬂ

Lema de Riesz: Dados un espacio normado X, Y < X cerrado y ¢ € (0,1), existe
x € X unitario con d(x,Y) > 1 — ¢. Demostraciéon: Sea zp € X \ 'Y, como Y es cerrado,

d=d(zo,Y) >0, y como d < 1i€, existe yo € Y tal que d < ||lzg — yo|| < 7. Sea entonces
x::ﬁ,parayeifes

Lo — Yo

o= o = [ 22—y = T o =0~ o — ol -
lzo — ol lzo — ol
To — + ||xo — d
_ H 0 — (yo + [|zo yolly)|| > S1—¢,
lzo — ol |zo — ol

donde usamos que yo + ||zo — yolly € Y, y entonces d(z,Y) > 1 —e.

Si X es un espacio normado de dimension infinita, existen una sucesion (M,,), de subes-
pacios de X de dimension finita con cada M, C M,;1 y una sucesiéon de vectores unitarios
{yn}n C X con cada y, € My y d(Mnayn—i-l) > % con cada x, € M, y d(M7L75L'n+1) > % De-
mostracion: Tomamos 21 € X unitario y por induccion, paran > 1, M,, = span{z,...,2,} #
X por ser X de dimension infinita, luego por el lema de Riesz existe x, 1 € X unitario con
d(xn—&-laMn) > %

Teorema de Riesz: Un espacio normado X es de dimension finita si y sélo si todo cerrado
y acotado de X es compacto, si y sblo si Bx es compacta.

1 = 2] Visto.
2 = 3] Obvio.

3 = 1] Si X tuviera dimension infinita, habria una sucesion {y,}, C Sx C Bx con |y, —
Ym|| > & para cada n # m y por tanto no hay puntos de acumulacion.#

Para 2 C C abierto, (H (), Tk) es un espacio de Fréchet que no es de Banach.
Dado un espacio normado X:

1. SiY < X es cerrado y Z < X tiene dimensién finita, Y + Z < X es cerrado.

2. Sean Y un espacio normado y T : X — Y lineal con imagen de dimension finita, T es
continua si y solo si ker T' es cerrado.

3. Si X es de Banach e Y < X tiene codimension finita, todo complementario algebraico Z
de Y es un complementario topologico.

1El teorema se suele enunciar como que toda sucesién en un cerrado acotado posee una subsucesién conver-
gente, pero esto es la compacidad por sucesiones.



1.9. Ejemplos de espacios de Banach

TEM

D C X es denso en (X,7) si D= X, siy solo si cualquier abierto no vacio corta a D.
(X, T) es separable si admite un subconjunto denso y numerable.

Para S # 0, definimos | - [|oo : K¥ — [0,+00] como | f|loc = sup,cg|f(s)| y lamamos
espacio de las funciones acotadas en S al espacio de Banach ¢>°(S) := ({f € K% | || f]loo <
oo}, || - lo) ¥ topologia de convergencia uniforme a la topologia asociada a esta norma.

Si ademés S es un espacio topologico:

1. Cu(S) es un subespacio cerrado de £°°(S).

2. f: S — K se anula en el infinito si Ve > 0,3K C S compacto : ||f|s\x[lcc < €. El

espacio Cy(S) de funciones S — K continuas que se anulan en el infinito es un subespacio
cerrado de Cy,(S).

3. Si S es localmente compacto y Hausdorff, el espacio C.(S) de funciones S — K continuas
con soporte compacto es un subespacio denso de Cy(S).

Llamando ¢ := ¢>°(N):
1. £*° no es separable.

2. ¢ = {x € KN | lim,, |z,| = 0} y ¢ :== {z € KN | 31lim,, z,,} son subespacios cerrados y
separables de £*° con ¢y < ¢ < £°.

Dados un espacio métrico (X,d) y zg € X, ¢ : (X,d) — £°°(X) dado por ¢(z)(y) = d(x,y) —
d(zg,y) es una isometria.

FVV2

Un algebra de partes de Q # () es un conjunto no vacio A C P(Q) tal que A € A =
Al e Ay A/ Be A = AUB e A |.] Una o-algebra de partes de 2 es un algebra
¥ C P(Q) tal que si {A,},, € X entonces J,,cny An € X [ [..]

Dada una o-algebra X de partes de Q, una funciéon g : ¥ — [0, +00] es una medida
[...] sobre ¥ si u(@) = 0 y para toda familia {A,},en € X de conjuntos disjuntos |...|
0(Unen An) = 2 nen #(An). Si existe [...] (€2, %) es un espacio medible.

Un espacio de medida es una terna (2, %, ) donde (2,X) es un espacio medible y
1 es una medida sobre este.

Dados un espacio de medida (9,3, 1) y, para p > 1, || - ||, : K — [0, +00] dada por

I = ( | If(:c)lpdu(x)y ,

LP(Q) = LP(Q, 5, 1) == ({f € K| || fll, < oo}, || ||») es un espacio de Banach.
Si €2 es un abierto de R™ con la medida de Lebesgue inducida, C.(£2) es denso en LP(£2) .



Para p > 1, llamamos /P := LP(N), y entonces:
1. /P es separable.
2. El espacio de las sucesiones finitamente no nulas,
coo = {z € KN | 3ng € N: ¥n > ng, z,, = 0},
es un subespacio denso de /7.
3. Paral <p<gq, # C 0 C .

La suma de subespacios cerrados puede no ser un subespacio cerrado.

Sean 2 C R™ un abierto no vacio, K C ) compacto y, param € N, |||l : C™(2) — [0, +00)
dada por
olal f

= su su T
||me weg aean ax(lll L. 8’I%7z

la|:=a1+-Fa,<m

)

entonces:
L (Dp(Q) = {feCm
2. D"(Q)=({feCm
3. D(Q) ={f €C>®(Q) | sopf compacto} < D™(Q).

(Q) | sopf € K}, || - |lm) es un espacio de Banach.
(

Q) | sopf compacto}, | - |lm) es un espacio normado.

Sean D = {z € C: |z| < 1} y H(D) el espacio de funciones holomorfas D — C y, para p > 1,
|- Mz, || - e = H(D) — [0, 00] dadas por

1

1 27 . P

171, = sup <2 / f(reﬂwde) , 7l = e
re(0,1) ™ Jo

para p € [1,00], el espacio de Hardy H?(D) := ({f € H(D) | ||flla, < oo}, || - |z,) es un

espacio de Banach.

1.10. Redes

Un conjunto preordenado es un par (C, <) formado por un conjunto C' y un preorden
< en (', una relaciéon reflexiva y transitiva.

Un conjunto dirigido es un conjunto preordenado (D, <) tal que Vi,j € D,3k € D :
k >i,j. Una red en un conjunto Y es una funcion ¢ : D — Y donde (D, <) es un conjunto
dirigido, que escribimos como ¢ =: {w; }iep con w; = ¢(i). Todo conjunto totalmente ordenado
es dirigido, y en particular (N, <) lo es y asi las sucesiones son redes.

Si X es un espacio topologico, la red {x;}iep € X converge a z € T (con convergencia
de Moore-Smith) si VV € £(z),Jip € D : Vi > ig,x; € V,y s € X es de aglomeracién de
(:)iep sIVV € E(s),Vj €D, i >j:a; €V.

Si (X, || - ]|) es un espacio normado, una red {z;};cp € X es de Cauchy o satisface la
condiciéon de Cauchy si

Ve > 0,32'0 S DVZ,] > i(), sz —(EJ” < e.



Si X es de Banach, toda red de Cauchy es convergente.

Una subred de lared ¢ : D — Y es unared ¢op: J — Y para cierta p : J — D que
cumple que Vig € D,Jjo € J : Vj > jo,p(j) > do. Si D es un conjunto dirigido, J C D es
cofinal en DsiVie D,3j € J:j > 1,y entonces, si (w;);ep es una red, (w;);cs es una subred
suya. Si una red converge en un espacio topolédgico, toda subred suya converge al mismo punto.

Sea X un espacio topoldgico:

1. X es de Hausdorff si y solo si toda red {z;};ep € X convergente converge a un anico
z € X, en cuyo caso z es el limite de la red, lim;cp z; = 2.

2. Un s € X es de aglomeraciéon de una red en X si y s6lo si esta admite una subred
convergente a s.

3. A C X es cerrado si y solo si toda red convergente en A tiene limite en A.
4. Sis€e Xy AC X, s € Asiysolosies limite de una red en A.

5. Si Y es otro espacio topologico, f : X — Y es continua en a € Y si y solo si lleva redes
en X convergentes a a a redes en Y convergentes a f(a).

6. A C X es compacto si y solo si toda red en A posee una subred convergente a un punto
de A.

Si X es un espacio métrico, s € X es de aglomeraciéon de una sucesion si y s6lo si esta posee
una subsucesién convergente a s, pero esto no es cierto en espacios topologicos arbitrarios.

1.11. Familias sumables

Si I # 0, lamamos Py(I) :== {J C I | J finito}, que es un conjunto dirigido por C. Si
(X, ]| - |I) es un espacio normado e I # 0, {z;};e; € X es sumable con suma s € X si
Y icy Ti)Jepo(1) converge a s, y es absolutamente sumable si (||z;]|)ics es sumable en R.

Si (X, |- ]) es un espacio normado y {x;},c; C X es no vacia:

L. (3 iy Ti)sep,(r) es de Cauchy siy solo si

Ve > 0,3y € Po(I) : VJ € Po(I\ Jo), || zi|| <,
iceJ

< Q.

y entonces {i € I [ z; # 0} es contable y sup jep,(p Hziel X

2. (zi)ier es absolutamente sumable si y s6lo si sup jep, (1) D_ie s l7il| < oo

3. X es de Banach si y sélo si toda familia sumable es absolutamente sumable, y entonces
toda familia absolutamente sumable es sumable.

Si (X, |- ]) es un espacio de Banach, llamamos

C(S)=supq C €[0,1) [V eNVz € X" ASC N, : C Y Izl < D 2 ¢

JEN, JES



v || - || en X tiene la propiedad S si C(S) > 0.

Si (X, |- |) es de dimension finita, {z,, }nen € X es sumable si y solo si ), es absolu-
tamente convergente, si y solo si sup,, Y ;. [|2il| < oc.

Teorema de reordenacién de Riemann: Si la serie real ), es convergente pero
no absolutamente convergente, para x € [—00, 0], existe una biyeccion 7w : N — N tal que
T =301 Tn(n)-

Si X es un espacio de Banach y {z,}, € X es una sucesion, ) . x, es incondicionalmente
convergente si para 7 : N — N, > 2.(,) converge, si y solo si (z,,), es sumable, en cuyo
caso todas las ) x(,) convergen al mismo nimero.

Como teorema,un espacio de Banach (X, || - ||) es de dimension finita si y solo si tiene la
propiedad S, si y s6lo si

Ve > 0,30 > 0:V{z;}jen, € X, | sup sz <) = Z llzill <€,
SCNn |I5es JEN,

si y s6lo si toda serie sumable en X es absolutamente convergente.



Capitulo 2

Espacios de Hilbert

David Hilbert (1862-1943) fue un influyente mateméatico aleméan que formulé la teoria de
los espacios de Hilbert. En 1900 publicé una lista de 23 problemas que marcarian en buena
medida el progreso matematico en el siglo XX, y present6 10 de ellos en el International
Congress of Mathematicians de Paris de 1900. Fue editor jefe de Mathematische Annalen, una
revista matemética muy prestigiosa por casi 150 afios, y tuvo discipulos como Alfréd Haar,
Erhard Schmidt, Hugo Steihaus, Hermann Weyl o Ernst Zermelo.

Dado un K-espacio vectorial H, (-,-) : H x H — K es una forma hermitiana si para
a,b e Kyx,y,z € H, (ax+by, z) = alz,z) + by, 2) y (x,y) = (y,x), y es definida positiva si
paraz € H\O es (x,z) € RT. Un producto escalar es una forma hermitiana definida positiva,
y un espacio prehilbertiano es un par formado por un espacio vectorial y un producto escalar
sobre este.

Dado un espacio prehilbertiano (H, (-, -)):

1. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: Vz,y € H,|(z,y)|* < (z,2)(y,y), con igualdad si
y s6lo si x e y son linealmente dependientes.

2. H es un espacio normado con la norma |z| = \/{(x,x), y para z,y € H, ||z + y| =
lz]| + |yl <= z=0Vy=0V3Ia>0:x=ay.

3. Paraa,bc Ky x,y,2 € H, (z,ay + bz) = alx,y) + b(x, 2).
4. Para z,y € H, ||z +y|* = ||z]|* + |ly||* + 2Re(z, y).
Identidades de polarizaciéon: Si H es un espacio prehilbertiano y =,y € H:
L (z,y) = ;(lz +yl* = o = ylI* + iz + iyl - illa - iy[*).
2. Si H es real, (z,y) = i(”x +y)? = ||z — y||?).

Teorema de von Neumann: Un espacio normado (X, || - ||) admite un producto escalar (-, -)
en X con {x,z) = ||z||* si y s6lo si || - || verifica la ley del paralelogramo:

Va,y € H, |z +y|* + o —y* = 2(«]* + [ly]*).



]

lz+ylP+llz—yl*=(z+y,z+y)+(x—y,z—y) =
= (z,2)+ 7,2) + (Y, y) + (z,2) = 7,2) + (y,y) = 2(lz)* + |lyl1?).

Definimos (-,-) segun la identidad de polarizacién, y queremos ver que es un producto
escalar cuya norma es la inicial. Se tiene

1
(o) = 7 (122 = lle = 2ll? +illz + i) = il - io]?) =

1 . . . .
= 7 (42 + i1+ P22 = 31 = i22)?) = |2

Az,y) = llz+ylI* = llz — yl* +ille +iyl* - illz - iy|?
= lly+al? = lly — | +ily - iz]| - illy +iz]* = 4(y, 2)
=l -z —yl* = -2 +yl* +ill -z = iyll* =il - = + iy* = —4(-2,y)

iz,y
= i+ g]? — [z~ i + il — y)? — il 4 y)? = 2457

Para ver que (z + z,y) = (x,y) + (2,v),

(z)()

2

(+3)-(+2)] -

2

2
Iz + 2 +yll* = o+ 2z —yl* = —‘

2

=2 x—&—gH -2 z—% +lla—=T7,
de donde
Lo +2,y) = HﬂerZerHQ—IIJUJrZ—yHQ+i||f6+2+iy||2—i||96+z—iy||2
2 2
= 2<x+g + z+% — x—f zH)
2 212
+2i<x+i‘;/ + |z +ig|| - x—izH - z—i% )
Y Y
= 8 = 8 =),
(3)r5(3)
y por tanto

@tz =2(e 5 +2(55) = 0+ o)

donde en la segunda igualdad hemos usado la primera igualdad al revés con z = 0 o
x = 0. Usando esto y que (—z,y) = —(z,y) es facil ver que (ax,y) = a(zx,y) para a € Q;
para a € R se usa la continuidad de la norma y por tanto del producto escalar, y para
a € C se usa (iz,y) = i(z,y).



(> “ llso) ¥ (C([a,b]), || - |l1) son espacios normados no prehilbertianos.

Dos espacios prehilbertianos (Hy, (-,-)1) y (Ha, (-,+)2) son equivalentes si existe un iso-
morfismo algebraico T : Hy — Hy con (x,y); = (Tz,Ty)s para todo x,y € Hy, siy soélo si
existe un isomorfismo isométrico entre los espacios normados.

Si H es un espacio prehilbertiano, z,y € H son ortogonales, zly, si (z,y) =0; 2z € H
es ortogonal a M C H, z 1M, si Vy € M,z 1y, y llamamos M+ = {z € H | 1L M}. Una
familia {z;};er C H es ortogonal siVi,j € I, (i # j = z;Lx;), y es ortonormal si ademés
Vi, ||zl = 1.

1. Teorema de Pitagoras: Si z 1y, ||z + y||? = ||=]|* + ||y||*

2. Si (x;)ier es una familia ortogonal de elementos no nulos, es una familia linealmente
independiente.

3. Si M C H, M+ es un subespacio cerrado de H.

Lema de Gram-Schmidt: Sean H prehilbertiano, {x,}, C H una familia contable lineal-
mente independiente y (uy)n € (yn)n dadas por u, = HZ—"H, Yo = xg y para n > 1,
Yn = Ty — Z<1’na uj>uja
j<n

(un)n €s una sucesion ortonormal en H y, para cada n, span{uy,...,u,} = span{z1,...,z,}.
Si M es un subespacio de dimension finita del espacio prehilbertiano H:

1. M tiene una base algebraica formada por vectores ortonormales.
2. M es equivalente a K™ M

Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano completo. Dado un espacio de medida
(2,3, 1), L?(Q,%, i) es un espacio de Hilbert con

(f.0) = / fgdu,

y en particular lo son ¢2 con (z,y) =Y., x¥n y {2 con (z,y) = >, ;.
Son espacios prehilbertianos no completos:

1. cgo con el producto escalar de £2.

2. C([a,b]) con el producto escalar de L?([a,b]) con la medida de Lebesgue, que es denso en
L?([a,b)).

2.1. Mejor aproximacion

Si X es un espacio vectorial, A C X es convexo si VA € [0,1], \MA+ (1 - AN)AC A. Si X
es normado, S C X no vacioy z € X, un y € S es un vector de mejor aproximacion de z
a S si |z —yl = mingegs ||z — 2.

Teorema de mejor aproximaciéon: Si H es un espacio prehilbertiano y C C H es
no vacio, convexo y completo, para cada x € H existe una mejor aproximacion de = a C.



Demostracion: Podemos suponer por traslacion que z = 0, y llamamos « = inf,cc |2]|.
Para la existencia tomamos una sucesion {y,}, C C con lim, |y,|| = « y probamos que es
de Cauchy, pues entonces por completitud existe y := lim, y, € C y por continuidad de la
norma es ||y|| = a. Para e > 0 existe ng tal que si n > ng es |ly,||? < o + ¢, y por la ley del

paralelogramo es

pues por convexidad % € S y por tanto su norma es mayor o igual a «. Para la unicidad,
si y,z € C cumplen |ly|| = ||z|| = a, por un argumento como el anterior,

2

2 2
Yn — Ym 1 1
e ol + )~ e tetatie) —a?=c,

y+z|”

2

B

1
5 ga(a2+a2)—a220.

1
= 5I1P + 1) - |

Como teorema, si Y es un subespacio de un espacio prehilbertiano H y = € H:
1. y € Y es de mejor aproximacion de z a Y si y sélosi z —y LY.
=] ParazeYyaeK, comoy—azeY,
lz =yl < |z —y +azl* = [l — y||* + 2Re(a(z,z — y)) + |al?|| 2%,

luego 0 < 2Re(a(z,z — y)) + |al?||z||? y, haciendo a = t{x — y,z) con t € R, 0 <
2t —y, 2) |2 + t2|{(x — y, 2)|?||||*. Si fuera (z —y, 2) # 0, 0 < 2t +t?||z||? para todo
t € R, pero si [|z]|? = 0, esto es negativo cuando t < 0, y si ||z[? > 0, es negativo al
menos cuando t = *W#v luego x —ylzyx—ylY.

<= Para z € Y, por el teorema de Pitagoras,
o =2l = llz =y +y =2l = o — y|* +[ly — 2[* = [l — yl*.

2. Si existe una mejor aproximaciéon de x a Y, es tnica.

Sean y, z € Y de mejor aproximacién, como z—y, z—z € Y+, su diferenciay—z € Y+NY,
luego (y — z,y —z) =0 ey = z.

3. Si Y es completo, hay vector de mejor aproximacion.

Por el teorema anterior (los subespacios son convexos).

2.2. Determinante de Gram

Sean H prehilbertiano y M < H de dimension finita con base ortonormal (e;);.

1. Para x € H existe un tnico vector de aproximacion de x a M dado por

Z(x,ei>ei.

%

2. d(z, M)? = [lz]? = 32, [z, )|



Llamamos determinante de Gram de (z;)"; a
G, o) = det({z;, ) 5

Como teorema, si H es prehilbertiano, M < H de dimension finita con base (b;); y = € H, el
vector de mejor aproximacion de x a M es

(x1,21)  (22y21) -+ (Tn,z1)  (2,21)
. (T1,22) (T2, m2) -+ (Tn,72) (T,72)
G ol 5 5 SE
( ) <£U1, xn> <x27 xn> T <£En, xn> <1’, xn>
xr1 T2 Tn O

Algunas aplicaciones:

1. Resoluciéon de sistemas sobre-dimensionados por minimos cuadrados. Tenemos
un fenémeno experimental que se puede modelar como una funcion lineal y(z) = a1z1 +
-+« 4+ apxy, pero no conocemos los a;. Hacemos m experimentos fijando un z; en cada
uno y midiendo y; := y(z;) para plantear un sistema de m ecuaciones. Solo hacen falta
n experimentos cuidando que los z; sean linealmente independientes, pero en general
conviene hacer mas, m > n. Como las mediciones son aproximadas, el sistema puede ser
incompatible, por lo que se eligen los a; € R de forma que se minimice

2 2
20 R oPi [ PR wPe
1€EN,, JEN, JEN,
donde X; = (z15,...,%m; ). Si Xi,...,X,, son linealmente independientes, sea M =
span{Xy,..., X, } < R™, buscamos el vector Z € M de mejor aproximacion de y en M
que, expresado respecto de la base (X1, ..., X,), nos dara el vector (ay,...,a,) buscado.

2. Ajustes polinémicos por minimos cuadrados. Queremos modelar un fenémeno ex-
perimental como una funciéon polinémica f : [a,b] — R, y tenemos k observaciones de
la forma f(t;) = y; con ¢; < ... < ti. Existe un polinomio de grado maximo k — 1 que
cumple esto, pero muchas veces k es muy grande y esto complica los calculos y puede
llevar al overfitting o fenémeno de Runge. Entonces buscamos un polinomio f de grado
maximo n bastante menor que k — 1 que minimice

2
n
Z lyi — ()] = ||y — ijtj )
i€Ny j=0
donde t/ := (#],...,t]). Para ello, como para k > 2 los t/ son linealmente independientes,
consideramos M := span{1,t,t,...,t"} < R"*! y buscamos la mejor aproximacioén de y

a M.



2.3. Teorema de la proyeccion

Teorema de la proyecciéon: Sean H un espacio de Hilbert con un subespacio cerrado M
y Py H — M la proyeccion ortogonal de H sobre M que asigna a cada x € H la mejor
aproximacion de x a M:

1. H es suma directa topologica de M y M=+, Py es la proyeccion canénica y, si Pyo :
H — M+ es la otra proyeccion canénica, si M # 0, |[Py|| = 1, y si M+ #0, || Py || = 1.
Por la definicién de producto escalar, M+ < H. Claramente M N M+ = 0, y para
x € M, como gy := Pp(x) cumple v —y M,z =y+zconyeE My z:=x—y & M,
luego M + M+ = H y H es suma directa algebraica de M y M. Py es la proyeccion
canénica porque, siy € My z € M+, (y +z) —y = 21 M, y por unicidad de la mejor
aproximacion, Py (y + 2) =y. Py y Pyo son lineales por ser proyecciones canonicas, y
paras = y+z € Sy con y € My 2 € M, 2l = [yll2+ 2] = [|Par(@)|*+ | Paso () 2
v 1Py ()], | Pase (z)]] < ||z|| = 1, lo que prueba la continuidad y por tanto que la suma
directa es topologica. Ademas, si M # 0, existe y € Spr y [P (y)|| = |lyll = 1, luego
| Pa|l = 1, y anélogamente para M.

2. PM(H):M,kerPM:MLyPML :1H_PM-
3. Para x,y € H, (Py,y) = (z, Puy) y (Pyr2,y) = (, Pary).

Siz=z14+xey=yi+ysconai,ys € M yxs,ys € M, (Py(x),y) = (x1,91 +y2) =
(T1,y1) = (x1 + x2,91) = (%, Py (y)), y para Py es analogo.

4. M++ =M.
Sixz e M, paray € M+, (y,z) = (x,y) =0, luego z € M++. Si v € M++ C H, sean

yEMyzeMtconx=y+2z 0= (x,2) = (y,2) + (2,2) = (2,2) = ||2]?, luego z = 0
yzeM.

Esto no es cierto si M no es cerrado ni si H no es completo.

Un espacio normado es de Hilbert si y s6lo si cada subespacio cerrado tiene un complemen-
tario topologico.

Si H es un espacio de Hilbert, S C H es total si y solo si S+ =

2.4. Dual de un espacio de Hilbert

Teorema de Riesz-Fréchet: Dados un espacio de Hilbert H y un operador f : H — K,
f es acotado si y solo si existe y € H con f = (-,y), en cuyo caso y es tnico y || f|| = [|y|l-

= ] Para la unicidad, si f(z) = (z,y) = (x,2) para todo x € H, (x,y — z) = 0, luego
y — zLH y, como H- = 0, y = z. Para la existencia, si f = 0 tomamos y = 0, y en
otro caso, Y := ker f es un subespacio cerrado de H y por tanto H = Y ® Y+, con
dimY' = dimImf = 1. Sea entonces z € Y unitario, la proyeccién ortogonal de un
x € H sobre Y es (z,2)2, luego v — (2,2)2 €Y y

f@) = flz = (z,2)2 + (x,2)2) = f((z,2)2) = (2, 2)f(2) = (&, f(2)2) = (@,y).

Para z € Sy, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, || f(z)[|? = |(z,y)|* < (z,2){y,y) =

2
lyl[?, tuego [|£1| < [lyll, pero f(y) = 44 = - = |y, luego || £]| = [yl



<] f = {(,y) es lineal, y es continua por el argumento anterior que prueba que | f|| = ||y|l.

El teorema no es valido si H no es completo.
Sean H un espacio de Hilbert y T': H* — H que a cada f le asocia el y con f = (-, y):

1. T es biyectiva, isométrica y lineal conjugada.
2. H* es un espacio de Hilbert con el producto escalar (f, g)* .= (T'g, Tf).

Dado un un K-espacio vectorial X, B : X x X — K es bilineal si las B(,y) y B(z,-) son
lineales, sesquilineal si las B(-,y) son lineales y las B(x, -) son lineales conjugadas, simétrica
si B(z,y) = B(y,x) y positivasi Vx € X, B(x,x) > 0. Si ademéas X es normado, B es acotada
si AM > 0 : Va,y € X, |B(z,y)] < M|z|/|ly]l, y es fuertemente positiva si 3¢ > 0 : Va €
X, B(z,z) > c||z|)%

Si B es bilineal o sesquilineal sobre un espacio normado, es acotada si y solo si es continua,
y para todo = e y es 2B(z,z) + 2B(y,y) = Bz + y,z + y) + Bz —y,z — y).

Teorema de Lax-Milgram: Sean H un espacio de Hilbert y B una H-forma sesquilineal
acotada y fuertemente positiva, existe un tnico isomorfismo de espacios de Hilbert T': H — H
tal que Vx,y € H, B(z,y) = (z,Ty). Demostracion: Sea

Y ={yeH|3zeH:(,y =B(2)}

0 € Y tomando z = 0 y z esta univocamente determinado por y, ya que si {(-,y) = B(-,z) =
B(-,2") entonces B(-,z — z') = 0y en particular 0 = B(z — 2/, 2 — 2') > c||z — 2'||? para cierto
¢ > 0 por ser B fuertemente positiva, luego z = 2’. Como (-,-) y B son sesquilineales, Y es
un espacio vectorial y S : Y — H que a cada y le asocia el z con (-,y) = B(-,2) es lineal.
Entonces, para y € Sy,

c|Syl* < B(Sy, Sy) = (Sy,y) € R*,

pero por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, (Sy, y)? = |(Sy, y)|?> < |Sy||?||ly||?, luego ¢||Sy||* <
(Sy,y) < 1Syllllyll = 1Syl ¥ ISyl < 1, conlo que S es continua. Entonces, si {y,}, C Y tiene

limite y € H, por continuidad de S'y de B,

(z,y) = lim(z, y,,) = lim B(z, Sy,) = B(zx, Sy),

luego y € Y e Y es cerrado. Entonces, si z € Y+, como B(-,z) : H — K es continua, por
el teorema de Riesz-Fréchet existe w € H con B(-,z) = (-,w), luego w € Y, pero entonces
B(z,2) = (z,w) = 0 y, por ser B fuertemente positiva, z = 0, luego Y+ =0 e Y = H. Para
z € H, como B(-,z) es continua, existe w € H con B(-,z) = (-,w) y por tanto z = Sw, luego
S es suprayectiva. Si Sy = 0, para x € H, (z,y) = B(z,Sy) = 0 y por tanto y = 0, luego
S es inyectiva. Por tanto S es biyectiva y T := S~! cumple (x,Ty) = B(z,y). Ademas, para
y € Su, |Ty|* = (Ty,Ty) = B(Ty,y) < M||Ty|llyll = M||Ty|, siendo M una cota de B, de
donde || T|| < M y, como || T~ = ||S|| £ L, T es un isomorfismo topolégico isométrico.

En particular, dado un espacio vectorial H con dos productos escalares (-,-)1 y (-, )2 equi-
valentes que hacen a H completo, existe un isomorfismo T : H — H de espacios de Hilbert
con (x,y)1 = (x, Ty)s.

Dado un espacio medible (€2, ) con medidas p y v, v es absolutamente continua respecto
de psiVA € 3, (u(A) =0 = v(A) =0), y es finita si v(2) < co. Teorema de Radon-
Nicodym: Si (£2,%) es un espacio medible con medidas finitas 1 y v siendo v absolutamente



continua respecto de p, existe g : @ — [0, +00] p-integrable tal que

VAGZ,V(A):/gdu.
A

Demostracion: o := p1+ v es una medida finita en X tal que VA € X, (0(4) =0 < u(A) =
0), y la funcioén lineal entre espacios de Hilbert T : L%(£2, %, 0) — R dada por

Tu = / wdp
Q

estd bien definida y es continua porque, si [|ul|z2(q,5 ) = 1, usando la desigualdad de Cauchy-

Schwartz,
Tu|:’/ udu‘§/|u|du§\// |u2du+\// du <
Q Q Q Q
g\// |u|2du+/ |u|2d1/+\// dqu/dy:lJr\/cr(X).
Q Q Q Q

Por el teorema de representacion de Riesz, existe f € L%(£, %, o) tal que, para u € L?(Q, %, o),

/udu:Tu:/ufdJ7
Q Q

pero esta igualdad se da cuando u = x4 para todo A € F y por linealidad para cualquier
funcion Y-medible simple, y por el teorema de convergencia dominada también se da para
cualquier funciéon ¥-medible no negativa en casi todo punto. Ademaés, para A € ¥,

ua) = [ xasdo = [ pao,

de modo que f es Y-medible y, haciendo A = {z | f(z) < 0} 0 A = {f(z) > 1}, vemos que

f(w) € (0,1] para casi todo w € €, con lo que lf es Y-medible no negativa en casi todo punto

y, en casi todo punto, %f =1, con lo que para A € X,

/A%du:/Ada — V(A):a(A)—M(A)z/A(}—1>dM=¢/Agd/J-

2.5. Problemas variacionales cuadraticos

Teorema principal de los problemas variacionales cuadraticos: Sean H un R-espacio
de Hilbert, B una H-forma bilineal simétrica, acotada y fuertemente positiva, b € H* y F :
H — R dada por

F(x) = %B(x,m) —b(z),
entonces:

1. F alcanza su minimo en w € H siy solo si B(w,-) = b.



— ] Fijadoy € H, parat € R

F(w + ty) B(w + ty, w + ty) — b(w + ty) =

(B(w,w) + 2tB(w,y) + t*B(y,y)) — b(w) — tb(y) =

NN =N =

1
= F(w) +#(B(w,y) = b(y)) + 51*B(y,y),
pero por hipétesis F(w) < F(w + ty) para todo t € R, luego ¢ : R — R dada por
©(t) == F(w + ty) tiene un minimo en t =0y 0 = ¢’(0) = B(w,y) — b(y).

<] Parayec HyteR,
o 1
F(w+ty) = F(w) + (B =5(y)) " + thB(yyy) > F(w).

2. Existe un tnico w € H en el que F' alcanza su minimo.

Como B es bilineal, simétrica y fuertemente positiva, es un producto escalar sobre H, y
que es equivalente al de H ya que existen ¢, M > 0 con c||z||? < B(z,z) < M|z|]?, luego
b es continua con el producto escalar B y por el teorema de Riesz-Fréchet existe un tnico
w € H con b= B(-,w) = B(w,-), que es la condicion del primer apartado.

2.6. Convolucién y aproximacion de funciones

Dado un abierto @ C R™, f : R” — R es localmente integrable si |f| es integrable en
todo compacto K C ). Dadas dos funciones localmente integrables f,g : R® — R, definimos
su producto de convolucién como (f *g) : D — R dada por

(f*g)(a) = A f(x)g(a —x)dx,
donde D = {a € R" | z — f(x)g(a — z) integrable}. Si f,g € L?(R"), f * g esta definida en
todo R™ y es continua y uniformemente acotada con

1f * glloe < [[fll2]lgll2-

El producto de convolucion es conmutativo, y si f x g esta definida en casi todo punto, sop(f *
g) € sop(f) +sop(g).

Una sucesion de Dirac es una sucesion (K, : R® — R=%),, de funciones continuas con
integral 1 en R™ y tal que

‘v’e,6>0,3n0:Vn2no,/ K,(z)dz < e.
R"\ B(0,5)

Por ejemplo, si K : R® — R es continua, no negativa, con soporte compacto e integral 1,
entonces (x — m" K (mx))m>1 es una sucesion de Dirac.

Las sucesiones de Dirac aproximan la delta de Dirac, una «funcién extendida» con integral
1 que vale 0 en todo punto salvo en el origen en que el valor es infinito.



Como teorema, si f : R® — R es continua y acotada, la sucesion (f * K,,),, tiende
uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de R™.
Si f:R™ — R es localmente integrable y g € DF(R"), f x g € C*(R") y para a € N” con

Yoo <kes
laf ||
3a (f*gl . ac? 9\,
ox{" ---Oxp" ox{" ---Ozp"

con lo que f * g es una regularizacion de f a través de una funcién suave g.

Como teorema, dado un abierto G C R™, D(G) es denso en (C.(G), | - |loo) v en LP(G)
para todo p € [1, 00).

Para G C R" abierto y f € L?(G), si para todo ¢ € D(G) es

/wa:o

entonces f = 0 en casi todo punto y en particular, si f es continua, f = 0.

2.7. Principio de Dirichlet

Dado un abierto G C R", u € D?(G) es arménica en G si Au = V?u = 0 en todo
punto de G. Dada g € C(Sc), el problema de Dirichlet consiste en encontrar u € D?(By)
armonica con u|s, = g. Para un abierto G C R", llamamos C™(G) al conjunto de funciones
u: G — R con ulg € C™(G) para las que las derivadas parciales de orden m de u en G admiten
prolongacioén continua a G. Escribimos d;u = g—?.

Dados un abierto G C R" acotado y no vacio, f : G -+ Ry g : 9G — R, el problema
de valores frontera para la ecuacién de Poisson consiste en encontrar u : G — R tal
que —Au|g = f y ulsg = g, y €l problema generalizado de valores frontera consiste en

encontrar v : G — R con ulpg =gy

VUED(G),/ Zajuajvdm:/ fo.
G5 G

Si G C R™ es un abierto acotado no vacio, f € C(G) y g € C(9G):

1. Una w € C?(G) es solucion del problema de valores frontera para la ecuaciéon de Poisson
y so6lo si lo es del problema generalizado de valores frontera.

2. Siw € CQ(éLes solucién del problema variacional consistente en encontrar el minimo de
F:{ueC?Q) | ulsc = g} — R dada por

Pl =5 [ S @u@)ae- [ fu

entonces es solucion de los dos problemas anteriores.

El teorema de integracidon por partes en varias variables afirma que, si G C R” es un

abierto, u € CY(G) y v € D(G),
/ udjv = —/ (Oju)v.
el G



Si G es un abierto de R" y u,w € L?(G), w es la derivada generalizada j-ésima de u,

w = Oju, si
Yo € D(G),/ udjv = —/ wv,
a G

y para a € N™ llamamos D% = 97" - - - 0% u.
Para G C R™ abierto, k € Ny p € [1,00), llamamos espacio de Sobolev a

WHEP(G) = {u € LP(G) | Vo € N", (la| < k = ID*f € LP(G))}.

Escribimos W*(G) :== W*2(Q), y generalmente consideramos el espacio de Sobolev W1(G).
Si G C R™ es abierto, definimos la relacion de equivalencia en G — R como f ~ ¢ si y sdlo
si {f(z) # g(x)} es de medida nula, y (-,-)1,2 : W'(G)/ ~— R dada por

(W, )12 = /G uv + Z(ﬁju)(ajv)

es un producto escalar en W1(G)/ ~ que lo convierte en un espacio de Hilbert. Identificamos
WHG) con WHG)/ ~.

Llamamos H{}(G) al espacio de Hilbert obtenido como la clausura de D(G) en W(G), que
en general es un subespacio propio de W1(G) pero es igual a W(G) si G = R™.

Si G C R" es abierto acotado no vacio y u € W'(G), u se anula en la frontera de G en
sentido generalizado, u = 0 en 9G, si u € H}(G), y para f,g € WY(G), f = g en G en
sentido generalizado si f — g € H (G).

Desigualdad de Poincaré-Friedrichs: Si G C R"™ es un abierto acotado no vacio, existe

C > 0 tal que para u € HJ(G),
C’/u2</ E ju)?
e (O;u)

Demostracion: Sean R = [],[a;,b;] con G C Ry u € D(G), y vemos u como una funcion en
R que se anula fuera de G y con valor indefinido en 0G, para x € R, por la desigualdad de
Cauchy-Schwartz,

2
<u<x>>2—</ anum,...,x“,t)dt) s(/ dt> (/ anum,...,xnl,t)?dt)g

b'll
< (b, —an) 8nu(x1,...,xn,1,t)2 dt,

An

luego

by by, 2%
/uQ:/u2§/ / (b, — an) Bnu(xl,...,a:n_l,t)thdxn~~~dml:
G

Qn

by
= (bn fan)Q/ / Onu(T1, ... Tp_1, ) dtdz,—q---dxq =
:(bnian) /(au) dr < bn*an /Zau d:l}— b, —a /Zau



Para u € HJ(G), existe una sucesion {um, }m € D(G) con lim,, [[u — um|12 = 0 y por tanto
lim,, ||u — w2 = lim,, [|0ju — Ojum|2 =0, y tomando limites y usando que la norma || - ||z <
|- |li2 ¥ por tanto es continua en W(G),

¢ [t = [ S0 = Clull = 3 10,0l = tim | el = 3 Nyl | <0
J J j

J

Principio de Dirichlet: Sean G C R™ un abierto acotado no vacio, f € L?(G) y g €
WHQG), F:{ue WYG)|u—ge H}GQ)} — R dada por

1
F(u) = 7/ (0ju)? —/ fu
alcanza su minimo en un tnico punto, que es el tinico © € DomF’ tal que

o e HY(G), | S (@u)@) = | fo
G G

y es la tinica solucién en DomF del problema de valores frontera para la ecuaciéon de Poisson
—V2u = f.
Demostracion: Para u,v € W(G) definimos

B(u,v) = LZ(aju)(ﬁjv), bo(v) == /va, b(v) = bo(v) — B(v, g).
B es bilineal y simétrica, y es acotada porque
Bl = |3 @] < X| [ @)

Por la desigualdad de Poincaré-Friedrichs, existe C' > 0 tal que, para todo v € H,

C/Gv2</G§;(ajv)2,

< > 105ullzl9s0llz < nllullzlvlle:
J

luego

Clvlli,=C /Gv2 + Z(@-U)Z <(1+4+0) /G Z(ajv)2 =(1+C)B(v,v)

y B es fuertemente positiva. Ademas, by es lineal y es acotada por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, y como B es bilineal y acotada, b es lineal acotada y se dan las condiciones del teorema



principal de los problemas variacionales cuadraticos. Ahora bien, si w == u — g € H}(G),

1 1 9 -
3Bl —bw) =5 [ Z_(ajw—g)) - /G fu=9)+ [ D0yt =)@yla) =

/Z (4= ) (05 (u +9)) /fuf -
—2/sz:(aju)2/Gfqu;/sz:(ajg)“r/Gfg,

luego minimizar F equivale a minimizar §B(w,w) — b(w), y ademés
B(w,v) = b(v) <= B(u,v) — Blg,v) = bo(v) — B(v,g) = Blu,v) = bo(v) <=

= D005 - | s

Para la tltima parte, si ug cumple esta tltima féormula para todo v € HJ(G), por integracion
por partes,

OZ/G%:(ajUO)(ajv)—/vaz—/GEJ:(ajajuo)v—/vaz—/G(VQUOJrf)U,

con lo que (V2ug + f) LHE(G) y, como D(G) C HE(G) es denso en L*(G), VZug + f = 0.

2.8. Soluciones débiles

Dados k,n € Ny a, € K" para cada @ € N” con || < k, un operador diferencial lineal
de coeficientes constantes es uno de la forma

y su operador adjunto es

L* =Y (-1)llazD®.

lal<k

Si G C R™ es abierto, ¢,1 € L?(G) son de clase C¥ y una de las dos tiene soporte compacto,
entonces (Ly, V) = (@, L*).

Asi, si G es un abierto en R", f,u € L?(G) son de clase C¥ y Lu = f, entonces (f,9) =
(u, L*1) para todo v € D(G). Para f € L*(G), u € L*(G) es solucién débil de la ecuacién
en derivadas parciales Lu = f si para todo ¥ € D(G) es (f,¥) = (u, L*¢).

SiL= % y u, f € L*((0,1)), Lu = f en sentido débil si y solo si existe F' : (0,1) — R
absolutamente continua con F =u 'y F’ = f para casi todo z € (0,1).

La ecuacion de ondas en una dimension,

Pu 2w —0, t €l0,+00),
u(z,0) = f(z), =z €][0,7],
%(%O) =0,



siendo f : [0, 7] — R una funcién lineal a trozos, admite soluciones débiles que no son soluciones
ordinarias.

Teorema de Malgrange-Ehrenpreis: Sean G un abierto acotado de R™ y L un operador
en derivadas parciales lineal con coeficientes constantes, existe un operador lineal continuo
K : L?(G) — L?*(G) tal que para todo f € L*(G), u :== K(f) es soluciéon débil de Lu = f.

Demostracion: Definimos (@, ¢) == (L*¢, L*1)2, y para ver que es un producto escalar
sobre D(G) vemos que existe C > 0 tal que, para ¢ € D(G), ||¥|l2 < C||L*¥]|2. Si L* = 8@1
llamando ¥(z) := 0 para « ¢ G, para € G, como sopy) C G es compacto, sea m := inf,cq 21,

2
T1 aw )2 /x w
= —(t,z2,...,2p)dt )] < —(t,z2,...,xp)| - 1dt | <
(/m axl( 2 ) = (t, z2 )
2
/dt/ tl‘g,...,(En dt< t:cg,...,acn) dt,
donde d es el diametro de G, e mtegrando de nuevo,
2
H1/J||§:/1/)(x)2dx§d// // txg,...,xn) dtdz, ---dz; <
G

oy

< d? -
—d/Ga

2
da = d*|| L*y|[3-
T

()

o
SiL* = a%i para otro i, es analogo, y si L* = ((%) , por induccion, [|¢]l2 < dI*||L*1p]|s.
Para L arbitrario basta hacer combinaciones lineales. Visto esto, sean Hy = (D(G), (-,-)r) y H

su complecién, L* : Hy — L?(G) es lineal y continuo y por tanto admite una extension lineal
y continua L* : H — L?(G). Sea ahora f € L*(Q) y lo : Hy — K dada por lo(¢)) := (¢, f)a2,

()| = [{¥; ol < [19ll2llfllo < ClFAIL |2,

donde C es tal que ||¢]|2 < C||L*9]2 para todo ¢, de modo que Iy es lineal continua por la cota
C| fll2 v se puede extender a una forma lineal y continua [ : H — K con ||I]| < C||f||2. Por el
teorema de Riesz, existe un tinico & € H con l(h) = (h, ), para h € H y ademas [|i| g = ||![|m,
y tomando u = L*a, I(h) = (L*h, L*A> (L*h,u)s, pero para ¢ € D(G), I() = (1, f)a ¥
L*(’L/)) = L*, con lo que (L*Y,u)y = l(¢) = (¢, f)2, y basta llamar K(f) := u. Para la
continuidad de K,

1K (f)ll2 = lulla = 1]z = l[alla = [a = sup L) < CIfl2-
|l E=|IL*9||2=1

2.9. Método de Galerkin

Sean M; C My C --- C M, C ... una sucesion de subespacios cerrados de un espacio de
Hilbert H con unién densa en H, a : H x H — R bilineal, simétrica, continua y fuertemente
positiva, b: H — R lineal continua,

J(x) = %a(x,x) —b(x)

para x € H, uw € H con J(u) minimo y, para n € N, w,, € M,, con J(u,) minimo, de modo que
a(x,u,) = b(z) para todo « € M, y a(x,u) = b(x) para todo x € H:



1. Teorema de Galerkin-Ritz: lim,, u,, = u.

Para xz € M,, a(z,u,) = b(z), y para x € H, a(z,u) = f(x), luego a(z,u — u,) =
b(x) — b(x) = 0 para © € M,. Pero a es un producto escalar equivalente al de H,
luego v — up LM, y, si P, : H — M, es la proyecciéon ortogonal, P, (u) = u,. Por el
teorema de la proyeccion, ||[u — uy| = ||lu — P, (u)|| = d(u, My,), pero por la densidad es
d(u,U,, M) = 0, y para ¢ > 0 existen ng € N ey € My, con ||u —y| < e, y como la
sucesion es creciente, para n > ng, |4 — uy|| = d(u, My) < d(u, My,) < |lu—y|| < e, con
lo que lim,, u,, = u.

2. Dados ¢,d > 0 con a(x,y) < d||z||||ly|| v c||lz||* < a(x,z) para todo z,y € H, |jul| < H—g”,
[u— up|| < 2d(u, M,) y, si B es cota inferior de J(H), [[u — u,||* < 2(J(uy,) — B).

El método de Galerkin para resolver un problema de esta forma consiste en tomar en el
teorema anterior los M,, de dimension finita y resolver los sistemas de ecuaciones lineales resul-
tantes, con matriz de coeficientes simétrica y definida positiva de tamano dim M,,. Tomando
adecuadamente las bases de los M, se puede conseguir que las matrices tengan muchas entradas
nulas.

2.10. Bases hilbertianas

Sean (H;)ic; una familia de K-espacios de Hilbert, Hy := [[;c; Hi y (-,-) : Ho x Hy —
[0, +00] dada por
<a:,y) = Z<xi’yi>Hw
i€l

llamamos suma directa hilbertiana o suma ¢? de {H,};c; al espacio de Hilbert

P Hi = C((Hi)ier) = ({z € Ho | (x,z) < 00}, ().

i€l

Cada H; es isométricamente isomorfo al subespacio de H de los vectores con todas las
coordenadas nulas salvo la ¢, los H; son mutuamente ortogonales en H, H es la clausura lineal
cerrada de los H; y cada x € H se puede expresar de forma tnica como > ._x; con cada
x; € H;.

Si H es un K-espacio de Hilbert y (H;);es es una familia de subespacios cerrados de H
mutuamente ortogonales con H = span{H,};cs, entonces H es isométricamente isomorfo a
D, Hi, e identificamos H con ), ; H;.

Desigualdad de Bessel: Sean H un espacio prehilbertiano y {e;}ic;r € H una familia

ortonormal, para x € H,
>l el < lz)*.

iel

icl

Para un conjunto I arbitrario, llamamos ¢*(I) := @, ; K.

Teorema de la base hilbertiana: Sean H un espacio de Hilbert y {e;}ic; € H una
familia ortonormal, {e;};c; es ortonormal maximal (por inclusién) si y sélo si Vo € H, (Vi €
I,{z,e;) =0 = x =0), siy solo sies un conjunto total, si y solo si": H — ¢*(I) dada
por & = ({z,e;));cs es inyectiva, si y solo si todo € H admite un desarrollo de Fourier



T =) (T e)es, siy solosiVa,y € H, (x,y) = > ,c(x,e:)(y,ei), siy solo si todo v € H
cumple la identidad de Parseval, ||z||* = >, ; [(z,€;)|?, y entonces decimos que (e;)ics es
una base hilbertiana de H o un sistema ortonormal completo.

1 = 2] Entonces z1{e;}icr, por lo que si x # 0, {e; }icr U {x} seria ortogonal.#
2 <= 3] Sabemos que un S C H es total si y solo si S+ = 0.

2 <= 4] Por ser"lineal.
4 = 5] Zi@>ei = iz e)é; = . (x,e;)e; = &, y por inyectividad z = Ziel<m, €;)e;.

5 = 6] (z,y)= Zi,je[<<mvei>eiv <y’ej>ej> = Ei,je[<x7ei><yvej><ei7ej> = Eie[<xvei><y7€j>'
6 — 7] Basta tomar x = y.

7 = 1] Si fuera {e;}; £ M C H con M ortonormal, para z € M \ {e;};, 1 = [|z]|*> =

dier (2 ei)|? = 0#.

Primer teorema de Riesz-Fischer: Si H es un espacio prehilbertiano con una familia
ortonormal {e;};c; v~ : H — K! viene dada por & = ({z,e;))icr, " es lineal y continua con
imagen contenida en ¢?(I) e igual a ¢2(I) si H es de Hilbert.

Si H es un espacio de Hilbert, todo espacio ortonormal de vectores en H se puede completar
a una base hilbertiana de H, y en particular todo espacio de Hilbert posee una base hilbertiana
y es isométricamente isomorfo a un ¢2(I).

Los espacios de Hilbert ¢2(I) y £%(J) son topolégicamente isomorfos si y solo si |I| = |J|.

Llamamos dimensién hilbertiana de un espacio de Hilbert al cardinal de cualquier base
hilbertiana. Segundo teorema de Riesz-Fischer: Si H es de dimension infinita, dim H =

= |N| siy solo si H = (2 siy solosi H es separable.

1 < 2] Por lo anterior.
2 = 3] Visto.

3 = 2] Dado {z,}nen C H denso, como H es de dimensién infinita, existe una subsu-
cesion (x,, ) linealmente independiente de (z,), con span{z,}, = span{z,, }x, luego
span{x,, }x = H y el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt nos da una base
hilbertiana numerable de H.

Asi, si Z <g 2 es cerrado de dimension infinita, Z = ¢2.

2.11. Aproximaciones por polinomios

Teorema de Korovkin: Sean po,p1,ps : [a,0] € R — R dadas por pi(t) == tF y (P, :
C([a,b]) — C(]a,b])) una sucesion de funciones lineales positivas (Vf € C([a, b)), ( >0 =
P.(f) = 0)) con lim,, | Pn(pr) — Prllec = 0 para k € {0, 1,2}, entonces, para f € C([a,b]),
limy, | P(f) — fllec = 0.

Teorema de Weierstrass: El conjunto de polinomios en una variable es denso (C([a, b]), ||-
lloo), ¥ en particular (C([a, b)), || - [loo) €s separable.



Asi, para f € C([a,b]), se puede encontrar una sucesion de polinomios que converja unifor-
memente a f. Hacerlo con polinomios de interpolaciéon por nodos prefijados no es una buena
estrategia ya que para toda secuencia de nodos de interpolacion en [a,b], existe f € C([a,d])
para la que los polinomios de interpolacion en dichos nodos no converge uniformemente a f.
Si se hace con nodos equidistantes se da el fendmeno de Runge.

Teorema de Cebysev: Para f € C([a,b]) y n € N, si K, € K[X] es el conjunto de
polinomio de grado méaximo n, p : K, — ||f — p||« tiene un anico minimo p,, y (py)n converge
uniformemente a f.

Un polinomio trigonométrico real es una funcion p: R — R de la forma

m

p(x) = Z(an cos(nz) + by, sin(nx))

n=0

para ciertos a,,b, € R. Teorema de Weierstrass: Si f : [-m, 7] — R es continua con
f(=m) = f(x), para cada € > 0 existe un polinomio trigonométrico real p con ||f — plle < €.
Para f : [—m,n] — C integrable y r € Z, llamamos r-ésimo coeficiente de Fourier de f

1 4 :
=— t)e "t dt
3 | Fnea

y serie de Fourier de f a la serie formal

> Fre

re’l

a

Para f : [-m, 7] — R integrable y n € N*, llamando

- % [ 7; £ =t / T costnt)dt, by = / " () sin(nt) dt,

™ J)_x -

la serie de Fourier real de f es

Z an cos(nt) + Z by, sin(nt).
n=0 n=1

Como teorema, sean ([—m,7],%X, 1) es el espacio de medida usual en [—m 7], Mg =
Lﬂ%([_ﬂ-ﬂﬂ?z ) y M(C - LQ([ 7T77T] ) 27r)

1. El sistema trigonométrico (e'"?),cz es una base hilbertiana de Mc.
2. (cos(nt))nen * (sin(nt)),en+ es una base hilbertiana de Mg.

3. Para f € Mg, f coincide con su serie de Fourier en || - ||2.

4. Para f € Mg, f coincide con su serie de Fourier real en || - ||2.

5. F : M¢ — (2%(Z) que asigna a cada funcion su familia de coeficientes de Fourier (f(n))nez
es un isomorfismo de espacios de Hilbert.



Un peso en un intervalo cerrado I C R es una p € C(I) estrictamente positiva tal que
Vn € N,/ [t|"p(t) dt < oco.
I
Entonces (-,-) : C(I) x C(I) — [—o0, +0o0] dada por

(f,g) = /I fap

es un producto escalar en Hy, :== {f € C(I) | {f, f) < co}.

Llamamos sucesiéon de polinomios ortonormales asociada a (-,-) o al peso p en I a una
sucesion { P, }nen C H,, de polinomios con span{1,t,...,t"} = span{P, P, ..., P, } para cada
n € N, y entonces, para n € N:

1. P, es un polinomio de grado n con coeficientes reales.
2. P, es ortogonal en H,, al subespacio de polinomios de grado menor que n.

3. P, tiene n raices distintas en (a,b).

Ejemplos:
. . _ N _ LZ-H dn(t2_1)n
1. Polinomios de Legendre: I = [—1,1], p(t) = 1, P,(t) = Y522 —q—-
2. Polinomios de Laguerre: I = [0,00), p(t) = e !, P,(t) = %t!dng;tn
2 dne—tz

3. Polinomios de Hermite: I =R, p(t) = e—tz, P.(t) = WT

4. Polinomios de Cebysev: I = [~1,1], p(t) = ﬁ, P, (t) = cos(narccost), siendo

arccos : [—1,1] — [0, 7.

Una sucesién de polinomios ortonormales asociada a un peso p en un intervalo compacto es total
en H,, y en particular los polinomios de Legendre forman una base hilbertiana en L?([—1,1]).

Si pes un peso en [a,b] y a <t < ... < t, < b, se tiene una férmula de cuadratura
gaussiana,
b n
| o3 At
@ k=1
para ciertos A1, ..., A, € R, y se alcanza la igualdad si f es un polinomio de grado menor que

n.
Teorema de Gauss: Dados un peso p en [a, b] con una sucesién de polinomios ortonormales
(P)n,meN" a<t; <...<t,<byAy,...,A, €R, si

b n
| o= asw)
a k=1

para todo polinomio f de grado menor que n, esta formula se para polinomios de grado menor
que 2n si y solo si tq,...,t, son los ceros de P,.



Teorema de Stieltjes: Sean p un peso en [a, b] con una sucesion de polinomios ortonorma-
les (Py)n y, paran € N  t,1 < ... < tpy loscerosde P,y An1, ..., Ann € Rlos correspondientes
coeficientes en la formula de Cuadratura gaussiana, para f € C([a,b]),

b n
/ fp =lim > Ak f (tan)-
@ k=1

2.12. El espacio de Bergman

Llamamos D(a,r) := B(a,r) C C. Si Q C C es abierto, H(£2) es el conjunto de las funciones
holomorfas en €2, y para f € H(Q) y D(a,r) C Q, la serie ) _yan(z —a)" con z € D(a,r)
converge uniformemente a f en compactos de D(a,r) para ciertos a,, € C.

Si Q C C es abierto, llamamos Tk a la topologia en H(2) de convergencia uniforme sobre
compactos, y espacio de Bergman en el abierto 2 C C a

@)= {reua | [1P<oof,

un subespacio cerrado y separable de L?(2) que es pues un espacio de Hilbert numerable con
{-,-)2, y en el que la topologia inducida por L?(£2) es mas fina que la inducida por Tk.

Si © C C es abierto, (wy,)n es base hilbertiana de A2(Q) y f € A%(Q), el desarrollo en serie
de Fourier de f, > (f,wn)wn, converge uniformemente a f en compactos de 2.

Si,(z) = (z—a)", (H:ﬁ—n”)n es una base hilbertiana de A%(D(a, 7)), y el desarrollo en serie
de potencias es el desarrollo en serie de Fourier sobre esta base.

Como teorema, si 2 C C es un abierto simplemente conexo y f : @ — D(0,1) es un

isomorfismo, (z — \/> ) 1f ) es base hilbertiana de A?(f2), y en particular para
R >0, (z = /2R ) es base hilbertiana de A%(D(0, R)).




Capitulo 3

Teoria espectral

Algunos operadores acotados en espacios de Hilbert:

1.

Sean Gy H espacios prehilbertianos y G de dimension finita con base (e;);, todo homo-
morfismo T : G — H es acotado con

1) < [ I Teil.

Sean Gy H K-espacios de Hilbert de dimension X con bases ortonormales (€,)n ¥ (fn)n
v {an}n C K una sucesion acotada, el operador diagonal T : G — H dado por

T'(z) = Z an (T, en) fn
n=1

es acotado con ||T|| = sup,, |an|-

Si g € L*([a,b]), el operador multiplicacién por g, T : L*([a,b]) — L?*([a,b]) dado
por Tf = gf, es acotado con ||T] = ||g|lco-

. Sean G y H K-espacios de Hilbert de dimension ¥y con bases ortonormales respectivas

(un)n ¥ (Vn)n ¥ (aij) € KN una matriz infinita con Do la;j|*> < 0o, T : G — H dado
por

T(z) = Z a;j(x, u;)v;

es un operador acotado con [|T'[| < />,  lai;[*.

Si k € L?([a,b]  [a,b]), el operador integral con niicleo k, K : L?([a,b]) — L?([a,b])
dado por

b
K(f)(t) = / K(t,5)(s) ds,

es acotado con || K| < , /ﬂ[a bx(a k1%



6. Una matriz infinita (a;;) € K'Y satisface el test de Schur si existen C, D € R tales
que

ViEN,Z\GMSC, vjEN7Z‘aij|§D'
j [

Entonces, si G y H son K-espacios de Hilbert de dimension Ny con bases ortonormales
respectivas (tun)n ¥ (Vn)n, T : G — H dada por

T(z) = Z a5 (, Uu;)v;

es un operador acotado con ||T]| < CD.
7. Sean k : [a,b] X [a,b] — K medible y C, D € R tales que

b b
Vit € [a,b],/ |k(t, s)|ds < C, Vs € [a,b],/ |k(t,s)|dt < D,

entonces K : L?([a,b]) — L?([a,b]) dada por

b
K(f)(t) = / K(t, ) f(s) ds

es un operador acotado con || K| < VCD.

Si H es un espacio de Hilbert de dimension Ry con base ortonormal (ey,),, para T € L(H) y
r € H,
T(z) = Z(a:,ejﬂTej,ei}ei,
1,9

con lo que T admite una representacion matricial ((Te;, e;));; € KN*N,

T € L(X,Y) es de rango finito si dimIm7 < oo. Dados espacios de Hilbert G y H y
T € L(G,H), T es de rango finito si y solo si viene dada por T'(z) = Y ;" (x, u;)v; para ciertos
Uty... Uy € Gyvy,...,v, € H, en cuyo caso los (v;); pueden tomarse de forma que sean una
base de ImT.

3.1. Inversién de operadores

Si X e Y son K-espacios normados, T € L(X,Y )y S € L(Y, X) cumplen ST = 1x entonces
S es el inverso por la izquierda de T' y T es el inverso por la derechade S,y T € L(X,Y)
es invertible si existe T~! € L(Y, X) inverso de T por la izquierda y por la derecha. Llamamos
L(X) =EndgX =L(X,X) e

IsomX := Isomg(X) := {T € L(X) | T invertible}.

Si X es de dimension finita, T € L£(X) tiene inverso por la izquierda si y solo si lo tiene
por la derecha, si y sblo si es invertible. Esto no es cierto en general en dimension infinita,;
por ejemplo, el operador desplazamiento a derecha, S, € ¢? dado por S;(z1,...,%y,...) =



(0,21,...,%n,...), tiene como inverso por la izquierda el desplazamiento a izquierda, S €
02 dado por Sy(z1,...,Tpn,...) = (T2,...,Tp,...), pero no tiene inverso por la derecha.

Sea T € Endg X, A € K es un valor regular de T si T — Alx es invertible, un valor
espectral en otro caso, y un valor propio si ker(T' — Alx) # 0, en cuyo caso llamamos
subespacio propio de T correspondiente al valor propio A a ker(T — A1x) y valores propios
de T correspondientes al valor propio A a los elementos no nulos de este subespacio. Llamamos
resolvente de T al conjunto de sus valores regulares, espectro de T, o(T), al conjunto de
sus valores espectrales y espectro puntual de T, 0,(T") C o(T), al conjunto de sus valores
propios.

Si X es de dimensioén finita, o, (1) = o(T). Sin embargo, 0 € o(S;) pero o,(S;) = 0.

Como teorema, si X es un espacio de Banach y T € £(X) cumple ||T|| < 1, 1x =T
es invertible con inverso > . T" vy [[(1x —T)7!| < ﬁ Demostraciéon: Para n € N,

SEo ITH < S5 ITIF < en ITIM = =g, con 1o que 3, 7] converge 3, por ser
X de Banach, S := Y, T" también, pero S(1x —T) = S — ST = T° = 1x y analogamente
(1x —T)S = 1x, luego S = (1x — T)~ !, y finalmente

ZT <Z||TH = HTH

Teorema de von Neumann: Sean X es un espacio de Banach, T' € £(X) invertible y
S e L(X) tal que ||T — S| < ﬁ7 entonces S es invertible con

I0x =T) 7l =

—1(2
iy vyt gl o ATTPIT - 8]
S nEEN(T (T — S))"T~ 1, HT S ‘ < TS

Demostracion: |T-YT — S)|| = |T — S||IT~Y| < 1, luego por el teorema anterior 1x —
T~YT — S) = T~1S es invertible con

(T8~ =) (T - S)",

luego S = T(T~1S) es invertible con inversa (T~19)~*

1T~ = ST =77 = (TS = |(x = (T718) )T <

< (u—Z(T%T—S»") T =D (@ (T - T <
<SNT T - I < 1'T|T”1'|'|TT =
n>1

Asi, si X es un espacio de Banach, IsomX es un abierto de £(X) y -~! : [somX — IsomX
es continua con la norma de £(X).



FVC

Teorema de Liouville: Toda funcion |[...][compleja holomorfa y| acotada es constante.

Teorema de Gelfand: Si ¢X es de Banach y T € L(X), o(T) es compacto no vacio
contenido en B(0, ||T|)). Demostracién: Si A € C\ B[O, ||T|]], % < 1, luego A\1x — T =
AM1x — L) es invertible y A ¢ o(T). La funcién ¢ : C — £(X) dada por ¢(A) := Alx — T es
continua y por tanto C\ o(T) = ¢~ !(IsomX) es abierto, con lo que o(7T') es cerrado acotado y
por tanto compacto. Si fuera vacio, podemos definir ¢ : C — IsomX como ¢(A) == (A1 x—T)7 1,
que es continua, pero para A\, h € C,

dA+h) —o(N) _ (A+h)1x —T)"'(ANx —T)"'((Mx —T) = (A+h)lx —T))
h
= —(AN+h)lx —T)'\x —T)71,

de donde

50 — 1 SOED) =60

fim = =l (A + )L = 1) O = 1)) = (W = 1) )%,

con lo que ¢ es holomorfa y ¢ # 0, pero

(-5)"

con lo que im0 [[@(A)|| = 00 y por tanto, como ¢ es continua, es acotada y, por el teorema

de Liouvill ¢ es constante y ¢ = 0#.
Dados (a;;) € KN*N con Do laij]> <1 ey € (% el sistema

1
=|Mx -T7)7Y = =

[$(A)

[Al

1 n 1 1 1
= — _— < —_— = s
3|2 | < W T W

xk_zaijj:ykv k €N,
jeN

tiene solucién tinica z € £2, y para n € N, el sistema truncado

Th— > kT = Y, keN,
JEN,

tiene una tnica solucién z, € K® de modo que, si J,, : K® — £2 es la inclusién canoénica de K"
en las n primeras coordenadas, lim,, J,(z,) = z.
Sean k € L?([a,b] x [a,b]) con ||k|l2 < 1y g € L?([a,b]), la ecuacion

b
f@—/k@@ﬂ@mzmm te a,b),

tiene solucion unica que es de la forma

b
g(t)+/ k(t,s)g(s) ds

1Que todavia no hemos visto que se de para espacios vectoriales infinitos pero suponemos que se cumple.



para cierto k € L2([a, b] x [a, b]).
Si K es el operador integral con nucleo k € L?([a,b] X [a,b]), ||klla <1y

b
vt € [a,b],/ |k(t,s)|*ds < C,

para g € L*([a,b]), laserie Y, K™g converge en L*([a,b]) y converge absoluta y uniformemente
en [a, b].
Con todo esto, para g € L?([0,1]) y A € R\ {1}, la ecuacién integral

£() = A / o= f(s) ds = g(1)

tiene solucién dnica

70 =90+ 125 [ e ~ats) s

3.2. Operador adjunto

Si G y H son espacios de Hilbert y T' € L(G, H):
1.
IT|| = sup [(Tw,y)| = sup [(Tz,y)|.

z,yEBg z,y€Ba

2. Existe un tnico T* € L(H,G) tal que Vz € G,Vy € H, (Tx,y) = (x,T*y), el adjunto de
T.

3. T) = I7°].
Sean G, H y J K-espacios de Hilbert, A,B € L(G,H), C € L(H,J) y a € K:
1. (A+ B)* = A* + B*.
2. (aA)* =aA*.
3. A = A.
4. (AC)* = C*A*.
5. Si A es invertible, también lo es A* y (A*)~1 = (A71)*.
6. [lAA"| = | A* Al = |A]?.
7. ker A = (ImA*)* y ker A* = (ImA)*.
8. (ker A)* =TImA* y (ker A*)* = ImA.
Ejemplos:

1. En /2, el adjunto de S, es S y viceversa.



2. Si H es un espacio de Hilbert y K € L(H) es un operador de rango finito dado por
K(z) = Y1, (z,u;)v;, su adjunto es de rango finito dado por K*(z) = Y1 (z, v;)u;.

3. Si H es un espacio de Hilbert con base (e;)icr y A € L(H) es un operador diagonal con
A(e;) == \;e; para ciertos \;, entonces A* es un operador diagonal con A*(e;) = Ae;.

4. Si K € L(L?*([a,b])) es el operador multiplicacién por g € L>([a,b]), K* es el operador
multiplicaciéon por g.

5. Si H es un espacio de Hilbert separable con base hilbertiana (e,)ner vy A € L(H) se
expresa en dicha base como (a;;) € K>/, A* se expresa en dicha base como (@;;) € K/*/.

6. Si K € L£(L*(a,b])) es el operador integral con nicleo k € L%([a,b] x [a,b]), K* es el
operador integral con nucleo k*(t, s) := k(s, t).

7. Si H es un espacio de Hilbert, M < H es cerradoe ¢ : M < H eslainclusion, t* : H - M
es la proyecciéon ortogonal.

En general el adjunto no existe en espacios prehilbertianos. Por ejemplo, T : cog — cgp dado
por T'(z) =), -, “=(1,0,...) no tiene adjunto en (coo, (-, )2)-

Si H es un espacio de Hilbert, A € L(H) es autoadjunto o hermitiano si A* = A. Si
A, B € L(H) son autoadjuntos:

L Al = sup, g {4z, )] = sup,cs, [(Az,2)].

2. Los valores propios de A son reales.

3. Vee H (Az,xz) =0 = A=0.

4. H = ker A @ ImA.

5. A+ B es autoadjunto, y AB lo es si y s6lo si AB = BA.
Si ¢H es un espacio de Hilbert y A € L(H):

1. A es autoadjunto si y solo si Vo € H, (Az,x) € R.

2. \Existen tnicos ReA,ImA € L£(H) autoadjuntos, la parte real y la imaginaria de A,
con A = ReA + ilmA.

3. [A] = sup,eg,, |(Az,x)| es una norma en L(H) equivalente a la usual.
Si H es un espacio de Hilbert con base (e;);cr:
1. El operador diagonal T' € L(H) con T'(e;) =: A\;e; es autoadjunto si y solo si {\; }ier C R.

2. Si H es separable y A € L(H) se representa respecto a la base como la matriz (a;;) €
K'*1 | A es autoadjunto si y solo si Vi, j € I, a;; = aj;.

3. El operador multiplicacién por g € L>([a,b]) en L?([a,b]) es autoadjunto si y solo si g(t)
es real para casi todo t € [a, b].

4. El operador integral con ntcleo k € L?([a,b] x [a, b]) en L?([a,b]) es autoadjunto si y s6lo
si k(t,s) = k(s,t) para casi todo (s,t) € [a,b] X [a, b].




5. Una proyecciéon ortogonal P : H — H sobre un subespacio cerrado es autoadjunto.

Si H es un espacio de Hilbert, A € L(H) es normal si AA* = A*A, si y solo si Va,y €
H,(Ax, Ay) = (A*x, A*y), siy solo si Vo € H, || Az|| = ||A*x||.

1. Si H es un espacio de Hilbert complejo, A € L(H) es normal si y solo si Re4 o ImA =
ImA o ReA.

2. Todo operador diagonal es normal.

3. El operador integral sobre L?([a,b]) con ntcleo k € L?([a,b] x [a, b]) es normal si y solo si

b b
/k:(s,t)k:(s,x)ds:/ k(t, s)k(x,s)ds

para casi todo (¢,z) € [a,b] X [a,b].

Una proyeccidén en un espacio normado X es un operador X — X idempotente. Si H es un
espacio de Hilbert y P es una proyeccién continua no nula en X, P es una proyeccién ortogonal
si y solo si |P|| = 1, si y solo si ImP = (ker P)*, si y solo si ker P = (ImP)*, si y solo si
P es autoadjunto, si y solo si es normal, si y solo si Vo € H,(Px,z) = ||Px|?, si y solo si
Ve € H,(Pz,z) > 0.

Existen proyecciones no ortogonales, como p : R? — R? dada por p(z,y) == (z + y,0).

Si H es un K-espacio de Hilbert, T € L(H) y A€ K, A € o(T) <= X € o(T").

SiT € L(H) es normal:

1. VA € C, ker(T — M) = ker(T* — X ).
2.V peC,(A#pu = ker(T — Apg)Lker(T — ply)).
3. ker(T — My) y ker(T — Al g)* son T-invariantes.

3.3. Operadores compactos

Dado un espacio topologico X, Y C X es relativamente compacto en X si su clausura
en X es compacta. Sean X e Y espacios normados, una funcién lineal T : X — Y es compacta
si T(Bx) es relativamente compacta en Y, si y solo si para cada sucesion acotada {z}, C X,
(T'z,,)n posee una subsucesion convergente, si y solo si esto se cumple cuando cada ||z, | = 1.

1. Los operadores de rango finito son compactos.
2. El operador identidad en un espacio de dimensién infinita nunca es compacto.

Llamamos K(X,Y) al subespacio vectorial de £(X,Y’) de los operadores compactos, que es
cerrado si Y es de Banach.

SitAe L(X,)Y), TeK(Y,Z)y Be L(Z,W), BTA € K(X,W), y en particular K(X) =
K(X,X) es un ideal de £(X).

SiTeK(X,Y):

1. ImT es un subespacio separable de Y.



2. Si Y es de Hilbert, ImT es de dimension infinita con base hilbertiana (e,),en ¥, para
n € N, P, € L(Y) es la proyeccién ortogonal sobre span{e; }i<,, entonces T' = lim,, P,,T €
L(X,)Y).

Asi, siY es de Hilbert, £(X,Y) es la clausura en £(X,Y") del conjunto de operadores acotados
de rango finito. Esto no es cierto cuando Y es un espacio de Banach arbitrario.

Si G y H son espacios de Hilbert, T' € L(G, H) es compacto si y solo si lo es T*.

Con esto:

1. Si (eén)nen ¥ (fn)nen son bases hilbertianas respectivas de Gy H y T : G — H es un
operador diagonal dado por Te, = A\, fn, T es compacto si y solo si lim, A\, = 0.

2. El operador multiplicacion por g € L*([a, b]) es compacto si y solo si g = 0.

3. Si Gy H son espacios de Hilbert de dimension Rg y T' € L(G, H) se representa en ciertas
bases de G y H como (a;;) € KNV si > laij]* < 0o, T es compacto.

4. El operador integral K € L£(L?([a,b])) con nicleo k € L?([a,b] x [a,b]) es compacto,
C([a,b]) es K-invariante y K|¢((a,)) * (C([a,b]), || - loc) = (C([a,b]), || - |loo) es compacto.

3.4. Teorema espectral

Como teorema, si H es un K-espacio de Hilbert de dimension finita y T € L(H) es
autoadjunto:

1. Si Ai,..., A, son los distintos valores propios de T', H = ;" ker(T' — A\ I ).
2. Existe una base ortonormal (e ), de H formada por vectores propios de 7.
3. Parax € X, Tz =), up(x,ex)ex, donde puy es el valor propio asociado a ey,.

Si T es un operador compacto autoadjunto en el espacio de Hilbert H, ||T|| o —||T|| es valor
propio de T'.

Todo operador normal compacto en un C-espacio de Hilbert tiene algtin valor propio.

SiT € L(H) es compacto en el K-espacio de Hilbert H y A € K\ 0, ker(T'— Aly) es de
dimension finita.

Sean X e Y espacios de Banach y T € £(X,Y) compacto, o,(T) es contable, contiene a
o(T)\ {0} y, si es infinito, es una sucesion acotada con a lo sumo un punto de acumulacion, el
0, y si T es normal el 0 es punto de acumulacién.

Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos: Sean H un K-espacio
de Hilbert y T' € L(H) compacto normal:

1. 0,(T) \ {0} es contable.
2. Si P\ € L(H) es la proyeccion ortogonal sobre ker(T'— Aly), T'= >\, (1) APx-
3. ImT = @Aea TO\{0} ker(T — Alg).

4. H =kerT & ImT.



5. Existe una base ortonormal (e,)nes de ImT y {untnes C C tales que, para z € H,
(ttn(x, €n)en)nes es sumable con suma Tz, y entonces {i,}nes C op(T) \ {0} vy VA €
op(T)\ {0}, {n € J | p = A}| = dimker(T' — Alg).

6. Si Py es la proyeccion ortogonal sobre ker T', Vo € H,z = Pox + ), . ,(z,en)en.

Si H es un K-espacio de Hilbert, T € L(H) es compacto autoadjunto si y sélo si hay una
familia ortonormal contable {e,;}ne; € H y {tn}tnes € R de modo que Vz € H,Tz =
Y ney Hn(T,en)en vy 0 es el tnico punto de acumulacion de (tin ).

Teorema de alternativa de Fredholm: Sean H un K-espacio de Hilbert, T' € £(H) com-
pacto autoadjunto, (e,)ne s una base ortonormal de ImT' de modo que Tx =: Y, _ ; pn (T, €5) €y
para ciertos u, € Key € H:

1. Para A € K\ {0,(T) U{0}), la ecuacion (Alg — T)z = y tiene como unica solucion

1 Pon
w:X y+z>\7 <y,€n>€n

fn

Si existe solucion = € H,

1
Mg —Tar=y <= x=Tr+y < T= Zun<x,en>en+y ,
neJ

pero entonces (z,e,) = 3 (un(T,en) + (Y, €0)) ¥ (A — i) (@, €n) = (y,€,), y como A —
tn # 0, podemos sustituir (z,e,) = ﬁ(y, en) en lo anterior y queda la solucion del

enunciado. Queda ver que la serie converge, pero si o,(T) es infinito, {py}n C op(T) es

acotado y por tanto lo es ’ o ’ y

A—fbn
2|3

neJ

2

L
|(y, en)

fin
A— lp

2
* Dy, en)? < oo

neJ

< Sup’
neJ

n

2. Para A € o,(T) \ {0}, la ecuacion (A\1g —T')z = y tiene solucion si y solo si yL ker(Algy —
T'), en cuyo caso las soluciones son

rT=<1Y + Z u’"’u <y;en>en + z, S ker()\lH — T)

Si la ecuacion tiene solucion z, entonces y = (Alg—T)z € In(Aly—T) C Im(Aly —T) =
ker((AMg — T)*)* = ker(AMg — T)* por ser 15 y T autoadjuntos, y claramente dos
soluciones difieren en un vector de ker(A\z —T). Queda ver que, si y € ker(Alg —T)*, la
x del enunciado es solucién, para lo cual hacemos la misma sustituciéon que al principio
del primer apartado pero, cuando A = p,,, en su lugar vemos que (A — i, ){x, en) = (y, €,)
y por tanto (y,e,) = 0, por lo que excluimos dicho factor de la serie, la cual converge
por el mismo motivo que en el primer apartado y resulta en la solucién del enunciado.



3. Para y = 0, T = y tiene solucion si y solo si yLkerT y > {y:en)

2
ned |~ < 00, en cuyo

caso las soluciones son

1
xzzﬁ@,en)en—!—z, z €kerT.
neJ

Si la ecuacién tiene solucion z, y € ImT C (ker T)* y

Z pn (T, en)en =Tax =y = Z(y,en>en,

neJ neJ

(goen) |?

neJ ‘ Hn

mo (ey,)n es base de ImT', z € ) %(y, €nYen +ImT con TmT = ker T. Finalmente,

con lo que (z,e,) = M%(y, en) para cada n y por tanto = ||z||* < oo, y co-

si esta condicién se cumple, y € ImT', la serie del enunciado converge y

T Zi<yven>en+z :Z<y76n>en+0:y'

neJ U neJ

Sea A un operador en un espacio de Hilbert H:

1. A es una isometria si y s6lo si A* es inverso por la izquierda de A, si y solo si Vz,y €
H,(Azx, Ay) = (z,y).

2. A es un isomorfismo isométrico, si y so6lo si es una isometria suprayectiva, si y solo si A*
es inverso de A, y entonces decimos que A es unitario.

Sean H un K-espacio de Hilbert y S,T € L(H) compactos autoadjuntos, VA € K, dim ker(T —
Mpy) = dimker(S — Al y) si y sélo si existe U € L(H) unitario con U*SU =T.

S,T € L(H) en el K-espacio de Hilbert H son simultaneamente diagonalizables si
existe una familia ortonormal {e,}nes € H y {an tnet, {Bn}nes C K tal que

Vee H, | Sz = Zan<x,en>en ATz = Zﬁn<x,en>en

neJ neJ

Si S y T son compactos y autoadjuntos esto equivale a que ST =TS.

Teorema espectral para operadores compactos normales: Si H es un C-espacio de
Hilbert y T € L(H) compacto normal, ocurre lo mismo que en el anterior teorema espectral.

Si H es un C-espacio de Hilbert, T' € L(H) es compacto normal si y s6lo si hay una familia
ortonormal contable {ey}nes € H y {ftn}nes C C con 0 como tnico punto de acumulacion de
modo que Vo € H,Tx =3 fin(Z, en)en.

Un operador entre K-espacios de Hilbert T' € £(G, H) es compacto si y solo si hay una
familia contable {v, }nes € R con 0 como punto de acumulacion, {e,}nes € Gy {fnltnes C
H tales que Vo € H,Tx =) . ;vn(Z,en) fn.



3.5. Ecuaciones integrales de Fredholm

Una ecuacién integral de Fredholm es una de la forma

b
- u/ k(t, s)z(s)ds = g(t),

donde z,g € L*([a,b]), k € L*([a,b] x [a,b]) y la incognita es x.

Un ntcleo k € L?([a,b] x [a,b]) es simétrico si k(t,s) = k(s,t) para casi todo s,t € [a,b].
Teorema de alternativa de Fredholm: Sean k € L*([a,b] X [a,b]) un niicleo simétrico,
K el operador integral asociado y g € L*([a,b]), si Kz = Y, . pu;(x,en)e, para cierta base
hilbertiana contable (e, )nes de ImK, ciertos {fin}nes € Ry todo z € X, considerando la
ecuacion integral de Fredholm de arriba, x — Kx = g¢:

1. Si p =0, la ecuacién tiene como tnica soluciéon x = g.

2. Si L = & {in}n, la ecuacion tiene como tnica solucion

x(t) =g(t) +p Z 1_“% (/ gen) en(t) |

y existe a > 0 que depende solo de k tal que ||z]|2 < g2

. . .. . .. . . . 1,2
3. Siexiste n € J con pu, = i, la ecuacion tiene solucién si y solo si gL ker(% - K),
y entonces las soluciones son

z(?) +“Z — (/gen)eﬁ—u, ueker(lLZ;@_}q

neJ
Ilnig

La convergencia de las series es de media cuadratica, pero en ciertos casos puede ser uniforme.
Si k € L*([a,b] x [a,b]) es un nicleo simétrico con

sup / |k(t,s)[*ds < oo,

t€la,b]

K es el operador integral asociado y hay una base hilbertiana (e, )nes de ImK y {ptn }nes CR
y tales que Ko =) pn(z,en)en:

1. Teorema de Hilbert-Schmidt: Para = € L*([a, b)),
b
@ neJ @

para casi todo ¢ € [a,b], y si J es numerable la serie converge absoluta y uniformemente
en [a,b].



Para la primera parte basta tomar en el teorema anterior un p # 0 tal que i no sea valor
propio y despejar. Para la segunda podemos suponer J = (N, >), y queremos ver que

b
Z Hn (/a xen> en(t)| = Z |k (@, €n)en (t)]

n

es uniformemente de Cauchy en [a, b]. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

q q q
D lmen @@, en)l < (| D lrnen()2 Y [, en) 2,
n=p n=p n=p

pero paran € J y t € [a,b],

b PR
poealt) = K(en)(0) = [ Kt 5)en(s)ds = (er. T,

donde k:(s) == k(t, s), luego

q q
D inen®? = (| D [en k)2 < [lkilla < sup [[kel2 < oo,
n=p

n—p te(a,b]

con lo que esto esta acotado superiormente por un valor independiente de t y el resultado
sale de que |(z, e,)|? tampoco depende de ¢ y lim, , > o=y l{, en)|? = 0.

2. Las series del teorema de alternativa de Fredholm convergen absoluta y uniformemente
en [a,b].

Sik € C([a,b] xa, b]) es un nicleo simétrico, existen una familia ortonormal contable {e,, }nes C
(C([a,b]), |1 ll2) ¥ {tntnes € R tales que, si K es el operador integral asociado a ky f € C([a, b]),

b
Kf(t)= pn (/ fen> en(t)

neJ

para todo ¢t € [a,b] y la convergencia de la serie es absoluta y uniforme.

3.6. Problemas de Sturm-Liouville

Un problema regular de Sturm-LiouvilleEI es uno de la forma
—&+qr— A=y, az(a) + Bi(a) =0, ~yx(b) + d&(b) = 0,

donde g € C([a,b],R), y € C([a,],C), A € C, @, B,7,6 € R con |a| + |8, [1] +16] # 0 y Ia incog:
nita € C?([a,b],C). Su operador de Sturm-Liouville asociado es S € £(Dg,C([a,b],C))
dado por S(z) := —% + qx, donde

Dg = {z € C*([a,b],C) | ax(a) + Bi(a) = yx(b) + s&(b) = 0},

2La forma general del problema tiene como ecuacién %(px’) 4+ gx + Xox+y = 0 con p y o continuas y
estrictamente positivas. Aqui tomamos p y ¢ constantes en 1.



y entonces el problema anterior es (S — pulpg)zr = y.
Para ¢ € C([a,b],R) e yo,y1 € R, el problema de Cauchy

—#+qx =0, z(a) = yo, i(a) =1

tiene una tnica solucién real, y para o, 3 € R con |a| + |B] # 0, si (yo,y1) € R? recorre la
recta ayo + By1 = 0, la correspondiente solucion del problema recorre una recta (subespacio
de dimensién 1) de C%(a, b]).

El determinante wronskiano de z1,...,z, € C" 1([a,b],K) es W(z1,...,2,) : [a,b] —
K dada por ¢ det(x;”(t))(léggg.

Si S : Dg — C([a,b],C) es un operador de Sturm-Liouville asociado al problema con
pardmetros q,y, A\, a, 3,7, 9, existen u,v € C([a,b],R) con —ii + qu = 0, az(a) + fz(a) = 0,
-+ qu =0y yz(b) + d&(b) = 0, y entonces W (u,v)(t) es constante en t y, si S es inyectivo,
W (u,v)(t) # 0y uy vson linealmente independientes, y llamamos funcién de Green asociada
a S al ntcleo simétrico k € C([a, b] X [a, b]) dado por

_ u(min{t, s}hv(méx{t, s})

= T @

que no depende de u y v.

Si S: Dg — C([a,b]) es un operador de Sturm-Liouville inyectivo con funcién de Green k,
llamamos operador de Green asociado a S al operador integral G : L?([a,b]) — L?([a,b])
asociado al niicleo k, y entonces G|c(jq,p)) €s el inverso de S.

Ast, (S — plpg)r =y tiene solucion tnica x € Dg si y solo si (1¢(ja,p)) — G)r = Gy tiene
solucion unica x € C([a, b]).

Como teorema, si S : Dg — C([a,b],C) es el operador de Sturm-Liouville asociado al
problema con pardmetros q,y, A, «, 8,7, 0, existe una sucesion (v,), de reales distintos con
>, 2 < 0oy una base hilbertiana numerable (u,,), de L?([a,b]) tales que:

1. Vn € N, Su,, = vpuy,.
2.

b
Vo € Dg,Vt € [a,b], z(t) = Z </ a:u”> un (1),

n

donde la serie converge absoluta y uniformemente para ¢ € [a, b].

3. Si A ¢ {vp}n, el problema tiene como tnica soluciéon

b
w0)= Y (/ yu) un).

n

donde la serie converge absoluta y uniformemente para t € [a, b].

4. Si A = yi para algin k, el problema tiene solucion si y solo si yluyg, y entonces las
soluciones son

b
z(t) = quy + Z » 1_)\ (/ yun> un(t), aeC,

neN\{k}

donde la serie converge absoluta y uniformemente para ¢ € [a, b].



Capitulo 4

Principios fundamentales

Los principios fundamentales del analisis funcional son el teorema de Hahn-Banach,
el teorema de la acotaciéon uniforme y el teorema de la gréafica cerrada.

4.1. Teorema de Hahn-Banach

Teorema de Tychonoff: Si (X;);cs son espacios topologicos compactos, [[,.; X; es com-
pacto con la topologia producto.

Teorema de extension de Hann-Banach: Sean Y <g X, p : X — R subaditiva y
positivamente homogénea y f : Y — Klineal con f < p|y, f se extiende a f : X — R lineal con
f < p. Demostracion para Y de codimension 1: Sea zo € X \ Y, entonces X =Y @ span{zo}
y toda extension lineal f : X — R se escribe como f(y + axzg) = f(y) + af(x¢) para cada
y+axg € X cony €Y yaeR, yqueremos ver que existe o € R tal que si f(xo) = « entonces

f < p. Para a = 0 esto siempre se cumple; para a > 0

icl

Yy €Y, fy+azo) = f(y) + ac < p(y + azo) <= Ver,f(Z) +OZSP(Z+330> =
<= VzeY,a< —f(z)+p(z+ x0),

y para a < 0,

Yy €Y, f(y+axzo) = f(y)+aa < p(y+azy) < Yy eV, f (—Z) —a<p (—z — ac()) —
<~ VwEY,aZf(w)—p(w—xo),

con lo que la condicion equivale a que Vz,w € Y, f(w) — p(w — x9) < a < —f(2) + p(z + x9),
pero siempre existe tal a ya que, para z,w € Y,

f(z)+ flw) = f(z+w) <p(z +w) =p(z + 20 +w—20) < p(z + 20) + p(w — 20).

El teorema de Tychonoff equivale al axioma de eleccién y es estrictamente mas fuerte que
el teorema de Tychonoff para espacios compactos separados, el cual implica el teorema de
extension de Hann-Banach.



Teorema de Hann-Banach (R) y Sobczyk (C): Sean ¥ <x X, p : X — K una
seminorma y f : Y — K lineal con |f| < ply, f se extiende a una f : X — K lineal con |f| < p.

Como teorema, si (X, || -||) es un K-espacio normado e Y < X, toda f € Y* se extiende a
una f € X* con ||f|| = ||f||. Demostracién: p : X — R dada por p(z) := || f]|||z|| es subaditiva
y positivamente homogénea con |f(z)| < ||f|lllz] = p(z), luego f se extiende a f : X — R
lincal con |f] < p y, para z € Sx. | f@)] < | f]l de modo que | f] < | F]l < |1

El teorema de Hann-Banach es el anterior cuando X es real y separable. Demostracion
sin usar cosas de esta seccion no probadas: Sean {z, }nen denso en X y, paran € N, X, :=
span{Y U {zk}ren, }, 0 X;, = Xp41 0 es un subespacio de X,, 1 de codimensiéon 1, y por
induccion en lo anterior para n € N existe f,, € X5 con | fu| = [|fIl ¥ fn = fat1lx;, de modo
quesi Z :=J,, Xp, existe F € Z* con f = F|y y ||F|| = || f||, pero paray € X existe {z,}, C Z
convergente a y v, por continuidad de F, existe f (y) == lim,, F(y,), con f (y) independiente de
la sucesion elegida, con lo que podemos definir f : X — R de esta forma y claramente es lineal
y continua con ||f]| = | Fl| = | fI|.

Sea entonces (X, || - ||) un K-espacio normado:

L Wz e X\0,3f € X*: (If] = 1A f(x) = [lz])-

[\)

. Vo e X, ||z|| = méxsep,. | f(z)|

w

ParaY < XyxeXcond:=d(xY)>0,3f € X*: (f(Y)=0Af(z)=1A|f|| =571).

V<X Y= () kerf

fex”
Y Cker f

VS C X, spanS = ﬂ ker f.

fexr
SCker f

6. SC X estotal siysolosiVfe X* (f(S)=0 = f=0).

7. Si x1,...,x, € X son linealmente independientes, existen fi,...,f, € X* con cada
filz;) = bij.
8. Todo subespacio de X de dimensioén finita posee un complementario topologico.

9. SiY < X, la restriccion ¢ : X* — Y*, f — f|y, es lineal, continua, suprayectiva y
abierta.

10. SiY < X y X* es separable, Y* también.

4.1.1. Version geométrica

Como teorema, sean F un el.c. y F' < F, toda u € F’ se extiende a una f € E’.
Asi F es un e.l.c.:

1. Para F < E, la restriccion E' — F’, f — f|F, es suprayectiva.



2. Paraxz € E'\ 0 existe f € E’ con f(x) # 0.

3. Si{x1,...,2,} C E lincalmente independiente, existen fi,..., f, € E' con cada f;(z;) =

5ij.

Si FesunR-ev.t., f € E'\Oy A C F es un abierto convexo no vacio, f(A) C R es un intervalo
abierto. Demostracion: Si fuera f(A) = {p} para cierto p € R, entonces A C ker(f —p), pero
como f # 0, ker(f —p) < F y por tanto tiene interior vacio, luego A = ()#. Para ver que es
un intervalo, sean z,y € A con f(z) < f(y), por convexidad, si ¢ : R — E viene dada por
P(t) = (1—t)z+ty, ¥([0,1]) C A, pero ¢ es continua y por tanto también loes foi) : R = R,
y para z € [f(z), f(y)], por el teorema de Bolzano existe ¢t € [0,1] con z = f(¥(t)) € f(A).
Ahora bien, como A es abierto, A—x es entorno del 0 y por tanto absorbente, y dada la funcién
lineal ¢(t) == () — x = t(y — x), existe po > 0 tal que, para p > po, ¢(—1) € p(A — z), luego
¢(—%),¢(%) ceA—-zxy 1/)((—%,1)) = ¢((—%71)) +x C Ay como for : R — R es afin no
degenerada y por tanto un homeomorfismo, f (1/1((—%, 1))) € f(A) es un entorno abierto de
x, pero andlogamente hay un entorno abierto de y, y como f(A) tiene al menos dos puntos
distintos, queda que f(A) es abierta.

¥([0,1]) € Ay |01 : [0,1] = ([0, 1]) es un homeomorfismo, luego f o1 : [0,1] = R es
continua y, para z € (f(x), f(y)), por el teorema de Bolzano existe ¢ € [0,1] con z = f(¢(t)) €
f(A). Como A es abierto, A — x es un entorno del 0, luego es absorbente y existe py > 0 tal
que, para p > po, ¥(—1) € p(A — z), con lo que 1/)(—%) € A, de modo que (_p%’ 1HNCA

Si E es un espacio vectorial, un hiperplano de E es un subespacio propio de E y una
variedad afin de E es un conjunto zg + F con zp € E'y F < E, que se llama hiperplano
afin de F si F es un hiperplano de E. Si E es un e.v.t., M C FE es un hiperplano afin si y s6lo
si existen f: F — Klinealy a € Kcon M = {z € X | f(z) = a}, y entonces M es cerrado si
y s6lo si f es continua.

Teorema de Mazur: Sean F un e.v.t., M C FE una variedad afin y A C E un abierto
convexo no vacio disjunto de M, existe un hiperplano afin cerrado de E disjunto de A que
contiene a M. Demostracién: Podemos suponer por traslacion que 0 € A, de modo que A es
absorbente y tiene asociado un funcional de Minkowski p tal que A = {x € F | p(x) < 1} y,
como A es abierto, p es continua. Sean entonces zo € Ey F< Econ M =29+ F, 2o ¢ F ya
que de serlo seria M = F 3 0, luego F Nspan{xo} = 0 y podemos definir v : F & span{zg} —
K como u(y + Azg) = A paray € F y A € K, que es lineal. Ahora bien, para A # 0 es
lu(y + Azo)| = [A] < [Alp(¥ 4+ z0) < p(y + Azo), donde en la primera desigualdad usamos que
f+azoeMC AL y por tanto p(¥ +20) > 1,y para A = 0, |u(y)| = 0 < p(y), de modo que
|u| < plr@span{zo} ¥> POT el teorema de Sobczyk, u se extiende a una f : £ — K lineal con
|f| < p, conlo que f es continua y, si H :={x € E| f(z) =1}, f(E) =1y por tanto E C H
y, para z € H, f(z) =1 < p(z) y por tanto x ¢ A.

Sean E un R-e.v.t., f € E' y a € R, llamamos semiespacios abiertos determinados por
fyvaa{z e E| f(z)<a}ly{reFE]| f(z) > a}, y semiespacios cerrados determinados
por fyaa{re E| fz)<a}y{xeFE| flz)>a}l,y H:={xe FE| f(z) = a} separa
A, B C E si cada uno esta en un semiespacio cerrado distinto de f y «, en cuyo caso Ay B
estan separados, y separa estrictamente A y B si cada uno esté en un semiespacio abierto
distinto de f y «, en cuyo caso A y B estan estrictamente separados.

Teoremas de separacion:

1. En un R-e.v.t. todo par de abiertos convexos disjuntos no vacios esté separado.



Sean F el R-e.v.t. y A, B C F tales conjuntos, A — B es un abierto no vacio que no
contiene al 0, con lo que el teorema de Mizur nos da un hiperplano cerrado H = {x € F'|
f(z) =B}, con f € E'y B €R, que contiene al 0 y es disjunto de A — B. f(A—B)CR
es convexo. Como 8 = f(0) = 0,0 ¢ f(A — B), pero f(A — B) es un intervalo, luego
f(A—B) CR" o f(A— B) C R™. Si, por ejemplo, f(A—B) C R ,paraa € Ay
be B, f(a) < f(b), luego existe a € [sup,c 4 f(a),infpep f(b)], y como f(A)y f(B) son
intervalos abiertos, paraa € Ay b € B, f(a) < a < f(b).

2. Si F es un R-el.c. y K, F C E son convexos disjuntos no vacios con K compacto y F
cerrado, existen f € B/, a e Rye>0con f(y) <a—e<a< f(z) paratodoy € K y
z € F y tales que f|k alcanza a—e, y en particular K y F estan estrictamente separados.

Como K — F es cerrado y no contiene al 0, E\ (K — F) € £(0), luego existe W € £(0)
con W+W C E\ (K — F) que podemos tomar absolutamente conexo y,sik € K, f € F
yuv e W, k—feK—Fyu—-veW+WCE\(K—F),luegok—f#u—v
vk+v# f4+uy K+ Wy F+ W son abiertos disjuntos. Es facil ver que la suma
de conexos es conexa, luego K + W y F + W son conexos y, por el primer teorema de
separacion, existen f € E' y a € R con f(k) < a < f(z) parak € Ky z € F, pero como
f(K) es compacto, méx f(K) < a y basta tomar € := o — max f(K).

Con esto, si E es un K-e.l.c. y K, F' C E son convexos disjuntos, A es compacto, B es cerrado
y uno de los dos es absolutamente convexo, existe v € E’ tal que sup,¢ 4 |u(z)| < infyep [u(y)|.

Si Fesunelc.y ACE, co(A) es la interseccion de todos los semiespacios cerrados de E
que contienen a A, y en particular todo conjunto convexo y cerrado es la intersecciéon de los
semiespacios cerrados que lo contienen.

Asi, si E es un espacio vectorial con topologias S y T localmente convexas Hausdorff y
(E,S) = (E,T), (E,S)y (E,T) tienen los mismos convexos cerrados. Si F es un e.l.c.
entonces (E,T) = (E,o(E,E'"))".

Si F esunelc.:

1.SiF<E, F={z€E|VfeFE, (flr=0 = f(x)=0)}.
2. SC FEestotalsiysolosi {f € E'| fls =0} =0.

4.1.2. Normas convexas

Llamamos bidual del espacio normado (X, || - ||) al dual del dual de X, X**, con la norma
dual, que es un espacio de Banach.

La funcién”: X — X** dada por 2(f) := f(z) es una isometria, con lo que Ini’ es un modelo
para la complecién de X identificando cada x con Z.

Sean Y < X cerrado, @ : X — 3 la aplicacién cociente e Y := {f € X* | f(Y) = 0}:

)f,, — Y* dada por a(f) == f|y es un isomorfismo isométrico.

1. «o:

2. B <%) — Y’ dada por 5(g) := g o @ es un isomorfismo isométrico.

T+
7yH <1>.

Teorema de Taylor-Foguel: Si X es un espacio normado, X* es estrictamente convexo si y
solo si para Y < X e f € Y* existe una tnica extension f € X* de f con ||f| = || f]|.

Una norma || - || en X es estrictamente convexa si Vz,y € Sx, <x #y =



Parap € (1,00) yn € N, en (K™, || - ||,) y (2, - |lp) las normas duales son estrictamente
convexas, mientras que esto no ocurre cuando p =1 o p = oco.

Las extensiones de Hann-Banach pueden ser infinitas; por ejemplo, si Y es el subespacio
de (C([0,1]),] - [loo) de las funciones constantes y g € Y* viene dada por g(y) := y(0), para
t €10,1], f: € X* dada por fi(x) := x(t) es una extension lineal de g que conserva la norma.

4.1.3. Limites de Banach

Como teorema, si ¢ es el espacio de las sucesiones convergentes, existe L € (£°°)* con
IL|| =1y L(z) = lim, z,, para x € ¢ tal que, para z € X, L(z) = L((x2,2Z3,...,%n,...)) ¥, si
cada x,, > 0, L(z) > 0.

4.1.4. Espacios vectoriales ordenados

Un espacio vectorial ordenado es un conjunto preordenado (X, <) donde X es un R-
espacio vectorial y, para a € RZ°y z,y,2 € X conz <y, z+2<y+ 2y ar < ay. Un cono
en un R-espacio vectorial X es un P C X tal que, paraa € RZ°y 2,y € P, x+y € P, ax € P
y PNn(-P)=0.

Si (X, <) es un espacio vectorial ordenado, {z € X | x > 0} es un cono si y solo si < es
antisimétrica, y si P Cg X es un cono, x <y <= y—x € P define un orden parcial en P tal
que (X, <) es un espacio vectorial ordenado.

Si (X, <) es un espacio vectorial ordenado, A C X es cofinal si Vz > 0,3a € A:a > =z,
y e € X es unidad de orden si Vz € X,3dn € N: —ne < z < ne, en cuyo caso {ne}pen es
cofinal.

1. Si K es un espacio compacto, en el espacio vectorial ordenado (C(K), <) de funciones
continuas K — R con el orden f < g <= Vz € K, f(x) < f(z), todas las funciones que
no se anulan son unidades de orden.

2. (C(R), <) no tiene unidades de orden.

Si (X, S) e (Y, 5) son espacios vectoriales ordenados, T': X — Y lineal es positiva si Vz >
0,Tz Z 0. Como teorema, si (X, <) es un espacio vectorial ordenado, ¥ < X cofinal y
f Y — R lineal positiva, f se extiende a una f : X — R lineal positiva.

Con esto, si e es una unidad de orden de (X,<) eY < X con e € Y, toda funcién lineal
positiva Y — R se extiende a una funcion X — R lineal positiva.

4.2. Propiedad de extensién

Teorema de Helly: En R", la interseccion de m > n conjuntos convexos es no vacia si y
s6lo si la interseccion de cada n + 1 de ellos es no vacia.

Dados un K-espacio normado X y familias {z;}ie; € X v {r;}se;r € RT, la familia de bolas
cerradas (B(x;,7;))ics tiene la propiedad de interseccion débilsiVf € Bx«,(;c; B(f(xs), 74,
0, siy solo si para J C I finito y {a;}je; CKcon 3, ;a; =0es

> ajaill <> laglr.

jeJ jeJ



1. Si K =R, esto equivale a que las bolas se corten dos a dos.

2. Si K = C, la segunda definicion se puede restringir solo a los J C I con |J| = 3.

Un K-espacio normado (X, || - ||) cumple:

1. La propiedad de extensidn, si para cada K-espacio normado Y, Yy < Y y Ty €
L(Yy, X), Ty se extiende a una T' € L(Y, X) con ||T|| = ||Tol-

2. La propiedad de extensién «inmediata», si cumple la de extensiéon pero considerando
solo el caso en que Yj es de codimensiéon 1 en Y.

3. La propiedad de interseccion si toda familia de bolas cerradas de X que cumple la
propiedad de intersecciéon débil tiene interseccién no vacia.

4. La propiedad de intersecciéon binaria si toda familia de bolas cerradas de X que se
cortan dos a dos tiene interseccién no vacia.

5. La propiedad de proyeccion si para todo K-espacio normado que contiene a X como
subespacio existe P € L(Y, X) con ||P|| = 1 suprayectiva e idempotente, que llamamos
una proyeccion de Y sobre X.

X cumple la propiedad de extension si y so6lo si cumple la propiedad de extensién inmediata,
en cuyo caso X es de Banach.
Un espacio compacto K es stoniano si la clausura de cada abierto de K es un abierto.
Dado un K-espacio de Banach (X, || - ||):

1. Las propiedades de extension, interseccién y proyeccién son equivalentes.

2. Teorema de Nachbin-Goodner-Kelly-Hasumi: Estas propiedades equivalen a que
(X, ]| -]|) sea isométricamente isomorfo a (C(K,K), || - ||) para algin compacto stoniano

3. Si K =R, estas equivalen a la propiedad de interseccion binaria.

4. Si K = C, estas equivalen a la propiedad de interseccion pero limitando las subfamilias
de las familias de bolas a que sean de cardinal 3.

4.3. Teorema de la acotacion uniforme

Sea X un espacio topologico, S C X es denso en ninguna parte o raro si su clausura

tiene interior vacio, S = (), de primera categoria si es union numerable de conjuntos raros,
de segunda categoria en otro caso y Gy si es intersecciéon numerable de abiertos. T' es de
segunda categoria en si mismo si y so6lo si la interseccién numerable de abiertos densos en no
vacia.

Un espacio topolédgico es de Baire si la intersecciéon numerable de abiertos densos es den-
sa, en cuyo caso es de segunda categoria en si mismo. Teorema de Baire: Todo espacio
meétrico completo es de Baire. Demostracion: Sean (X, d) un espacio métrico, (Gy,), una su-
cesion de abiertos densos y V' C M abierto arbitrario, queremos definir una sucesiéon de bolas

(B(2n,rn))n cada una contenida en VNG, NB(zy—1,Tpn—1) y con ry, < 2% Como Gy es denso,



VNGo#0yexisten xg € M y rg € (0,1) con B(xg,79) €V NGo, y para n > 0, como G,, es
denso, por induccién existen z,, € M y r,, € (0, 2%) con B(zy, ) CVNB(@p—1,m-1)NGp.
Entonces (), es de Cauchy por ser z,, € B(x,,r,) para m > n y lim, r, = 0, luego existe
L :=lim,z, € VN, Gny),Gn es denso.

Si (X, d) no es completo esto no se cumple; por ejemplo, en Q con la métrica inducida por
la de R, para cada ¢ € Q, Q\ {g} es denso, pero la interseccién numerable () o Q\ {¢} = 0.

Con esto, si X es de Banach, su dimension algebraica es finita o no numerable.

Teorema de la acotaciéon uniforme: Sean X e Y espacios normados, {A4;}icr € L(X,Y)
v B={z € X | supie; [ 4i(x)] < oo}

1. Si B es de segunda categoria, sup;c; [|Ail| < ooy B =0.

2. Si X es de Banach, bien sup,c;||4i| < oo o B® es G5 denso en X, de modo que o
sup;e; ||Ai]| < 0o 0 B es de primera categoria en X, pero no ambas.

La completitud es necesaria para la segunda parte del teorema, pues {fn}n C (coo, || - |oo)*
dada por f,(z) :== Y ._, x; es puntualmente acotada pero cada || f,|| = n.

Si X es un espacio de Banach, Y un espacio completo y {T},},, € L(X,Y) tal que para
x € X existe T'(z) := lim,, T,,(x):

1. Teorema de Banach-Steinhaus: T es lineal y continua con

IT| < h'mninf 1T < sup ||Th ]| < 0.
n

Es lineal por serlo el limite. (7,,x),, es acotada para x € X y, por el teorema de la acotacion
uniforme, sup,, ||T,,|| < oo, y siz € By, ||Tz| = lim, ||T,z| < liminf, |T,| < sup, [|T.|-

2. (T})n converge uniformemente a T' en los subconjuntos compactos de X.
Sean X e Y espacios normados:

1. A C X es acotado si y solo si para f € X*, f(A) es acotado.

2. Si X es de Banach, A C X* es acotado si y solo si {f(x)}fca es acotado.

3. SiT:X —Y eslineal, T es continua si y sélosi Vg € Y*, go T € X*.

4.3.1. Funciones holomorfas vectoriales

Sean 2 C C abierto y (cX,| - ||) de Banach, f: Q — X es débilmente holomorfa en 2
si para g € X*, go f : 2 — C es holomorfa, y es holomorfa en 2 si

Va € Q,3f(a) == lim fe) = fla),
z—a zZ—a
Teorema de Dunford: f es holomorfa si y solo si es débilmente holomorfa.
Teorema de Liouville: Si (¢ X, | -||) es de Banach y f : C — X es holomorfa con go f
acotada para cada g € X*, entonces f es constante.



FVC

Toda curva v : [a, b] — C* tiene argumentos continuos, y si 8 y 8’ son argumentos continuos
de v, entonces 6(b) —0(a) = 0'(b) —6'(a). [...] Sean 7 : [a,b] — C una curva, z ¢ v*[:= Im~]|
y 6 un argumento de v — z, llamamos |...] indice de 7 respecto de z a

0(b) = 0a)

Ind,(z) := 5

[...] Una cadena es una expresion de la forma I' .= mqiy1 + - - - + my7y, donde los m; son
enteros y los 7; son caminos. Llamamos soporte de I' a I'* :== [ J, 7/ [...]. Un ciclo es una
cadena formada por caminos cerrados, y llamamos indice de z ¢ T'* respecto al ciclo T
a Indr(z) = >, mgInd,, (2). [...] Dado un abierto Q, un ciclo I' en Q es nulhomoélogo
respecto de Q si Vz € C\ Q,Indr(z) = 0.

Como teorema, sean {2 C C abierto, ¢ X de Banach y f: 2 — X holomorfa:

1. Teorema de Cauchy: Sea I' un ciclo Q2-nulhomélogo,

[1=0

2. Formula de Cauchy: Para z € C\ ImT,

1

F(2)Indp(z) = — /F f(w)

w—z

= — dw.
2mi

3. Para a € Q, existe

4. Para a € Q, siI': [0,27] — C viene dado por I'(f) = a + pe'? y, paran € N,

a._f(")(a)_l/ FW)  qwex
ST T

n! 27 —a)ntl
existe p > 0 con B(a, p) C Q tal que f(z) =), a,(z —a)", y la serie converge uniforme
y absolutamente en compactos de B(a, p).

4.3.2. Métodos de sumabilidad

Si A € KN*N la sucesion (z,)m en K es A-convergentea z € Ksiparan € N, Y. A2y,
converge a un cierto y, e (y, ), converge a z, y A es un método de sumabilidad permanente
si para {@m }m C K convergente, (>, Anm&m)n €s convergente y lim,, y, = lim,, zp,.

La sucesién de medias de Césaro de una sucesion (x,, ), es

(x1+...+xn)
n '!L’

v (n)n es convergente Césaro si su sucesion de medias de Césaro converge. Toda sucesion
convergente es convergente Césaro, pero el reciproco no se cumple.



Asi, la matriz de Césaro,

1
FRSEAG =
¢ i,j>1

es un método de sumabilidad permanente.
Teorema de Toeplitsz: A € KN*N es un método de sumabilidad permanente si y sélo si
SUP, O [Anm| < 00, ¥m € N, lim,, Ay, =0y limy, - Ay = 1.

NxN
e KM,

o WO =
SN I
—

4.3.3. Convergencia puntual de series de Fourier de funciones conti-
nuas

Sean X = {f € C([-n,7]) | f(x) = f(—m)}; para k € Zy f € L*([-7, 7)),
£ — - i " —ikt
f(k) = k;n o | f(t)e™ dt
el k-ésimo coeficiente de Fourier de f y, para n € N, s, : L?([-7,7]) — R dada por

sn(f)(@) =Y flk)e™,
k=—n

entonces:

1. Como teorema, existe F' G5 denso en X tal que para f € F, {x € [—7, 7| | sup,, |sn(f)(z)|}
es G5 no numerable y denso en [—, 7]

2. Para f € X de clase C! y z € [—7, 7], lim,, 5,,(f)(z) = f(z).

3. Para todo f € L*([—m,n]) y casi todo x € [—m, 7], lim,, s,(f)(z) = f(x).

4.4. Teorema de la aplicacién abierta

Si X es un espacio normado, A C X es CS-compacto si para {z,}, C Ay {\.}» C[0,1]

con ). A, =1,>  A,x, converge a un punto de A, y es CS-cerrado si para {z,}, C Ay
{A}n €10,1] con Y- A, =1, 81 Y, A\px, converge, lo hace un punto de A.
Si X es un espacio normado:

1. Si X es de Banach, Bx es CS-compacta.
2. Todo cerrado convexo es CS-cerrado.

3. Todo CS-compacto es CS-cerrado y acotado, y el reciproco se cumple si X es de Banach.

4. Si A C X es CS-cerrado, A= Z



Sean X e Y espacios normados y T € L(X,Y), si A C X es CS-compacto, T(A) también.
Teorema de la aplicaciéon abierta: Sean X un K-espacio de Banach, Y un K-espacio
normado y T € L(X,Y), si ImT es de segunda categoria en Y, T es suprayectiva y abierta e Y
es un espacio de Banach. Demostracion: Como Bx es CS-compacto, T(Bx) también y por
tanto es CS-cerrado, y si fuera raro, como el producto por un n > 0 es un homeomorfismo,
nT(Bx) serfa raro y T(X) = T(U,en- Bx) = U,en- nT(Bx) seria de primera categoria#,

o

por lo que T(Bx) = T(Bx) # 0 y existen yo € Y y r > 0 con B(yo,r) C T(Bx), pero
una bola cerrada en el origen es simétrica y T' conserva simetrias, luego B(—yo,7) C T(Bx)
y B(0,7) € 3By (—yo.7) + 3By (y0,7) € 3T(Bx) + 3T(Bx) C T(Bx). Asi, si A C X es
abierto, para z € X existe § > 0 con B(z,0) =x+0Bx C Ay B(Txz,0r) =Tz + §B(0,r) C
Tz +6T(Bx) =T(x+éBx) CT(A), por lo que T es abierta, y paray € Y, y € B(0,2||y|) =
MB(O,T) C T(3|ly||Bx) € T(X) y T es suprayectiva. Finalmente, sea {yn,}, C Y con
> lym| < o0, existe {xy,}, € X con cada Txy = yn y [|2nl| < 2|lynll, conlo que Y, |z, | < oo
y, por ser X completo, existe 2’ := ) x,, y por la continuidad de T', Tz' = > yy.
Entonces, si X e Y son de Banach, T' € £L(X,Y) es suprayectiva si y solo si es abierta.
Para esto tiltimo hace falta que Y sea completo; la identidad I € £(C([0,1]), |-]), (C*([0,1]), ||
lloo)) con |z| == ||#||co + ||Z’]|c0, €l dominio es completo e I es suprayectiva pero no abierta.
También hace falta que X sea completo; si (e;);cr es una base algebraica no numerable de P
y X es (P con la norma |}, a;e;| := Y, |a;|, donde la suma es finita, la identidad I € L(X, ()
es suprayectiva pero no abierta.
Teorema del homomorfismo de Banach: Sean X un espacio de Banach e Y un espacio
normado, T € L(X,Y) es un homomorfismo topolégico si la restriccion a la imagen T :
X — ImT es abierta, si y s6lo si ImT es completo.

TS
T v T’ son comparablessi T CT o7 CT.

1. Si X e Y son espacios de Banach y T': X — Y es un isomorfismo algebraico continuo o
abierto, T es un isomorfismo topologico.

2. Dos normas completas en X que definen topologias comparables son equivalentes.
3. Si un espacio de Banach X es suma directa interna M & N con M y N cerrados, entonces

X es suma directa topologica de M y N.

4.4.1. Técnica de perturbaciones

El problema de Cauchy

an ()™ () + - + a1 (t)i(t) + agz(t) = y(t),
z(a),i(a),..., 2" V(@) =0

con a;,y € C([a,b]) tiene solucion tnica 2 € C™([a,b]) y sus soluciones dependen continua-
mente del término independiente.



4.5. Teorema de la grafica cerrada

Una funcién f : X — Y entre espacios topoldgicos Hausdorff tiene grafica cerrada si
Graff = {(z, f(x))}sex es cerrado en X X Y. Si f es continua, tiene grafica cerrada. El
reciproco no es cierto; si X tiene dos topologias Hausdorff T < S, 1x : (X,7) — (X,S) no es
continua pero tiene grafica cerrada.

Teorema de la grafica cerrada: Sean X e Y espacios de Banach, T : X — Y lineal
es continua si y solo si tiene grafica cerrada. Demostracion: Como = — (z,Tx) es lineal,
GrafT es un espacio vectorial, las proyecciones canénicas Py : Grafl’ - X y P : Grafl — Y
son lineales y continuas en X X Y con la topologia producto generada por || - |1, y como Py
es biyectiva y por tanto un isomorfismo algebraico, si GrafT es cerrada, es completa al serlo
X xY y P, es un isomorfismo topolégico, con lo que T'= P o Pfl es continua.

Aqui hace falta que X sea completo; la derivada T : (C1([0,1]), ] - [|so) — (C([0,1]), || - |lo0)
es lineal con grafica cerrada pero no continua.

También hace falta que Y sea completo; si (e;);cr es una base algebraica no numerable de
P con cada [le;]| = 1y X es ¢ con la norma |}, a;e;| = Y, |as| siendo la suma finita, la
identidad /7 — X tiene grafica cerrada pero no es continua.

4.5.1. Separaciéon de puntos

Un conjunto de funciones F C B4 separa los puntos de A si Y,y € A, (r#£y = 3If €
F: f(z) # f(y)). Si X es de Banach con las normas ||| y ||-||'y F € (X, ||-|)*N(X, ||-]|')* separa
los puntos de X, entonces ||- || y || - ||’ son equivalentes, y en particular (X, |- |)* = (X, |- |I')*.

Dos normas completas en el mismo espacio vectorial producen el mismo dual topologico si
y s6lo si son equivalentes.

4.5.2. Bases de Schauder

Una base de Schauder en un espacio normado (X, - ||) es una sucesion {z,}, C Sx
tal que Vo € X,3{\,}, € K : 2z = > Ayxp. La sucesion (ey), de vectores que valen 1
en la coordenada n-ésima y 0 en el resto es base de Schauder de ¢y y ¢ para p € [1,00), y
€0, 1D, I - lse) ¥ (LP([0,1]), || - ||p) también admiten bases de Schauder.

Todo espacio normado con base de Schauder es separable, pero el reciproco no se cumple.

Teorema de las bases de Schauder de Banach: Si X es un espacio de Banach con base
de Schauder (z,)n, las funciones coordenada f, : X — K dadas por f,,(>, A\nzpn) == Ay
son continuas, y de hecho existe M > 0 con || f,|| < M para cada n.

4.6. Pares duales

Un par dual es un par (F,G) de K-espacios vectoriales con una funciéon bilineal (-, ) :
FxG—=KtalqueVye G ({y)y =0 = y=0)yVe e G {z,) =0 = z=0).
Llamamos topologia débil de F inducida por G, o(F,G), a la topologia mas gruesa en F
para la que las {(-,y)}ycc son continuas, generada por la familia de seminormas {|(-,y)|}yec,
y topologia débil de G inducida por F, o(G, F), a la topologia méas gruesa en F para la
que las {(z, ) }.cr son continuas, generada por la familia de seminormas {|{f, )| }zcF.



1. Si E es un espacio vectorial y E* su dual algebraico, (F,E*) es un par dual con la
aplicacién bilineal natural (z, f) == f(z).

2. Si E es un el.c., (E,E’) es un par dual con la aplicacion bilineal natural, el par dual
canénico, y llamamos topologia débil de E a o(E, E’) y topologia débil* de E’ a
o(E',E), que es Hausdorff e inducida por T,(E).

3. Si I es un conjunto, (K, K} es un par dual con ((\;)ier, (&)ier) = D ier Nii-

4. Si K es compacto, E = (C(K), || - [loc) y F':= span{f — f(2)}zex < (C(K), |- )",
(E,F) es un par dual con la aplicacion bilineal natural, y o(E, F') = T,(K).

Si (F,G) es un par dual, una forma lineal f : FF — K es o(F, G)-continua si y solo si existe
y € G, necesariamente unico, con f = (-, y).

Si E esun el.c., (E,0(E,E")) = E' e, identificando x € F con & € E” dada por &(f) =
f(z), (E',o(E',E)) = E.

Si (F,G) es un par dual con funcion bilineal (-,-) y H < G, (-,-) induce un par dual en
(F,H) siysolosi G=H en o(G,F).

Si E es un el.c., E' es o(E*, E)-denso en el dual algebraico E*, con lo que las formas
lineales se aproximan por formas lineales continuas.

Dado un par dual (F,G), llamamos polar (absoluta) de A C F a A° = {y € G |
Sup,ea [(z,y)| <1} y bipolar de A a A°° C F.

1. Si (X, -]|) es un espacio normado, B = Bx~ y BY = Bx.

2. Si (F,G)esunpardualy M < F, M°={y € G| (M,y) =0} = M+,
Sean (F,G) un K-par dual, A,B,A; C F parai € I y a € K*:

1. A° es absolutamente convexo y cerrado en o(G, F).

2. BCA = A° C B°.

3. (ad)° = a~1A°.

4. AC A

5. A° C A%

6. (Uier 4i)° = Nier 45

Teorema del bipolar: Si (F,G) es un par dualy A C F; A°° =T(A) en o(F,G) (la envoltura
absolutamente convexa cerrada).

Si E es un el.c., M C FE’ es equicontinuo si Ve > 0,3U € £(0g) : Vf € M,Vx €
U,|f(z)] < e, y una familia fundamental de equicontinuos es un £ C P(E’) con los

elementos equicontinuos tal que para M C E’ equicontinuo existe N € £ que contiene a M.
Si (E,T) esunelc.:

1. SiU € £(0), U° C E’ es equicontinuo, y si M C E’ es equicontinuo, M° € £(0).

2. Sil es base de entornos de 0 en E, {U° }y ey es una familia fundamental de equicontinuos.



3. Si & es una familia fundamental de equicontinuos, {M°} e es una base de entornos de
0.

4. T es la topologia de convergencia uniforme sobre los equicontinuos de E'.

Sean (F,G) un par dual y & C P(G) una familia de subconjuntos o(F, G)-cerrados absoluta-
mente convexos, en o(F, G),

9 (s

Teorema de Alaoglu-Bourbaki: Si F es un e.l.c., todo equicontinuo H de E’ es relati-
vamente compacto en o(E’, E).

Asi, si (X, || - ||) es un espacio normado, Bx~ es compacta en o(X*, X).

Lema de aproximacién: Sean E es un e.l.c., S C F cerrado y absolutamente convexo y
[+ E — Klineal, f|g es continua si y solo si Ve > 0,3g € E' : sup,¢g |g9(z) — f(z)| <e.

Teorema de completitud de Grothendieck: Sean E un e.l.c. y £ el conjunto de los
equicontinuos de E', E = {z € (E')* | YM € &, x|y continuo en o(E’, E)} con la topologia
de convergencia uniforme sobre £ es un modelo para la compleciéon de F, es decir, E es denso
en F y E es completo.

Asi:

1. Un e.l.c. E es completo si y s6lo si toda y : E/ — K lineal o(E’, E)-continua sobre los
equicontinuos de E’ es o(E’, E)-continua en E’, si y solo si esta en E.

2. Un (X, ||-|) normado es de Banach si y solo si toda z : X* — K lineal o(X*, X )-continua
en By~ es o(X*, X)-continua en X*, si y solo si esta en F.

Si (X, -|) es normado, K := (Bx«,0(X*, X)) et : X < C(K) es la identificacién estandar
en el bidual:

oo (X, ) = (CE), | lec) et = (X, |4]]) <= (C(K), Tp(K)) son isomorfismos isométricos
sobre su imagen.

2. Si X esde Banach, (X, 0(X, X*)) se identifica con un subespacio cerrado de (C(K), T, (K)).

4.7. Espacios reflexivos

Sean (X, -||) es un espacio normado y T la topologia asociada a || - ||:

1. o(X,X*) es méas gruesa que 7 y o(X*, X) es méas gruesa que la asociada a la norma
dual.

2. o(X, X™) es metrizable si y solo si X es dimension finita, en cuyo caso es igual a T.
3. A C X convexo es cerrado en o(X, X*) si y solo silo es en 7.
Un espacio de Banach es reflexivo si la identificacion estandar “: X — X** es suprayectiva.

1. Sipe(1,00) y (©,%, ) es un espacio de medida, (LP(u), || - ||p) es reflexivo.



2. (co, |l - |loo) 1o es reflexivo.

Teorema de Goldstine: Sea (X, || - ||) normado, Bx es denso en (Bx««,o(X**, X*)).
Teorema de caracterizacion de la reflexividad: Un espacio de Banach X es reflexivo
si y solo si Bx es compacta en o(X, X*).
Si X es un espacio de Banach:

1. X es separable si y solo si (Bx~,c(X*, X)) es metrizable.
2. X* es separable si y solo si (Bx,o(X, X*)) es metrizable.
3. Si X*es separable, X es separable.

Si X es un espacio reflexivo:
1. Todo subespacio cerrado es reflexivo.
2. X es separable si y s6lo si lo es X*.

Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si lo es X™* con la norma dual.
Ejemplos:

1. Todo espacio de dimension finita es reflexivo.
2. 01y £ son reflexivos.

3. Ni (C([a,b]), ]  |loo) ni su dual son reflexivos.
4. Ni L([a,b]) ni L°([a,b]) son reflexivos.

Un espacio normado (X, || - ||) es uniformemente convexo si

Ve > 0,36 > 0:Va,y € Bx, (Hx—y” > = Hx;y

<1_5>;

=1 = lim||z, — y»| :0>,
n

si y s6lo si

V{@a s {a}n € Bx, (Hm H“”;y
n

en cuyo caso || - || es uniformemente convexa.
1. Toda norma uniformemente convexa es estrictamente convexa.
2. Todo espacio prehilbertiano es uniformemente convexo.

En un espacio normado (X, - ||), f : X — R es uniformemente diferenciable Fréchet
en v € X si existe lim;,0sup,ep, w Primer teorema de Smulian: Un espacio
de Banach (X, || - ||) es uniformemente convexo si y solo si para f € Bx«, la norma dual es
uniformemente diferenciable Fréchet en todo Bx-.

Teorema de Milman: Todo espacio de Banach con norma uniformemente convexa es

reflexivo.



Si X es un espacio de Banach y € > 0, un e-arbol diadico con raiz x € X de longitud
N € NU {oo} es una familia {zs}.cyr (+13» € X tal que 7y = z y, para s € U?:_Ol{:lzl}",

Ty = IS(’E& ¥ l#5—1) — zs1]] > €. Un espacio de Banach (X, | - ||) es superreflexivo si

para € > 0 existe N € N tal que todo e-arbol diddico contenido en Bx tiene longitud maxima
N, siy solo si X admite una norma uniformemente convexa equivalente a || - ||.

Sipe (1,00)y (2,%, 1) es un espacio de medida, LP(Q2, X, ) es uniformemente convexo y
reflexivo, y si g € (1,00) es tal que % + % =1,®: L%u) — LP(u)* dado por

B(g)(f) = /Q fgdu

es un isomorfismo isométrico.

Propiedad de Schur: En ¢!, las sucesiones convergentes en la topologia asociada a la
norma y en o (¢!, /°°) son las mismas, pese a que son topologias distintas.

Segundo teorema de Smulian: Si (X, ||-||) es normado, un subespacio de (X, o(X, X*))
es compacto si y s6lo si es compacto por sucesiones.

Un subconjunto de (£1, ] - ||1) es débilmente compacto (compacto con la topologia débil) si
y s6lo si es compacto.
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