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Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1.

Cuerpos

Conjunto K con dos operaciones, suma (+) y producto (-), tales que Va,b,c € K:

1.
2.
3.

© N o o

9.

Propiedad asociativa de la suma: a+ (b+c¢) = (a+b) + c.
Propiedad conmutativa de la suma: a + b = b + a.

Elemento neutro para la suma o nulo: 3!0 € K :Va € K,0+a = a.
Pongamos que existe otro 0 (0'), entonces 0 =0+ 0" =0'.

. Inverso para la suma u opuesto: Va € K,3la’ :a+a' =0. —a:=da'.

Pongamos que existe otro opuesto a”, entonces a’ = 0+a’ = (a”’+a)+a’ = o+ (a+d’) =
a’+0=ad".

Propiedad asociativa del producto: a-(b-¢) = (a-d) - c.

Propiedad conmutativa del producto: a-b=10"-a.

Elemento neutro para el producto o unidad: 31 € K :Va € K,1:-a = a.
Inverso para el producto: Va € K\{0},3la” :a-a" =1;a7' =1 :=d".
Propiedad distributiva: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

La congruencia Zy = {0,1} con operaciones0+0=14+1=0,0+1=1+0=1,0-0=0-1=
1-0=0y1-1=1 es un cuerpo. Siempre existe un cuerpo Fj~, formado por p" elementos,
donde n € N y p es primo. Algunas propiedades: Va, b, c € K:

1.

AN

a+b=a+c = b=c

Oa = 0.

(—a)b = a(—b) = —(ab); (—1)a = —a; (—a)(—b) = abd.
ab=0 = a=0Vvb=0.

ab=ac — a=0Vb=c.



1.1.1. El cuerpo de los nlimeros complejos

Si consideramos R xR = {(a, b)|a,b € R}, con (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) y (a,b) - (c,d) =
(ac—bd, ad + bc), obtenemos el cuerpo de los nameros complejos (C). El conjunto de elementos
de C con forma (a,0) es una copia del cuerpo R. Llamamos unidad imaginaria a i = (0, 1),
de forma que i> = i-i = (—1,0) = —1. Dado que (b,0)i = (0,b), y como (b,0) es el niimero
real b, tenemos (a,b) = a + bi, lo que denominamos la forma binomial. a es la componente
real, y b la componente imaginaria. Si z = a + bi, llamamos conjugado de z a Z = a — bi,
de forma que z =2z <= z € R.

Podemos representar un nimero complejo z = a + bi como un punto del plano, con
coordenadas (a,b). La distancia del punto al origen de coordenadas, llamada médulo, es
r = |z| = Va2 +b2 = /2Z. El angulo con el eje OX, llamado argumento, cumple que
a + bi = r(cos(a) + isin(a)). Esta es la forma polar o médulo argumental del com-
plejo. La multiplicacién en forma polar es: [r(cos(a) + isin(a))][r'(cos(a’) + isin(a/))] =
rr'(cos(a + ') + isin(a + o)).

El Teorema Fundamental del Algebra nos dice que todo polinomio P(z) =ap+a1 X+
X%+ 4a,X", conn>1,a; €Cya, #0, tiene raiz compleja.

1.1.2. Caracteristica de un cuerpo.

Voe K,neNna=a+a+---+a

n veces

En particular,
nl=1+14---4+1

n veces

Por tanto, na = (nl)a, n1+ml = (n+m)ly (nl)(ml) = (nm)1 para cualquier cuerpo K.
Un cuerpo tiene caracteristica cero si Vn > 0,n1 # 0. De lo contrario, se dice que tiene
caracteristica n, siendo n el menor natural tal que nl = 0. Asi, na = (nl)a = na = 0.
Dado que ab = 0 <= a =0Vb = 0, tenemos que Ip,q < n:n =pg — 0 =nl =
(p1)(¢1) = pl =0V ql =0, por lo que la caracteristica de un cuerpo es cero o un n° primo.

1.2. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre K, o K-espacio vectorial, es una terna (V,+,-) donde V # 0,
+ es una operacion V x V. — V y - es una operacion K x V. — V, tales que Yu,v,w €
V,a,p € K:

1. Suma asociativa: v + (v + w) = (v + v) + w.

2. Suma conmutativa: u +v = v + u.

Vector cero o nulo: 30y : Vu € V, 0y + u = .

Opuesto para la suma: Vu € V, 3 : u + v/ = Oy; v = —u.

a - (u+v)=a-u+a-v.

SO AN o

(a+p8) u=a-u+p-u.



7. (a-B) u=a-(B-u).
8 1k -u=u.

Llamamos vectores a los elementos de V' y escalares a los de K. Todo cuerpo es espacio
vectorial sobre si mismo. R es espacio vectorial sobre Q, y C sobre R y Q.

El plano real R? = {(x,y)|r,y € R}, con las operaciones (x,y) + (z,y') = (x + o',y +v')
y a(z,y) = (az,ay), es un R-espacio vectorial. El conjunto K™ de las n-uplas de elementos
de K, K™ = {(z1,22,...,Tp|T1,22,...,2, € K} es un K-espacio vectorial con las operaciones
@1,y @n) + W1y ooy tn) = @1+ Y1, T+ Yn) ¥ (X1, ... 20) = (a1, ..., ax,). También,
si V4,...,V, son K-espacios vectoriales, el conjunto Vi x -+ x V,, = {(v1,v2,...,v5)|v1 €
Vi,ve € Vo, ..., v, € V,,}, con operaciones similares, es un K-espacio vectorial llamado espacio
vectorial producto de los V;.

Una matriz A de tamafio m x n (con m,n € N) sobre K es una disposicién en m filas y n
columnas de m-n elementos de K. La matriz es cuadrada si m = n, fila si m = 1 y columna
sin = 1. Llamamos M,, ,,(K) al conjunto de las matrices m x n sobre K,y M,, ,(K) = M, (K).
Se representan de la siguiente forma:

a1 aiz - QAln

az1 Az - A2p ) ]
A= : S . yai; € KV1<i<m,1<j<n

aml Am2 - Amn

VA = (aij),B = (bm‘) S Mm)n(K)7A + B = (Cij> S Mm)n(K), donde Cij = Qij + bij para
cada elemento de la matriz. También, Vo € K, A € M, ,(K),aA = (¢ij) € My, n(K), donde
¢ij = aa;j. Con estas operaciones, M,, ,,(K) es un K-espacio vectorial.
Un polinomio en una indeterminada X con coeficientes en K es una expresion de la
forma
ap+ a1 X +as X’ + -+ a, X"

Donde n es un entero no negativo, a; € KVi = 0,1,...n. El conjunto de polinomios sobre
K se llama K(X) y es un espacio vectorial con las operaciones:

(a0 + -+ anX") 4+ (bo + - + b, X™) (ag +bo) + -+ + (an + by) X"
alag+ar X+ +a, X") = agy+an X+ +aa, X"

Si S # 0, el conjunto F(S,K) = {f | S — K}, formado por todas las aplicaciones de S en
K, con operaciones (f+g)(s) = f(s)+g(s) y (af)(s) = af(s), es un K-espacio vectorial. Con
estas mismas operaciones, el conjunto C([a, b],R) = {f | [a,b] — R|f continua} es un R-espacio
vectorial.

Propiedades de los espacios vectoriales: Vu,v,w € V,a, 8 € K:

l.u+v=u4+w — v=w
utv = utw = (—u)+(utv) = (—u)+(vt+w) = ((—u)+u)+v = ((—u)+u)+w =v=w

2. OUZOV
Ou+0u=(0+0)u=0u=0u+0y = Ou=0y



3. O{OV = OV

aly + 0y = aly = Oz(Ov + Ov) =aly + aly = aly =0y

4 ueVau=0y = a=0Vu=0p;au=av = a=0Vu=v,oau=pP0u = a=

BVu=0y
au = Oy -1 _ -1 I PN
o 40 = u= (a0 ra)u=a (au)=a -0y =0y
au = av -1 — ! = . = . = =
a£0 = a (au)=a (aw)=1l-u=1-v=u=v

Para la ultima demostracion, usamos (5):

au = fu
U#OV

BN OV = ou + (7([3u)) (:5) au + (*ﬂ)u = (0‘ + (75))“‘ =

= a+(—pf)=0 = a=p

5. u eV, (—a)u=a(-u) = —(au)
(—a)utau=(—a+a)u=0u=0y = (—a)u=—(au)
a(—u)+au=a(—u+u)=a -0y =0y = a(—u) =—(ou)

También podemos llamar 0 a Oy si esto no conlleva ambigiiedad.

1.3. Subespacios vectoriales

U CV (U # () es un subespacio vectorial de V (U < V) si Vu,v € Uju+v € Uy
Vu e U,a € K,au € U. De esta forma U es también un K-espacio vectorial.

Los subconjuntos {0} y V son subespacios vectoriales de V., y {(z1,...,2,) € K™|z1+---+
2, = 0} es un subespacio vectorial de K™. El conjunto P,, de polinomios con coeficientes reales
con grado menor o igual a n, junto con el 0, es un subespacio vectorial de R[X]. También lo es

Uasp ={f € C([a,b],R) | f(a) = f(b)} respecto de C([a, b],R).

1.4. Combinaciones lineales. Sistemas de generadores

u € V es combinacién lineal de vy,...,v, € Vsiday,...,a, € K :u=ajv1+- -+a,v,.
Se dice que es combinacion lineal de vectores de S (con S C V) si In € Nyvy,...,v, € §:
u = aqv1 + -+ + a,v,. Los escalares «; se llaman coeficientes de la combinacion. Asi, un
subconjunto no vacio U C V es un subespacio vectorial de V si cualquier combinaciéon lineal
de vectores de U también esta en U.

Si § es un subconjunto no vacio de V, el conjunto < & > de todas las combinaciones
lineales de vectores en S es el menor subespacio vectorial tal que S C< S >. Demostracion:
ueS = 1-ue<8 > Siuve<S >, entonces existiran uy, ..., ug,v1,...,0 € Sy
Ay, ..., B1,..., 01 € K tales que u = aqug + -+ apup y v = Srv1 + -+ -+ B + v, por lo que



u + v también es combinacién lineal de vectores en S y por tanto estd en < S >. Si a € K,
tenemos que u = aqiuy + - - - + aagur €< S >. Finalmente, si U es un subespacio vectorial de
V' que contiene a S, como toda combinacion de vectores de U esta en U, entonces < S >C U.

Un subconjunto § C V es un sistema de generadores de V si < § >= V. V es de
dimension finita o finitamente generado si tiene un sistema de generadores finito. Estas
definiciones también son vélidas para subespacios vectoriales. U es el subespacio generado
por SsilU =< § >.

1.5. Dependencia e independencia lineal

Un conjunto S C V es linealmente independiente si la tnica forma de obtener el vector
nulo como combinacién lineal de vectores de S es tomando todos los coeficientes nulos. De
lo contrario es linealmente dependiente. Asi, {v} es linealmente independiente si y solo si
v # 0, con lo que cualquier conjunto {0} C S es linealmente dependiente. En Cg, {1,4} (C con
escalares reales) es linealmente independiente, mientras que en Cg es linealmente dependiente
porque 1 + (i)i = 0. Un subconjunto de un conjunto linealmente independiente también es
linealmente dependiente.

Un conjunto {vi,...,v,} con al menos dos vectores es linealmente dependiente si y solo si
alguno de ellos es combinacién lineal del resto.

= | Se tiene que existen ayq, ..., a,; no todos nulos con 27;1 Q;V; = U1 + -+ + QU = 0.
m

Suponemos «; # 0. Entonces a;v; = —Zi:lyi# QU = —0qU] — - — QU1 —
Qj41Vj41 — *** — QU Por lo que v; = — >0 (o tevy)
j4+1V541 mUm, P q i = i=1,i£ \ & QiVi).

<=] Si v; es combinacion lineal de {v;}i<i<m, existen escalares a,...,05_1,011,...,0m

m
tales que v; = Q1V1 ..., 101 + Q41041 + -+ QnUpy = Zi:l,iy&j o;v;, de modo

que O = (171 4+ 4+ aj—lvj—l + (71)113‘ =+ ozj_ij_,_l 4+ -4 A Uy«

1.6. Bases. Dimension

Una base de un espacio vectorial es un sistema de generadores linealmente independiente.
Asi, {1} es base de K, {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} es base canénica de
K"y {1,X,...,X", ...} loes de R[X]. Si llamamos A;; € M,, ,(K) a la matriz con un 1 en
el lugar ij y 0 en el resto, entonces {A;; | 1 <i <m,1 < j <n} es base de M, ,,(K).

B es base de V si y solo si todo v € V se expresa de modo tnico como combinacion lineal
de B.

=] Como B es base, es sistema de generadores, por lo que todo vector de V' es combinacion
lineal de vectores de B. Ahora, sea v = Y. | a;v; = Y ., B;v;. Entonces 0 = (aqvr +
<o apvn) — (B1v1 + -+ Broy). Entonces 0 = (ag — f1)vr + -+ + (an — Bn)Vn, y como
B es linealmente independiente, se tiene que a3 — 1 = -+ = @, — B, = 0 y por tanto v
se expresa de modo tinico.

<= B es entonces sistema de generadores y queda demostrar que es linealmente dependiente.
Sean vq,...,v,, € B, como el 0 se representa de modo tinico, se tiene que si ajvy +--- +
AUy = 0 =0vy + -+ + Ov,,, entonces vy = --- = ,,, = 0.



Si S = {v1,v2,...,v} es un conjunto linealmente independiente y u ¢< S >, entonces
S U {u} es linealmente independiente. Demostracion: Supongamos aj, ..., a,, S tales que
a1v1 + o+ QU + Pu = 0. Si B # 0 entonces fu = —(avy + -+ + QpVm), de donde
u=—F"togv; — - — B raymv, v por tanto u €< S >#. Por tanto 8 = 0, pero entonces
a1v; + -+ 4+ amv, = 0, de donde oy = -+ = a;, = 0, por lo que S U {u} es linealmente
independiente.

Teorema: Todo espacio vectorial V' # {0} tiene una base. Demostraciéon para espa-
cios finitamente generados. Sea V =< uq,...,u; >y A el conjunto de subconjuntos £ C
{u1,...,un} linealmente independientes. Sabemos que A # ) porque como V # {0} existe
un u;, # 0, de modo que {uw;,} es linealmente independiente. Sea B = {vy,...,v,} € A un
elemento de A con un méximo de vectores, entonces B es base de V si es sistema de generadores
de V. Sea wu; un elemento del conjunto de generadores de V. Si u; € B, entonces u; €< B >.
Si no, entonces BU {u;} C {uy,...,u,} tiene un elemento mas que B, que es un elemento de
A con el ntimero méaximo de vectores, por lo que BU {u;} ¢ A y sera linealmente dependien-
te, pero entonces u; €< B >#. Acabamos de probar que {u1,...,u,} C< B >, por lo que
V=<uy,...,up >C<B>C YV, por lo que < B >= YV y ya hemos demostrado que B es base
de V.

Teorema de Steinitz: Si {uy,...,u,} es base de V' 'y {v1,...,v,,} es un conjunto li-
nealmente independiente, entonces se pueden sustituir m vectores de {ui,...,u,} por los
vectores {v1,...,v,} y obtener una nueva base de V. Entonces m < n. Demostracion:
Vemos que, como {v1,...,v,} es linealmente independiente, entonces v; # 0, y tenemos
que v; = aquy + -+ + apu, con algin «; # 0. Podemos suponer que a; # 0, y quere-
mos probar que {vy,us,...,u,} es base. Primero probamos que es sistema de generadores:
QU] = V1 — QolUg — -+ — Qplly,, por lo que u; = ozl_lvl — Oél_lOéz’U,Q — = al_lanun, de modo
que u; es combinacion lineal de {vy,ug,...,u,} y < v1,us,...,u, > contiene un sistema de
generadores, por lo que {vy,us,...,u,} también lo es. Ahora bien, sean f1,..., 3, tales que
B1v1 + - - - + Bpu, = 0. Entonces

0 = ﬁlvl+"'+ﬁnun
= Bi(arug + - + anuy) + Poug + - + Bruy
= fraruy + (Brog + Po)uz + -+ (Bran + Bn)un

Por tanto, como a; # 0, entonces 51 = 0 y por tanto S = --- = 3, = 0 y el nuevo conjunto
es también linealmente independiente. De aqui ademés podemos concluir que todo conjunto
de vectores linealmente independiente de un espacio vectorial puede completarse a una base
(anadiendo vectores fuera del subespacio generado por este conjunto).

Teorema: Todas las bases de un espacio vectorial no nulo tienen el mismo ntmero de

elementos. Demostracion: Sean {uy,...,un} y {vi,...,vn} bases de V. Como {v1,...,vm}
es linealmente independiente, por el teorema de Steinitz tenemos que m < n. Analogamente,
como {uy,...,u,} también lo es, entonces n < m, por lo que m = n.

Definimos la dimensiéon de V (dimg (V) o dim(V)) como el nimero de elementos de
cualquier base de V. Si V' = {0}, entonces dim(V) = 0. Si V no es finitamente generado,
entonces dimg (V') = oo. Por ejemplo, dimg (K) = 1, dimg (K™) = n, dim(M,, ,(K)) =mn y
dim(R[X]) = co.

Teorema: Si dim(V) = n entonces:

1. Todo conjunto linealmente independiente de n vectores es una base.



Consecuencia del teorema de Steinitz.

2. Todo conjunto de generadores de n vectores es una base.
Siempre va a haber una base contenida en él y que va a tener n vectores.

3. Si U # 0 es un subespacio vectorial de V entonces dim(U) < n y ademés dim(U) =
n < U=V.
Si B’ es base de U entonces es un conjunto de vectores de V linealmente independiente
y tiene como méaximo n elementos, por lo que dim(U) < dim(V). Ademas, si dim(U) =
dim (V') entonces B’ tiene n elementos y, por la primera propiedad, también es base de
V, de modo que U =< B >= ).

Definimos el rango de un conjunto de vectores como

rang({u1, ..., Um}) = dim(< ug, ..., Uy >)
Asi, si {vy,...,0,} CV, es facil comprobar que:
1. rang({v1,..., v, ., U5, ..., U }) =rAng({V1,. .., V), ..., Vi, U }).
2. a#0 = rang({v1,...vi,...,0n}) =rang({vi, ..., i, ..., Um}).
3. rang({v1,...,vi, ..., 0j,. .., 0m}) =rang({vr,...,v; + Qvj, ... V5, .., Un}).

Una forma de determinar el rango de un conjunto de vectores es ir haciendo estas operaciones
y eliminando posibles vectores nulos hasta encontrar un conjunto linealmente independiente.

1.6.1. Operaciones elementales. Matrices escalonadas. Método Gauss-
Jordan

En una matriz A € M,, ,(K), a intercambiar dos filas, multiplicar una fila porun 0 # o € K
o anadir una fila a otra multiplicada por un « € K se les llama operaciones elementales
por filas. Las operaciones elementales por columnas se definen de forma analoga. Si B
es la matriz resultante de aplicar una serie de operaciones elementales por filas a A, entonces
el subespacio de K™ generado por las filas de A es el mismo que el generado por las filas de B.

Una matriz A = (a;j) € My, »(K) esta en forma escalonada por filas si las filas nulas,
de haberlas, son las dltimas, el primer elemento no nulo de cada fila no nula es un 1 (llamado
pivote) y el pivote de cada fila no nula estd en una columna posterior a la de cada uno de
los pivotes anteriores. En las matrices escalonadas por filas, las filas no nulas son linealmente
independientes.

Si en cada columna que contenga un pivote el resto de elementos son nulos, la matriz esta en
forma escalonada reducida por filas. Cambiando filas por columnas tendriamos una matriz
en forma escalonada por columnas o escalonada reducida por columnas.

Meétodo de eliminacion Gauss-Jordan: Toda matriz se puede llevar a forma escalonada
(también escalonada reducida) mediante operaciones elementales por filas. Algoritmo:

1. Encontrar el primer elemento a no nulo de la primera columna no nula e intercambiar su
fila con la primera.

2. Multiplicarla por a~! para obtener un pivote.



3. Hacer operaciones F'ila; — cF'ila;, donde c es el elemento de cada fila debajo del pivote.

4. Repetir el proceso con la matriz resultado de eliminar la primera fila hasta terminar la
matriz.

5. Para obtener la escalonada reducida, hacer operaciones Fila; — cFilay, donde i < k y ¢
es el elemento encima del pivote de la fila 7.

Para obtener la base de un subespacio K™ generado por m vectores, escalonamos la matriz
m X n cuyas filas son los vectores generadores del subespacio, y los vectores correspondientes
a filas no nulas forman una base. Los vectores fila de cada nueva matriz son combinaciones
lineales de los iniciales. Para obtener los coeficientes de estas combinaciones, anexamos la
matriz identidad a la derecha de la original, separada por una linea, y le aplicamos también
las operaciones, sin considerar estos coeficientes como parte de la matriz a escalonar.

1.7. Coordenadas. Cambio de base

Las coordenadas de un vector v € V respecto a la base B = {uq,...,u,} son la tnica
n-upla [v]g = (21,...,2,) € K™ con v = xju; + -+ + Tyu,, de forma que dos vectores de
V' son iguales si y solo si tienen las mismas coordenadas respecto a una base B, y operar
con vectores en V es equivalente a operar en K™ con las n-uplas de sus coordenadas, pues
+vs= (@142, ....,zn+2,) =g+ V] y [rvls = (rea, ..., re,) =B

1.7.1. Cambio de coordenadas

Sean B = {u1,...,u,} y B = {uy,...,u,} bases de V, y lamamos [u}|s = (p1j, -, Pnj),
de forma que u = Y| piju;. Si [v]p = (], ..., z},), entonces

n n n n n n n
o ror ror / _ / _ /
UV=2iuy e Xy = ) LUy = ) T Pijti | = LjPijti = LiPij | Wi
Jj=1 J=1 i=1

- j=1i=1 i=1 \j=1
De forma que si [v]g = (21,...,2y), entonces x; = Z;'L=1 zpij. A las ecuaciones
— / !
1 = pury + ...+ Diady,
— / !
Tn - Pn1$1 + DR + pnnmn

las llamamos ecuaciones del cambio de base de B’ a B.

1.8. Producto de matrices

Sean A = (a;5) € Mpmno(K) y B = (bi;) € M, ,(K), definimos AB = (¢;;5) € My, p(K)
tal que ¢;; = Y p_; aibr;. En general no es conmutativo, aun si ambos productos se pueden
efectuar y fuesen matrices del mismo tamano. Propiedades:



1. Asociativa: (AB)C = A(BC).
(AB)C)ij = 2 (AB)irCj = ks 2oy AaBuCry = 3211 2og—y AuBirCij =
= 2oy Au (521 BuClg) = 35121 Au(BC)y; = (A(BC))y;
2. Distributiva respecto de la suma: A(B+ C) = AB + AC.

3. La matriz identidad, I,, = (J;;) con §;; = 1y d;; = 0 si i # j, satisface AI,, = Ay
I,B = B para cada A € M, ,(K)y B € M, n(K).

n

Cij = ) Airk; = Aijbj; = Aij

Pt (el resto son = 0)

La demostraciéon de que I, B = B es anéloga.
4. a(AB) = (aA)B = A(aB).

A € M,(K) es invertible si existe B € M, (K) tal que AB = BA = I,,. Entonces B es la
matriz inversa de A y se representa A~!. Supongamos que B y C son inversas de A. Entonces
C=CI,=C(AB) = (CA)B = I,,B = B, por lo que la inversa es tnica.

Si A, B € M,,(K) son invertibles, entonces AB es también invertible, y (AB)~! = B~1A~L:

(B'AYAB)=B ' (A'AB=B"'I,B=B'B=1,

Las ecuaciones de cambio de base se pueden expresar como

T P11 P12 - Pin €Ty
/
T2 P21 P22 - P2n )
/
Tn Pn1  Dn2 e Pnn Ty,

donde las columnas de (p;;) son los vectores de B’ respecto a B. Abreviadamente, Xp =
Mpp Xp, donde a Mpp la llamamos matriz de cambio de base de B’ a B. Podemos
deducir que Mpp = I,,, Mg = Mprg Mg y por tanto M gMpr = Mpp Mg = I,. Asi,
toda matriz de cambio de base es invertible, y viceversa.

1.9. Operaciones con subespacios
Si {U;}icr # 0 es un conjunto de subespacios vectoriales de V, entonces )

es subespacio vectorial de V', pero en general |
suma de U; y U, al subespacio

scr Ui también

;cr Ui no es subespacio vectorial. Llamamos

Ui+ U; = {’LLl +u2\u1 e Uy,ug € UQ}

Este es el menor subespacio vectorial V' que contiene a U; y Us. Demostracion: Siu € Uy,
como 0 € Us, se tiene que u = u + 0 € Uy + Us, y viceversa, de modo que U; U Uy C Uy + Uy



v ademas U; + Us # (). Demostraremos ahora que es un espacio vectorial. Si v,v’ € Uy + Us,
existiran uy,u}] € U y ug,uh € Uy con v = uy +us y v’ = uj +ub, y si a,a’ € K, se tiene que

av+ v = auy + aus + o'uy + a'uhy = (quy + a'ul) + (qug + a'uy) € Uy + Us

La féormula de Grassmann o teorema de Grassman nos dice que si U; y Us son
subespacios de V', y V tiene dimension finita, entonces

dim(Uy) + dim(Us) = dim(Uy N Us) + dim(Uy + Us)

Demostracion. Sea {uj,...,u;} base de U; N Uz, que completamos por un lado a la base
{u1,...,u,Uy1,...,u.} de Uy y por otro a la base {u1,...,us,vet1,...,0s} de Uy. Entonces
{u1,y . o U, Upg1y ooy Upy Vg1, ..., Us} s sistema de generadores de Uy + Us. Queda ver que es

ademés linealmente independiente.
Supongamos auy + - - -+ Qs + QU1+ -+ ety + P11+ -+ Bsvs = 0. Entonces

oquy + o+ aptty = —fip10e41 — - — Bsvs € Up N Us. Pero como {uy,...,u:} es base de
U NUs, se tiene que —fy10441 — -+ — Bsvs = Y1ur + -+ + YUz, por lo que yrug + -+ +
Yoy + Bry1verr + -0 + Bsvs = 0. Al ser {uq,...,us, vep1,...,0s) base de Us, se tiene que
Biy1 == Bs =0, por lo que ayuy + - - - + a,u, = 0. Pero como {uq,...,u,} es base de U;
se tiene que a3 = -+ =, = 0.

Asi, se tiene que {u1, ..., U, Ut41y- -« Up, Vet1, - .-, Vs } €s una familia linealmente indepen-

diente y por tanto una base del subespacio U; + Us, que tendra dimension dim(U; + Us) =
r+s—t=dim(U;) + dim(Usz) — dim(U; N Uy).
Ui y Us subespacios de V estan en suma directa si U; N Uz = {0}. Se dice entonces que
Uy + Us es una suma directa y se representa U; @ Us. Por tanto dim(U; @ Us) = dim(Uy) +
Una suma de subespacios Uy 4+ Us es directa si y solo si Vv € Uy + Us, uy € Uy, ug € Us :
v = uq + uz. Llamamos a u; y us las componentes de v.

=] Siuy+us =uj+ubconuy,uy €Uy y us,ub € Us, entonces u; —uj = uh —us € Uy NUs,
por lo que ug —uj =uh —ua =0y u; = u) y ug = ub.

<] Siu € U; NUs, entonces u = u+ 0 = 0+ u, pero como u se expresa de modo tnico como
suma de un vector de U; y otro de Us, se tiene que u = 0, y por tanto U; N Uy = {0}.

Dado U subespacio vectorial de V existe U’, llamado complementario de U en V, tal que
V =U@®U’, pues si expandimos la base {uy,...,u,} de U a una base {1, ..., Up, Upt1,...,Upn}
de V entonces U’ =< uy11,...,u, > satisface la condicion. El complementario no tiene por
qué ser unico.

Una suma U; + --- 4+ Up es suma directa si todo vector de la suma se expresa de modo

tnico como suma de un vector de cada U;, lo que ocurre si y solo si Vi € {1,...,k},U; N
(Zlgjgk,j;éi U;) = {0}.

Siug,...,ur €V, entonces < uq,...,ur >=< uy; > +---+ < up >. Si ademas son lineal-
mente independientes, entonces < uy,...,ux >=< uy > O+ D < uy >. Asi, {u,...,u,} es

basede Vsiysblosi V =<u; >&®-- B < u, >.



Capitulo 2

Aplicaciones lineales

f : U — V es una aplicacién lineal u homomorfismo de espacios vectoriales si
flut+u) = flu)+ fW)Vu,v' € Uy flau) = af(u)Va € K,u € U, es decir, si f(> aju;) =
> @i f(u;). Ejemplos:

= La aplicacion identidad: Idy : V — V con Idy (v) = v.
» La aplicacién inclusién: i : U CV — V con i(u) = u.

= La aplicacién lineal nula: 0: U — V con 0(u) = 0.

» La homotecia de razéom a: hy : V — V con hy(v) = av.

= Las proyecciones de V sobre Uy W,con V=U®eW:py:V =-Uypw:V =W,
tales que siv =u+wconv € V,ue Uy w e W, entonces py(v) =uy pw(v) = w.

» La aplicacion f4 : K™ — K™ con A € M, ,(K), dada por

|
fa(v)=A T

Tenemos que f(0y) = Oy, vy que f(—u) = —f(u). Ademas, si f: U - Vyg:V — W son
aplicaciones lineales, go f : U — W también lo es.

2.1. Aplicaciones lineales y subespacios. Nticleo e Imagen

El niicleo de f se define como Nuc(f) = ker(f) = f~1({0}), y la imagen de f como
Im(f) = {f(u) }uev- SiU’ < U entonces f(U') < V,ysi V' <V, entonces Nuc(f) < f~H(V') <
U. En particular, Nuc(f) e Im(f) son espacios vectoriales, y si U’ =< wuy,...,u, >< U,
entonces f(U') =< f(u1),..., f(ur) >. Demostracion: Sean ui,us € U,a1,a0 € K, y sean
vy = f(u1),v2 = f(uz) € f(U'). Entonces a1 v1+aogvy = oy f(ur)+as f(uz) = flajur+agus) €
f(U"), por lo que f(U") es un espacio vectorial. Ahora bien, si V'’ es un subespacio de V' entonces
{0} C V', porloque f~1({0}) = Nuc(f) C f~1(V’). Entonces si uy,us € f (V') yai, a2 € K,



entonces f(aju1 + agus) = ay f(uy) + aof(uz) € V/, y por lo tanto aju; + asus € f~1(V') y
F71(V’) es un espacio vectorial.

Teorema: Para f : U — V con dim(U) finita, entonces dim(U) = dim(Nuc(f))+dim(Im(f)).
Demostracion: Sea {v1,...,v,} base de U. Entonces Im(f) =< f(v1),... f(v,) > es de di-
mension finita. Ahora sea {vy, ..., v} base de Nuc(f) < U, con k < n. Entonces f(vy) =--- =
f('Uk) = 0, por lo que Im(f) =< f(vl)’ s f(vk)’ f(vk-l-l)’ R f(vn) >=< f(vk-i-l)v ) f('Un) >,
por lo que {f(vgt1),...,f(vn)} es sistema de generadores de Im(f). A continuacién mostra-
mos que es linealmente independiente. Sea 0 = agy1f(vkr1) + -+ + anf(vn) = fagr1v64+1 +
-+« 4 apvy,). Entonces agy1vk41 + - - + apv, € Nuce(f), por lo que existen (1, ..., B tales que
Oy 1V 41+ -+ 0¥y = B1og + - - -+ Brvg. Pero entonces vy + -+ + Bk — Qpp1Vk41 — - —
apvy, =0,y como {vy,...,v,} esbasede U, se tieneque f; =+ =By = a1 =+ = a, =0,
de modo que {vk4t1,...,v,} es linealmente independiente y por ello {f(vigt1),. .., f(vn)} tam-
bién, por lo que es base de Im(f).

Llamamos rango de f a la dimensiéon de la imagen: rang(f) = dim(Im(f)). Asi, dada
f:U—=Vy{u,...,u,} base de U, entonces f(U) =< f(u1),..., f(u,) >y por tanto

rang(f) = dim(Im(f)) = dim(< f(u1), ..., f(un) >) = rang({f(u1), ..., f(un)})
Si f:U — V es una aplicacion lineal y dim(U) = dim(V) < oo, entonces
f inyectiva <= f suprayectiva <= f biyectiva <= rang(f) = dim(U) <= Nuc(f) = {0}

—> 3] Equivalen al hecho de que, para f : A — B con A y B conjuntos finitos, es lo mismo
decir que f sea inyectiva, suprayectiva o biyectiva.

— 4] rang(f) = dim(Im(U)) (supra) dim(V). Si f no fuera suprayectiva, entonces dim(Im(U)) <
dim(V).

—> 5] u € Nuc(f) = f(u) =0y = f(0y) = u=0y
— 1] Nuc(f) ={0} = (f(u)=f(t) = 0=f(u—u) = u—v € Nuc(f) = u=1)

El homomorfismo f : U — V es un isomorfismo de espacios vectoriales si es biyectivo, un
endomorfismo de U si U = V y un automorfismo es un endomorfismo biyectivo. Ahora,
dado el isomorfismo f : U — V, f~' : V — U es una aplicacién lineal y por tanto un
isomorfismo. Demostraciéon: Consideramos u = f~!(v) y v/ = f~1(v'). Entonces f(u+u') =
fu)+ f(u') =v+v yportanto f~1(v+v') =u+u = f~1(v) + f~1(v'). Del mismo modo,
flau) = af(u) = av, por lo que f~(aw) = au = af~1(v).

U y V son isomorfos (U = V) si existe un isomorfismo f : U — V. Podemos comprobar
que la relaciéon es de equivalencia, y si U y V son K-espacios vectoriales, entonces U 2V <«—
dim(U) = dim(V).

= | U2V = dim(U) = dim(Nuc(f)) + dim(Im(f)) = 0+ dim(V)

<=] Sean f: U — K"y g:V — K" isomorfismos con f(u) = [u]g y g(v) = [v]s ; entonces

g lof:U — V también es un isomorfismo.



2.2. Determinaciéon de una aplicacién lineal

Si Uy V son K-espacios vectoriales con B = {uy,...,u,} base de U y vy, ..., v, vectores
cualesquiera de V, existe una tnica f : U — V con f(u;) = v;Vi, pues es aquella dada por
floqus +- -+ aquy) = aqvyg + - - - + @pv,. Esto también se cumple para espacios de dimension
infinita.

También, si B = {u;}icr es base de U (la cual puede ser infinita) y f : U — V lineal
entonces:

1. f es inyectiva si y solo si {f(u;)}icr es linealmente independiente.

=] 0=a1f(u1)+ -+ apflur) = flarus + -+ apur) = aug + - + apuy €
Nuc(f) ={0} = a1u1+ - +apur =0 = ai,...,a4 =0.

<= ] Partimos de que {f(u;)}icsr es linealmente independiente. Sea u € Nuc(f), si u =
ajuy + - -+ aguy entonces 0 = f(u) = g f(ur) + - +apfluy) = a; = 0Vi =
u = 0, por lo que entonces Nuc(f) = {0}.

2. f es suprayectiva si y solo si {f(u;)}icr es una familia de generadores de V.

f suprayectiva <= f(U) =V <= <{f(w)}licr >=V

3. f es biyectiva, y por tanto isomorfismo, si y s6lo si {f(u;)}:cr es base de V.

2.3. Representacion matricial de una aplicacién lineal. Ran-
go de una matriz. Matrices equivalentes

Si Uy V son K-espacios vectoriales de dimension finita, B = {u1,...,u,} es base de U y
={v1,...,0n} basede V,y f: U — V es un homomorfismo, entonces para cada j existiran
a;; tales que
m
(7 ) = Z QiU
i=1
Asi, si [ulp = (21,...,25), entonces u = Y7 wju; € Uy

n n n m
dowjuy | =D wif () =D s | Y aivi | =
j=1 j=1 j=1 i=1 j

Jj=11:=1 =1 \j=1
por lo que [f(u)lg = (37— arjaj, ..., > i) am;x;), de modo que, si [f(u)]s = (y1,- .-, Ym),
entonces
A1n T
mn mn

Siendo las columnas de (a;;) los [f(u;)]p/, es decir, las imagenes de los elementos de B
respecto de B’. Entonces [f(u)]g = Alu]g, lo que se conoce como representacion matricial



de f respecto a las bases B y B’. A la matriz (a;;) se le llama matriz de f o matriz
asociada a f respecto a las bases B y B, y se denomina Mg/ g(f). Asi,

[f ()]s = Mg 5(f)[u]s

Tenemos que Mp' p(f) estda completamente determinada por f, y de igual modo, f esta
univocamente determinada por Mp: g(f). Ademas, si f : U - V y g: V — W son aplica-
ciones lineales y By, By y Bs son bases respectivas de U, V' y W, entonces Mp, 5,(g o f) =
Mg, B,(9) Mg, 5, (f). Demostracién: Para cada u € U,v € V, tenemos que Mg, 5, (f)[uls, =

[f(u)]52 y M53,52 (g)[U]BQ = [g(v)]Bga por lo que
Mp, 5,(9)Mp, 5, (f)[uls, = Ms,,5,(9)[f (W5, = [9(f(w)]s; = [(g0 f)(u)]s,

y por la unicidad de la matriz de una aplicacién lineal respecto a dos bases, se tiene que
M33731 (g © f) = MB3,52 (g)MB2;BI (f)

Sean U y V K-espacios vectoriales con bases respectivas By B', f : U — V una aplicaciéon
lineal y A = Mp/ 5(f). Entonces f es un isomorfismo si y soélo si A es invertible, y entonces
A~ =M (f).

— ] Sea B = MB,B’ (fil)Z
AB = Mp g(f)Mpp (f~')=Mp p(fo f') = Mp s (Idv) =1,
BA= Mg (f Mg 5(f) = Mpps(f ' of)=Mps(ldy) =1,

<=1 Al ser invertible es cuadrada, por lo que dim(U) = dim(V) = n, y si consideramos
g:V — U tal que Mg (g9) = A1, se tiene que

Mps(go f) = Mpp(9)Mp 5(f) = A7 A =1, = Mp(ldy) = gof=1Idy
Mp 5 (fog) = Mp 5(f)Mps(9) = AA™ = I, = Mp 5 (Idy) = fog=Idy
Asi, si By B’ son bases de V', como Mp g = Mg g/ (Idy), se tiene que
Mpg's = (Mp s(Idv)) ™" = My (Idy") = Mp s (Idv) = Mp i
También se tiene que si By y Bs son bases de U y B} y B} son bases de V', entonces

My, 5, (f) = Mpy 5,(Idv o f o ldy) = Mpy 5, - Mp;5,(f) - M, B,

Para A, B € M, »(K), Ay B son equivalentes si existen matrices invertibles P € M,,(K) y
Q € M, (K) tales que B = PAQ. Esta es una relacion de equivalencia.

Se llama rango de A € M, »,(K) al méximo de columnas linealmente independientes
consideradas como vectores de K™, es decir, rang(A) = dim(< Ci,...,C, >), y por tanto
rang(A) < m,n. Dado que las columnas de Mg/ 5(f) son las iméagenes en f de los elementos de
B sobre B', se tiene que rang(Mp 5(f)) = rang(f), y como las matrices invertibles corresponden
a isomorfismos, se tiene que A € M, (K) es invertible si y solo si rang(A4) = n, para lo que
basta con considerar el homomorfismo f : K™ — K™ con M¢c(f) = A.



Dados K-espacios vectoriales U y V' con dimensiones respectivas n y m, y el homomorfismo
f:U — V, existen bases B de U y B’ de V tales que

N A

con r = rang(f). Demostracion: Si r = rang(f) entonces dim(Nuc(f)) = n — r. Ademas, si
{tUrs1,.-.,u,} es base de Nuc(f) que se extiende a la base B = {uy,..., U, Upy1,...,U,} de
U, entonces f(uypq41) == f(u,) =0,y f(u1),..., f(ur) son linealmente dependientes, dado
que si ag f(uy) + -+ apf(ur) = 0 entonces auy + -+ + apty € Nue(f) =< Upp1, ..., Uy >
Y €Como < U, ..., Up > N < Upy1, ..., u, >= {0}, entonces ayu; + - + a,u, = 0y por tanto
a1 = -+ = a, = 0. Siextendemos este conjunto a la base B’ = {f(u1),..., f(ur), Vg1, .., 0m},
se tiene la Mp g(f) buscada.

Toda A € M, ,(K) es equivalente a una de esta forma, con r = rang(A). Demostracion:
Sea f: K™ — K™ tal que MC’,C(f) = A. Entonces MB’,B(f) = Mp ¢/ -A- Mec 5.

Llamamos matriz traspuesta de A = (a;;) € M,, »,(K) ala matriz A* = (b;;) € M;, 1n(K)
con b;; = aj;. Se verifica que (A")! = A, (0A)! = aA', (A+ B)! = A"+ B, (AC)! = C'Al, y
si A es invertible entonces A’ también lo es y (A%)~! = (A7)t Asi, si

I. |0
B( 0 O>€Mm7n(K)

con r =rang(A) y A = My, »(K), existiran P € M,,(K) y Q € M,(K) tales que B = PAQ),
por lo que Q*A' P! = (PAQ)! = B! con rang(B?) = rang(B), y por tanto rang(A4) = rang(A?).
2.4. Matrices elementales. Aplicaciones

Llamamos matriz elemental de tamano n a toda matriz obtenida al efectuar una operacién
elemental (por filas o columnas) en I,,.

= E,(i,7) es la resultante de intercambiar las filas ¢ y j, o las columnas i y j, en I,.
En(i,§)~" = BEa(i, 4)-

= E,(r[i]) es la resultante de multiplicar por r la fila 7, o la columna i, en I,,. E,(r[i])~! =
Ep(r='[i).

s E,([i] + r[j]) es la resultante de afiadir a la fila ¢ la fila j multiplicada por r, o a la
columna j la columna ¢ multiplicada por r, en I,. E,([i] + r[j])~! = E.([i] — r[4]).

Si B se obtiene al realizar una operacion elemental por filas en A y E al realizar la misma en
I, entonces B = FA. Del mismo modo, si B se obtiene de aplicar una operacion elemental
por columnas en A y E al aplicarla a I,, entonces B = AFE. Asi, realizar una serie de estas
operaciones en una matriz equivale a multiplicarla por uno o ambos lados por un producto de
matrices elementales, el cual es invertible. Dada una matriz A, para obtener las matrices P y

Q tales que
.10
PAQ - ( |0 )



podemos partir de
A,
I,
y realizar operaciones elementales hasta llegar a una matriz de la forma

I
0

Q

0
o |7

A € M, (K) es invertible cuando tiene rango precisamente n, por lo que al hacer operaciones
elementales por filas para obtener una matriz escalonada reducida, esta sera precisamente I,
de forma que (Ej--- E1)A = I,, y por tanto A~! = Ej, - Ey, de forma que A~! es la matriz
resultante de efectuar en I, las mismas operaciones elementales fila que se hacen en A. A
efectos practicos, formamos la matriz ( A ‘ I, ) y hacemos operaciones elementales por filas
hasta llegar a ( I, ‘ A=), Por otro lado, si A™' = Ej---Ej, entonces A = (A7)~ =
(By---Fy)~' = B Y- --Ek_l, de forma que toda matriz invertible es producto de matrices
elementales.



Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

Una ecuacidn lineal en las n incoégnitas x4, ..., x, sobre el cuerpo K es una expresion
de la forma a1z, +- -+ a,x, = b, con los a; € K (coeficientes) y b € K (término indepen-
diente). Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sobre el cuerpo K tiene la

forma
a1ty + ... + aipx, = b

amiZi + ... 4+ QmnTn = bm

Puede expresarse matricialmente de la forma AX = B, donde A = (ai;) € My n(K)
es la matriz de los coeficientes, B = (b;) € M, 1(K) es la matriz de los términos
independientes y X = (z;) € M,,1(K) es la matriz de incégnitas. A la matriz (A|B) €
My, n41(K) se le llama matriz ampliada del sistema. Un sistema es homogéneo si B = 0,
y a cada sistema AX = B se le puede asociar el sistema homogéneo AX = 0.

Se llama solucién a toda n-upla (r1,...,r,) € K™ tal que si R = (r;) € M, 1(K) entonces
AR = B. Un sistema es compatible si tiene alguna solucion, determinado si tiene solo una
e indeterminado si tiene més; o incompatible si no tiene ninguna. Discutir un sistema es
determinar su compatibilidad, y resolverlo es encontrar las soluciones.

Teorema: Si un sistema AX = B tiene una solucion P, todas las soluciones son de la
forma P 4+ M, donde M es solucion de AX = 0.

3.1. Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema AX = B es compatible si y solo si rang(A) = rang(A|B), en cuyo caso es
determinado si rang(A) = n. En concreto, si k = n—rang(A) > 0, existen uq, ..., ux soluciones
linealmente independientes de AX = 0 tales que cualquier solucion del sistema es de la forma
o+ Auy + - - - + Agug. Decimos del sistema que depende de k parametros Aq,..., \; o que
tiene k grados de libertad.

Demostracion: Si tenemos la aplicacion fu : K" — K™ tal que A = Mer ¢(f), entonces
si K" =< ui,...,u, >y v es el vector definido por B, el conjunto de soluciones es f~!(v) =



{z € K"|f(x) = v}. Entonces,

JrelU: flz)=v <= veln(f) < < f(u1),..., f(un),v>=< f(u1),..., f(u,) > <=
— dim(< f(u1),..., f(up),v >) =dim(< f(u1),..., f(un) >) = dim(Im(f)) = rang(f)

Por tanto AX = B es compatible si y solo si rang(A) = rang(A|B). Por otro lado, si
f(zo) = v, las soluciones seran f~'(v) = {u € U|f(v) = v} = zo + Nuc(f). Como ade-
més dim(K™) = rang(f) + dim(Nuc(f)), entonces k := dim(Nuc(f)) = n —rang(f), por lo que
existen k soluciones linealmente independientes de AX = 0 (una base de Nuc(f)). Por tanto
las soluciones del sistema homogéneo seran combinaciones lineales de dicha base.

3.2. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Método
de Gauss

Dos sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas sobre un mismo cuerpo son equi-
valentes si tienen las mismas soluciones. Si P € M,,(K), (PA)X = PB es equivalente a
AX = B,y en particular, si E € M,,(K) es una matriz elemental, (EA)X = EB también lo
es, por lo que al hacer operaciones elementales por filas sobre (A|B) se obtiene un sistema con
las mismas soluciones.

El método de Gauss comienza por convertir la matriz ampliada a una escalonada reducida
por filas (A’|B’). Si obtenemos que rang(A|B) > rang(A), el sistema es incompatible. Si r =
rang(A) = rang(A|B), las filas nulas de A’ lo son de B’. Reordenamos las incégnitas, lo que
equivale a reordenar las columnas de A’, para conseguir un sistema de la forma

Y1 by
I, ‘ C Yy _ b..
0 ‘ 0 Yr41 0
Yn 0
Donde y1,...,y, son los z1,...,z, reordenados de la misma forma que las columnas. Esto
equivale a
Y1 Yrt1 b Y1 b Yrt1
L s |+cl « =+ |=1|:]1=:[-°¢| :
Yr Yn by, Yr 4 Yn
De modo que al asignar valores arbitrarios a ¥y,t1,...,Yn, que llamamos incégnitas libres,

obtenemos valores de y1, ..., ¥y, que llamamos incégnitas principales.



Capitulo 4

Determinantes

4.1. Determinante de una matriz. Propiedades

Una aplicacion f : Uy x --- x U, — V es una aplicacion multilineal si es lineal en cada
una de las n variables, es decir, si

f(ula"'aaui+6u;7"'7un):af(ula"'vui7"'7u7l)+Bf(ula"'7u;a"'7un)

Una aplicaciéon multilineal f : U™ — V se llama aplicaciéon n-lineal. Si ademés V = K es
una forma n-lineal. Una forma n-lineal f : U™ — K es alternada si se anula en cada n-upla
con dos componentes iguales, es decir, tal que f(u1, ..., ug, ..., U, ..., u,) =0 cuando ug = w;
(con k #1).

Una aplicaciéon determinante det : M, (K) — K es una forma n-lineal alternada que a
cada matriz cuadrada A le asigna un escalar, llamado determinante de A, que denotamos
det(A), |A| o det(Aq,...,A,) (donde A; son las columnas de A), tal que |I,,] = 1. Algunas

aplicaciones determinantes son:
1. La aplicacion || : Ma(K) — K dada por

aip  ai2

= a11G22 — @120G21
a1 a2

2. La regla de Sarrus, aplicacién || : M3(K) — K dada por

a1 ai2 a3
21 G2 Q23 | = (11022033 +012023031 +013021032 — 011023032 — Q13022031 — 012021033
az1 azz ass

Las aplicaciones determinantes verifican que:

1.

o

aq 0 .
0 ay --- 0
g a/la2"'an



Si {e1,...,en} es la base candnica de K™,

ag 0 - 0

0 as -~ 0

. . = det(ajer,...,anen) =a1---aydeter,...,e,) =ay - -ay
0 0 - ap

. Si A tiene una columna nula entonces det(A) = 0.
Si A; = 0, entonces

det(Al,...,Ai_l,O,AH_l,...,An) = det(Al,...7AZ‘_1,O+0,A1'+17...,A”) =
= det(Al, .. .,Aifl,O,AiJrl,. .. ,An) —|—det(A1, AN .,Aifl,O,AH,l,.. oy n)
luego det A = 0.
. Al intercambiar dos columnas, el determinante cambia de signo.
0:det(Al,...,Ai+Aj,...,Ai+Aj,...,An) =
= det(Al,...,Ai,...,Ai7...,An) —l—det(A1,...,Ai,...,Aj,...,An)—i—
+det(A1,...,Aj,...,Ai7...,An> +det(A1,..., ja--~7Aj7~-~7An) =
:det(Al,...,Ai,...,A]‘,...,An) —|—det(A1,...,Aj,...,Ai,...,An)

. Si a una columna se le anade otra multiplicada por un escalar, el determinante no varia.

det(Al,...,Al'+05Aj,...,Aj,...,An):
:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An)—|—adet(A1,...,Aj,...,Aj,...7An):
:det(Al,...7A¢,...,Aj,...7An)

. Si las columnas de una matriz cuadrada son linealmente dependientes, su determinante
es 0. Por tanto una matriz no invertible tiene determinante 0.
Habra una columna que serd combinacion lineal del resto: Ay = itk ajA;. Asi,

det(Al,...,Ak,...,An) :det(A17-~-7Zj7ékajAja---7An) =
:Zjikajdet(Al,...,Aj,...,An) =0

Ya que cada matriz del dltimo sumatorio tiene dos columnas iguales.

De aqui podemos deducir que |E,(¢,7)] = —1, |E,(afi])| = a vy |E.([i] + aff])] = 1, y que
si A,FE € M,(K), siendo E una matriz elemental, entonces |AFE| = |A||E|. Se deducen los
siguientes teoremas:

1. Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si |A] # 0.

= | Toda matriz invertible es producto de matrices elementales, y por lo anterior, |A| =
|InEy - Eg| = |In||Ev| - - - |Ek| = |E1| - - - | Ex|. Como ninguno de los factores es nulo,
se tiene que |A| # 0.

<= Inmediato de la altima propiedad.



2. Si A,B € M,(K), entonces |AB| = |A||B|.
Si alguna de las dos no es invertible, su producto tampoco (pues si lo fuera, A y B
serian invertibles). En tal caso, |AB| = 0 = |A||B|. Si son ambas invertibles, existen

matrices elementales E,...,E con B = E;--- Eg, por lo que |AB| = |AE,--- Eg| =
|A|[EA] -+ |Ex| = |A[|B].

De aqui tenemos que |[A~!| = |A|71, pues 1 = |I,,| = |AA™!| = |A||A~!|. Tenemos también que
la aplicacion determinante es tnica, pues det(A) = 0 para matrices no invertibles y det(A) =

|E1| - - - | Ex| para aquellas que si lo son, y podemos entonces comprobar que esta operacion esté
bien definida.
Teorema: |A’| = |A|. Demostracion: Si A no es invertible, A* tampoco, por lo que

|A*| = 0 = |A]. Silo es, existen E1,..., By con A= E; --- Ey, por lo que |At| = |(E; - - Eg)t| =
|EL---E}| =|EL|---|Et| = |Ei1|---|Eg| = |E1--- Ex| = |A|. Esto significa que todo lo relativo
a determinantes que se diga para columnas también es valido para filas.

SiA=(a;;) € Mp(K)ei,je{l,...,n}, llamamos menor complementario del elemento
a;; al determinante |A;;| de la matriz A;; € M,,_1(K) resultado de eliminar la fila i y la columna
j de A. Llamamos adjunto de a;; en A al escalar A;; := (—1)"77|A4;;].

Teorema: Las aplicaciones || : M,,(K) — K definidas para n = 1 como |(a)| = a y para
n > 1 como |(a;;)| = a11A11 + -+ + a1,A1,, son aplicaciones determinante. Demostracién:
Para n = 1 es trivial. Ahora supongamos que la aplicacion determinante esté definida para
n — 1 y probamos que se cumplen las condiciones para n — 1.

L. Multilineal: Sea A = (a;;) = (A1,...,An) € Mp(K)y A" = (aj;) = (A1, ..., @A, ..., Ap).
Entonces aj;, = aa;, y para j # k, a;; = a;;. Si llamamos A;; y A}, alos correspondientes
adjuntos, Aj, = Ay, y para j # k, Al = aly;. Asi,

|A'] = ah Ay + -+ + a0y, A, =
=anali + -+ ayp—1) A1 (p—1) T 1Ak + A1 (k41) DG (kg1) o+ A, =
=a(an A + -+ a1ndi,) = aA|
Del mismo modo, sea A = (a;;) = (A1,..., 4, + A},..., Ay) y sean A" = (aj;) =
(Ar,... AL, ... A, ) A" = (af}) = (Ar,..., AY, ..., Ay). Entonces a;x = aj, + aj), y si
J#k, aij = aj; = a; Delmlsmomodo Ag, = Ajy, = A} ysij #k, Ay = Aj; + A7,
por lo que

Al =anlAi + -+ apnA, =
= an (A + A7) 4+ al(k—l)(All(k—U + All/(k:—l)) + (ahy, + afj) Aret
Fa1(64+1) (D g1y + Al esr)) T+ an(Ay, + AT =
= a Ay + -+ an Ay, +ay A + -+ a A, = A+ (A7)

2. Alternada: Sea A = (a;;) = (A1,...,A4,) € M, (K). Si para r < s se tiene que A, = A,,
entonces a, = as y para j # r,s, se tiene que Ay; = 0, pues el menor complementario
posee dos columnas iguales, por lo que |A| = a11A11 + -+ + a1, A1 = a1, A1 + a15A15.
Por otro lado, si llamamos A; al elemento de A; resultado de eliminar a;;, entonces

|A15|:\(A'1,.. A/r 17A/ A;’+17 ~-,A;—1,Als+1a . A/)|
:—|(A’1,...,A;,1,AM,A/ AL AL LA )\
| =

Al
n
:(_1)8_7._1|( /1""7 ;,1, T+1,...,A;71,A As+17"' ) ( )é " 1|AlT|



pues A, = A’. Por tanto

Al = a1 (=1) 7 Ay | + ags (1)1 (=1)* YAy | =
= ar, [ Ay [(=D"7 + (D)7 = ay, [ A (WD + (-1)77) =0

3. [In| = 0u1A11 4 -+ 010 A1 = Ay = (=)L = 1

Se puede probar que, para 1 < ¢ < n, cada aplicacion dada por |A] = a;1 81+ -+ ainlin, que
llamamos desarrollo del determinante de la matriz A por la i-ésima fila, también cumple
las condiciones. Por otro lado, como |A| = |A!|, también se puede desarrollar por filas. En la
practica se pueden hacer operaciones elementales para obtener ceros en una fila o columna y
luego desarrollar por ella.

Determinantes de Vandermonde: Restando a cada fila la anterior por x;, desarrollando,
dividiendo lo resultante por cada elemento de la primera fila y repitiendo el proceso, se tiene
que:

1 1 1 1 1 1
T To Ty 0 To — X1 Ty — T
1 -1 n—1 n—2 n—1 n—2
] T Ty 0 x5 " —xiwy Ty — X1T,
1 1
Z2 Tn
= (z2 — 1) (Tn — 71) . . = =[licjcicn(®i—25)
n—2 n—2
Lo Ty

4.2. Desarrollo de un determinante por menores, desarro-
llo de Laplace

Se llama submatriz de A a la obtenida al eliminar determinadas filas y columnas de A.
Toda matriz es submatriz de si misma. Un menor de orden n es el determinante de una
submatriz de tamafnio n x n. Si A es cuadrada, el menor complementario M’ del menor M
de A es el determinante de la matriz formada por las filas y columnas restantes. Un menor es
de clase par o de clase impar segtn lo sea la suma de los indices de sus filas (i1, ..., 4,) ¥ co-
lumnas (jy,...,jp). La signatura de un menor M es e(M) = (—1)ttt+in)FG1++i») Como
(I+---+n)+(14+---+n) es par, todo menor tiene la misma signatura que su complementario.

Llamamos Yy, al conjunto de combinaciones de r filas o columnas:

XT:{(il,...,i,«)|1§i1<...<ir§n}

Sil,J € x,, llamamos A;; al menor determinado por las filas I y las columnas J de A.
Entonces:

= Dado [ € Xrs |A| = ZJE)@ E(AIJ)A[JAIIJ.
» Dado J € Xr, |A| = EIGXT E(A[J)AIJA/IJ.
Esto es util cuando A esta formada por bloques de tamafio adecuado alguno de los cuales es

(%%) — |||

nulo. De aqui se tiene que




4.3. Determinante de un endomorfismo

Si By B’ son bases de V' 'y f € End(V), entonces
Mpg(f) = Mpp My (f)Mps = P~ Mg/ (f) P

por lo que |Mg(f)| = |P|~Y Mg (f)||P| = |[Mp/(f)|. Asi, lamamos determinante del endo-
morfismo f al de la matriz asociada a f respecto de cualquier base de V.

4.4. Matriz adjunta. Aplicacién al calculo de la inversa

Llamamos matriz adjunta de A a la matriz A = (A;;) € M,(K). Teorema: Si A €
M, (K), entonces A - A" = A'. A = |A|[,. Demostracion: Si A = (a;;), A = (A;) y
Atn: (b;j), entonces b;; = Aj;. Sea entonces C' = (¢;;) = A+ A*, entonces ¢;j = Y p_; aibr; =
Y e @ikAji. Para i # j, esto corresponde al desarrollo por la fila j-ésima del determinante
de la matriz que se diferencia de A en que tiene la fila i-ésima copiada en la j-ésima, por lo
que entonces ¢;; = 0. Si i # j, este es el desarrollo por la fila j-ésima de A, por lo que ¢;; = |A]
y C =|A|I,.

Como consecuencia, se tiene el teorema de que A es invertible si y solo si |A| # 0 y entonces

1 -
ATl = A
|A]

4.5. Calculo del rango de una matriz por determinantes

El rango de A es el mayor de los érdenes de los menores no nulos de A. Demostracion:
Sean A = (a;j) € My, n(K) con A # 0, r = rang(A) y p el mayor de los tamafnos de los menores
no nulos, que existe si A # 0. Si A’ es una submatriz cuadrada de A de tamafio p X p con
|A’| # 0, entonces la submatriz B formada por las filas de A’ pero con todas las columnas de
A tiene p columnas linealmente independientes (las de A’) y por tanto también tiene p filas
linealmente independientes, pero entonces A tiene al menos p filas linealmente independientes
y r > p. Por otro lado, si A;,,...,A;, son filas linealmente independientes de A y tomamos la
submatriz B € M, ,(K) formada por estas filas y todas las columnas, B tendréa rango r, luego
tendra r columnas jp, .. ., j, linealmente independientes. Si tomamos la submatriz A’ € M,.(K)
formada por estas columnas, al ser linealmente independientes, |A’| # 0, luego p > r. Por tanto

p=r.

Dados 4; = (a4, ..,ani) € K™ con Aq,..., A, linealmente independientes y
Qi1 Qggr
#0
;.1 Qg
B = (b1,...,b,) es combinacién lineal de Ay,..., A, siy sblo si para todo 7,
aill e ailr bi1
=0
ai,1 v Qi by,

aji o g b



=] Si son linealmente dependientes, los determinantes son nulos.

<= Si todos son nulos, desarrollando por la ultima fila, se obtiene, para cada j, que

@iz Qi by a1ttt iy
O S| EeeELG o e [ =0
a2 -+ Qi by, ai,1 - Qi
Por lo que
. a2 o by a1 ba
bj = *aj| i e | EocEag
a’ill e ail’l‘
a2 bi, a1 - b,
;.1 Gr

A efectos practicos, esto significa que, una vez encontrado un menor no nulo de orden k en una
matriz A, podemos orlarlo (obtener otro afladiendo una fila y una columna a la submatriz) de
todas las formas posibles y, si todos los menores resultantes son nulos, entonces rang(A) = k.

4.6. Regla de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es un sistema de Cramer si A es invertible.
En tal caso tiene solucién tnica X = A~'B. Regla de Cramer: si las columnas de A son
(Aq,...,A,), entonces

o det(Al, N 7A7J717 B7Ai+17 ey An)
B det(A)

Ty

Demostracion: A=! = I—il‘/lt, ysi X = (z;), A = (a;;) y A = (A;), entonces z; =

> TaTjibs = a7 =1 Djib;.

Si A € M, ,(K) con rang(A) = r, habra un menor M # 0 de orden r, por lo que las n —r
ultimas filas seran combinaciones lineales de las r primeras, y moviendo al lado derecho los
m — r coeficientes que no estan en la submatriz de M, nos queda el sistema

anzr+ -+ apr, = b — (A1 Trp1 + o F Q1nTn)

ar121 + -+ QprpXy = br - (arr+1xr+1 + -+ arnxn)

que podemos resolver por Cramer.



Capitulo 5

Diagonalizaciéon de endomorfismos

5.1. Semejanza de matrices

A,B € M,(K) son semejantes si 3P € M,(K) : B = P 'AP. Esta relacién es de
equivalencia, y si dos matrices son semejantes también son equivalentes y por tanto tienen el
mismo rango, si bien el reciproco no se cumple.

Sea A € M, (K) una matriz formada por bloques cuadrados en la diagonal y ceros en el

resto:
0
0 .

con A; € M,,(K) y n1 + -+ n: = n. Por el desarrollo de Laplace, su determinante es

A:

|A| = |A1|- - -] A:]; su rango es la suma de los rangos de los A;, y su potencia k-ésima es
k
AY 0
AF =
0 AF

Entonces, si B es semejante a A, |B| = |[P~1AP| = |P|7!|A||P| = |A|, su rango es el de A

BY = (P7'AP)..-(P7'AP) = P71 A*P

k veces

5.2. Subespacios invariantes

Dado f € Endg(V) y W < V, W es invariante por f si f(WW) C W. Entonces la
restriccion de f a W es flw € Endg(W). También se tiene que {0} y V son invariantes
de cada f € Endg(V), y la suma e intersecciéon de subespacios invariantes por f también son
subespacios invariantes por f. Ahora supongamos que V = W7 & --- @ Wy, donde cada W; es



un subespacio invariante no nulo por f € End(V). Si tomamos B = B; U - - - U By, siendo cada
B; una base de W;, entonces
o

0 |

donde A; = Mg, (flw) € My,,(K) para n; = dim(W;). Reciprocamente, si Mg(f) tiene dicha
forma y

Mp(f) =

B = {'1)1, ooy Uny s Ung41y -+ -9y Uni4ngy o+ oy Ungdeodng 141y - - - 7’()nl+...+nt}

entonces W1 =< v1,...,vpn, >, Wo =< vp,41,...,Un,4n, >, etc. son subespacios vectoriales
invariantes por f.

5.3. Endomorfismos y matrices diagonalizables

f € Endg (V) es diagonalizable si existe una base B de V tal que Mg(f) es diagonal, y
una matriz cuadrada es diagonalizable si lo es el endomorfismo de K™ que cuya matriz respecto
a la base canoénica es A. Equivalentemente, una matriz cuadrada es diagonalizable si y s6lo si
es semejante a una matriz diagonal, y un endomorfismo es diagonalizable si su matriz asociada
respecto a cualquier base lo es. Denotamos las matrices diagonales como

A 0
. = Diag(A1,...,An)
0 An

5.4. Vectores y valores propios

SiB={u,...,un} y Mg(f)=Diag(Ai,...,\,), se tiene que f(u;) = A\ju1. Asi:

= Un vector propio, autovector o vector caracteristico de f es un vector v # 0 para
el que existe un A € K con f(v) = Av.

= Un valor propio, autovalor o valor caracteristico de f es un escalar A € K para el
que existe un v € V\{0} tal que f(v) = Av. Decimos que A es el valor propio asociado
al vector propio v, o que v es un vector propio asociado al valor propio \.

Asi, f € End(V) es diagonalizable si y solo si existe una base de V' formada por vectores
propios de f.

5.5. Subespacios propios. Polinomio caracteristico
Los vectores propios de f asociados a A son todos los vectores no nulos de Nuc(f — AId).

Asi, Vy =Nuc(f —Ald) ={v eV | (f—Ad)(v) =0} ={v e V| f(v) = Av} es el subespacio
propio o caracteristico correspondiente al valor propio A. Asi, A € K es un valor propio de f



siy solo sidet(f—AId) = 0. Demostracion: A € K es valor propio si y solo si existe 0 # v € Vjy,
es decir, si Nuc(f—AId) # {0}, pero entonces 0 < dim(Nuc(Ald—f)) = dim(V) —rang(Ad— f),
es decir, rang(AId — f) < dim(V') o, equivalentemente, det(AId — f) = 0.

Pi(x) == det(xId — f) es el polinomio caracteristico de f, y Pa(z) = det(xl, — A) es
el polinomio caracteristico de A. Podemos comprobar que

Pa(z) = 2" — tr(A)z" ' + -+ (—=1)" det(A)

donde tr(A) es la traza de A, la suma de los elementos de su diagonal. Obtenemos como
resultado que los valores propios de f € End(V') son las raices de Py(z), y que f tiene a lo
sumo dim(V') valores propios distintos.

5.6. Independencia de los subespacios propios

Si A1,...,As son valores propios de f distintos dos a dos, entonces Nuc(AId — f) +--- +
Nuc(AsId — f) es suma directa, y en particular, vectores propios correspondientes a valores
propios distintos dos a dos son linealmente independientes. Demostraciéon: Para s = 2, sean
vy € Nuc(AId — f) y va € Nuc(Aald — f) con 0 = vy 4+ ve. Entonces 0 = f(0) = f(v1 +
vy) = f(v1) + f(va) = Ajv1 + Agve, pero también 0 = Ay(v1 + v2) = Aovy + A2va. Restando,
0 = (Ay — A1)vy, pero como Ay # A1, entonces v; = 0 y por tanto vy también. Ahora sea
s > 2 y supongamos el resultado cierto para s — 1. Sean ahora vy € Nuc(MId — f),...,vs €
Nuc(Asld — f) con 0 = vy + --- + vs, entonces 0 = f(0) = f(vy + -+ +vs) = f(v1) +
<o+ f(vs) = Avp + -+ + Asvs, pero también 0 = A\gv1 + -+ + Agvp—1 + Asvs. Restando,
0= (As — A)vr + -+ + (A\s — As—1)vs—1. Aplicando la hipotesis de induccion, queda que
v = =vs_1 = 0, luego vy = 0.

También, si f € End(V) tiene dim(V') autovalores, entonces es diagonalizable.
Demostracion: Si Aqj,..., A, son valores propios de f distintos dos a dos y vy,...,v, son
vectores propios asociados a cada uno, entonces vy, ..., v, son n vectores linealmente indepen-
dientes en un espacio de dimensién n, por lo que constituyen una base formada por vectores
propios de f.

5.7. Caracterizaciéon de los endomorfismos diagonalizables

Si P(z) es un polinomio con coeficientes en K y A € K es una raiz de P(x), entonces A
tiene multiplicidad m en P(z) si (z — \)™|P(z) pero —((z — \)™ ™| P(x)). Si una raiz tiene
multiplicidad 1, es una raiz simple. De lo contrario es una raiz miltiple.

Dado f € Endg (V) y A un valor propio de f, si d = dim(Nuc(Ald — f)) y m es la
multiplicidad de A en Py(z), entonces d < m. En particular, si el valor propio es una raiz
simple, entonces d = m = 1. Demostracion: Sea {vi,...,v4} una base de Nuc(Ald — f) y



B ={vi,...,4,V441,...,0,} una base de V. Entonces Mp(f) tiene forma

A 0

0 D

por lo que P¢(x) = (z — N4 det(z1,—q — D) = (z — A\)?Q(z), por lo que d < m.
Teorema de diagonalizacion: f es diagonalizable si y s6lo si

Pr(a) = (x = A)™ - (& = A)™

con Ay,..., A\ € K distintos dos a dos, y d; = dim(Nuc(\;Id — f)).

d

Sean A1,..., A, los valores propios de f, existird una base B de vectores propios en los
que cada vector tendra asociado un valor propio y pertenecerd por tanto al subespacio
propio correspondiente. Agrupando, Mg(f) tendréa forma

A1

M

Ar

donde cada \; se repetird m; veces, el niimero de vectores propios de la base del subes-
pacio. Por tanto, Pr(z) = (z — A1)™ --- (x — A,)™" tiene todas sus raices en K. Ademaés,
si d; = dim(Nuc(\;Id — f)), se tiene que Y d; = dim(Nuc(\Id — f) & --- & Nue(\.Id —
f)) < dim(V) = n, y como en la base hay m; vectores linealmente independientes de
Nuc(M;Id — f), entonces m; < d;, luego n = gr(Py(z)) =Y m; < >.d; <ny por tanto
m; = dl

Si Pp(z) = (z—X1)4 -+ (z—\)% con d; = dim(Nuc(f—AId)), entonces dim(Nuc(A Id—
@ - @®Nuc(\Id — f)) =di + -+ dr = gr(Ps(x)) = dim(V), luego V' = Nuc(f —
MId)® - @ Nuc(f — A Id) y la union de las bases de cada subespacio sera una base de
V' formada por vectores propios.

Asi, para diagonalizar una matriz A € M,,(K) en matrices A = McegDMpe, con D diagonal,
obtenemos su polinomio caracteristico, hallamos sus raices, que seran los autovalores de A. Si
la suma de sus multiplicidades da n, resolvemos cada ecuacion (AId — f)X = 0 para obtener
las bases de los subespacios propios, cuya dimensiéon deberia coincidir con la multiplicidad del
autovalor si A es diagonalizable. Entonces anadimos cada raiz en D tantas veces como sea
su multiplicidad y razonamos que los vectores correspondientes de la base B, y por tanto las
correspondientes columnas de Me¢g, son los de la base de dicho subespacio propio.



5.8. Aplicaciones

(zn)n C K verifica una ecuacion en diferencias lineales con coeficientes constantes
(homogénea) si para todo n satisface que T4y + @1Zp4r—1 + -+ + arx, = 0. Llamamos a r
el orden de la ecuacion. Podemos definir entonces una sucesion auxiliar (Y;,), C M, 1(K) con

(Y): = Tpyr—i. Se tiene entonces que Tpir = —G1&p4p—1 — *** — Apy, lUEGO
—A1Tp4r—1 — " — QrIp
xn+r
. Tntr—1
Yn+1 = : = . =
anrl
Ln41
_al _a2 DY _aT x
1 0 0 n+r—1
: T
0 1 0 "

Un sistema de ecuaciones en diferencias lineales de primer orden con coeficientes
constantes (homogéneo) es una relacion entre los términos de unas sucesiones y sus términos
inmediatamente anteriores:

Tptl = G11Tp + G12Yn + A132,
Yntl = G21Tn + Q22Yn + Q232
Znt+l = G31Tp + G32Yn + 03320

Estos pueden expresarme matricialmente de la forma Y, 11 = AY,, con A = (a;;). Por recu-
rrencia, en ambos casos se tiene que Y, = A"~1Y]; = A™Y|,. Entonces es ttil diagonalizar A, si
es posible, para poder calcular las potencias rapidamente.
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