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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Matrices

Dada M € M« (C), lamamos matriz adjunta de M a M* := (M;;)ij € Muxm(C) y
matriz traspuesta de M a M’ = (Mj;);; € Myxm(C), que coincide con la adjunta cuando
los coeficientes son reales, y se tiene (AB)* = B*A* y A** = A.

Llamamos traza de una matriz A € M,, a

trd = En: Akk~
k=1

El determinante es la tnica aplicacion det : M,,(K) — K multilineal (lineal en cada fila o
columna) y alternada (que cambia de signo al permutar dos filas o columnas) que le asocia 1
a la identidad, y cumple det(AB) = det(A) det(B).

Sean A € M,(K), A e Kyp e K*\0, si Ap = Ap, A es un valor propio y p es un
vector propio de A. Los valores propios de A son los ceros de su polinomio caracteristico,
pa(A) = det(A — AI). Si estos son A1,...,A,, €l espectro de A es 0(A) = {A1,..., A} ¥y su
radio espectral es p(A) := max{|\],..., | .|}

1.2. Sistemas de ecuaciones

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es uno de la forma

a1121 + -+ + a1 Ty = by,

Am1%1 + -+ Oy @ = bm

Llamamos coeficientes a los escalares a;;, términos independientes a los escalares b; y
soluciones del sistema a los vectores (z1,...,2,) que cumplen todas las igualdades. Un sis-
tema es compatible si tiene soluciones, en cuyo caso es determinado si solo tiene una o
indeterminado si tiene méas, y en otro caso es incompatible. Es homogéneo si todos los



términos independientes son 0, en cuyo caso tiene al menos la solucién trivial 0. Dos sistemas
de ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

Llamamos matriz de coeficientes a la matriz m x n A := (a;5);;, columna de términos
independientes a la matriz columna b := (b;);; y matriz ampliada a ( A ‘ b ) Entonces
podemos representar el sistema como Ax = b. Si A es invertible, el sistema es compatible
determinado, pues x = A7 Az = A~ 'b.

1.3. Aplicaciones lineales

Una base de un K-espacio vectorial E de dimension finita es una tupla (v1,...,v,) de
vectores linealmente independientes de E tal que todo z € E se puede escribir como

n
g Tk Uk
k=1

con x1,...,r, € K. Esto nos permite identificar los vectores x € E con sus coordenadas
(z1,...,25,) € K", y con la correspondiente matriz columna.

Un producto escalar en un R-espacio vectorial F es una funcion (-, ) : Ex E — R bilineal
simétrica tal que Vf € E\ 0, (f, f) > 0.

Llamamos producto escalar euclideo en R" a

n
<$, y> = kayk = xty = ytxv
k=1

producto escalar hermitiano en C" a

Sean M € M;,5n(C), u € C* y v € C™, (Mu,v) = (u, M*v), y en particular, para M €
Mpsn(R), w € R" y v € R™, (Mu,v) = (u, M'v). En efecto, (Me;,e;) = (Mgi)k, e;) = Mjs,

y (e, M*ej) = (es, (M*)ij)i) = (i, (Mjn)x) = Mj; = M.
Dos vectores z,y € C™ son ortogonales si (z,y) = 0.

1.4. Matrices especiales

Una matriz A es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de columnas, en cuyo
caso es diagonal si Vi # j, A;; = 0, triangular superior si Vi > j, A;; = 0 y triangular
inferior si Vi < j, A;; = 0. Es simétrica si A = A’, hermitiana si A = A*, ortogonal si
At = A! unitaria si A~! = A* y normal si AA* = A*A. Si A € M, (C):

1. Existe U € M,, unitaria tal que U~ AU es triangular superior.

Lo probamos primero para U cualquiera. Para n = 1 esto es claro. Sea ahoran > 1y
supongamos esto probado para n — 1. Si f : C™ — C" es la aplicacion lineal asociada a
f, por el teorema fundamental del algebra, el polinomio caracteristico de A tendréa raiz y



por tanto f tendra un valor propio A € C con vector propio asociado vy. Sean pa, ..., Dy
tales que (v1,p2,...,pn) €s base de C* y W = span(pa,...,pn), existen g : W — Wy
g, ...,ap € C tales que, para 2 < k <n, f(pr) = axvr + g(pk).

Por la hipotesis de induccion, existe una base (ve,...,v,) de W en la que la matriz de
. . . . n

g es triangular superior. Si, para 2 <1i < n, v; =: Zj:Q vijPj, como f(v1) = Avy y, para
2<i<n, f(v;) = (X h_garyir) v1 + g(v;), tenemos que la matriz (b;;) de f con la base
(v1,...,v,) es triangular superior.

Por el método de Gram-Schmidt, existe una base ortonormal (ug,...,u,) tal que, para
1 < k < n, span(uq,...,ux) = span(vi,...,v), y como f(vg) = >.7_; bixv; es com-
binacion lineal de (vq,...,v), también lo es de (uj,...,ur) y f se expresa en la base
(u1,...,u,) como matriz triangular. Como esta base es ortonormal respecto al producto
escalar hermitiano, la matriz de paso es unitaria.

2. Si A es normal, existe U € M,, unitaria tal que U~'AU es diagonal.

Existe U unitaria tal que T := U 'AU = U*AU es triangular superior, pero T*T =
(U*AUY*U*AU = U*A*UU*AU = U*A*UU*AU = U*A*AU yTT* = U*AU(U*AU)*
U*AUU*A*U = U*AA*U = U*A*AU = T*T, luego T es normal. Entonces, para i < j,
Aij = (A*);j = Aj; =0 =0, pues j > iy A es triangular superior. Por tanto T es
diagonal.

AAIG

Toda matriz simétrica real A € M,,(R) admite una matriz ortogonal P tal que P~'AP =
PtAP es diagonal.

Dada A € M,,, los valores propios de A* A son no negativos, pues si p # 0, A*Ap = \p —>
AplI? = Xp,p) = Ap*p = p*\p = p* A*Ap = (Ap)*(Ap) = ||Ap|> > 0 = X > 0. Llamamos
valores singulares de A a las raices cuadradas de estos valores propios. Entonces:

1. Para A € C" con valores singulares p1, . . ., fi,, existen U y V unitarias tales que U* AV =

diag(#h s 7,u7L)'

A*A es normal, pues (A*A)* = A*A y por tanto (A*A)(A*A)* = (A*A)*(A*A). Por el
teorema anterior, existe V unitaria tal que V*A* AV = diag(u?, ..., u2), donde los p; son
los valores singulares de A. Si f1,..., f, son las columnas de AV, entonces f; f; = u?d;;
para i,j € {1,...,n}. Podemos suponer que los valores singulares nulos son p1, ..., t,
luego fi,..., fr =0, y haciendo u; = i—i para j € {r+1,...,n}, queda ulu; = d;; para
i,j€{r+1,...,n}, es decir, {tty41,...,u,} son ortogonales. Completando con vectores
ortogonales u1,...,u, se obtiene una base ortonormal de C™, y llamando U a la matriz
con columnas (uq,...,u,), queda que

0 sil<j<r

= 13
pputu; sir+1<j<n Y

(UTAV)ij = ui fj = {

2. Para A € R™ con valores singulares i, ..., 1y, existen U y V ortogonales tales que
UtAV = diag(u1, .- ., fin)-

Analogo, viendo que A'A es simétrica y cambiando adjuntas por traspuestas y unitarias
por ortogonales.



1.5. Cocientes de Rayleigh

El cociente de Rayleigh de una matriz A € M,,(C) es una aplicaciéon R4 : C*\ 0 — C
dada por

(Av,v)  v*Av
Ry(v) = =—.
(v,v) v¥v
Si A es hermitiana, este cociente toma valores reales, pues entonces R4 (v) = %”1’}? = @T‘éf;) =
(A*v,w) _ (Avyw)
o = oy = Ra(v).
Sean A € M,, hermitiana con valores propios A\; < --- < A, (p1, ..., Pn) una base ortonor-

mal ((p;,pj) = d;5) de vectores propios correspondientes (Apy = A\gpx), Ex == span{p1,...,px}
para cada k (Ey = {0}) y Sk la familia de todos los subespacios de C™ con dimension k.
Entonces, para 1 < k < n:

1. )\k = RA(pk).
Sean U unitaria tal que D := U*AU = diag(A1,...,An), v € C*"\ 0y v = Uw,

v'Av  wU*AUw D 3 Awgl?

Ra(v) = = = = )
Av) v*v w*U*Uw wrw Dok lwil?
Como w es v expresado respecto de la base (p1,...,pn), Upk = ek, luego Ra(px) = ’\—1" =
Ak
2. )\k = mé,X,UeEk\o RA(’U).
Si v es de la forma Zle a;pi, w = (aq,...,ax,0,...,0), y como los valores propios estan

ordenados,
Sy Ailaa® 3 Aelon?
Ra(v) = 53— < =5 5~ = M= Ralpr).
> it lail > iet okl

3. )\k = ml/n07évJ_Ek71 RA(’U).
En este caso, v es de la forma Z?:k a;p;, v el razonamiento es analogo al del punto
anterior.

4. A\, = minwes, max,cw\o Ra(v).
; Er€Sk ,

>] A = méx,ep,\ (o} Ra(v) < Wfwes, max,enn g0y Ra(v).

<] Queremos ver que YW € Sp, A < méx,enqoy Ra(v). Si By = {v € V|
v 1 Ej_1}, basta ver que para todo subespacio W de dimension k, WﬂE,i‘_1 # 0, pues
entonces, para v € (WﬂEkil)\O, como 0 #vLE,_1, Ay <ming, g, , Ra(v). Pe-
ro como E,i-_l tiene dimension n—k+1, por Grassmann, dim(WOE,j-_l) =dim W+
dimE,ﬁ_1 —dim(WEBE,i_l) < dimVV—i—dimEkL_1 —dimC*"=k+n—-k+1—n=1.

5. A = MéXpes, , Mgz, 1 B Ra(V).

Anaélogo.



1.6. Normas matriciales

Sea E un espacio vectorial sobre R o C, una norma sobre F es una aplicacion || - || : E —
[0, +00) tal que:

1 |z =0 < z=0.
2. [l +yll < [lzfl + [lyll-
3. |laz[| = fall].

Llamamos espacio vectorial normado al par (E, || - ||). La funcién d(z,y) = || — y|| es una
distancia en E. Todas las normas en un espacio de dimension finita son equivalentes, es decir,
definen la misma topologia.

Si E es un R-espacio vectorial con un producto escalar (-,-), || - | : £ — R dada por
IfIl == +/{f, f) define una norma en E. Llamamos norma p de z € C" a

n
> lal,
k=1

ey :=

norma euclidea a ||z||z = \/(z,x) y norma infinito a
[2]loo := méx g [k

Una norma matricial en M, (K), donde K es R o C, es una que cumple VA, B €

M, (K), |AB|| < [|A]l||B]|. Dada una norma || - || en K", llamamos norma matricial subor-
dinada a la norma || - || a la norma matricial en M,,(K) dada por
Az Az
T S L
sekmvgor 2l e 2l o=

Entonces, para A € M,,(K) y z € K", ||Az| < ||A|l||l=]|-
Sea A = (aij)ij S Mn((C)

L [|Ally = méx; Y, |ai;].

sup{[[ Az | [lz] = 1} = sup{d_, Azl [ >4 lox] = 1} = sup{d ; laril|zi| | 2, || = 1}
Sea j tal que max; Y, |agi| = >, |ar;|, para « con Y, |z,

%]amnm =2 (fvilejlam) < (Zm) (gju) =2 o)

i

Iuego sup{Y,., laxillz| | 3, o] = 1} = max; ¥y lasa]

2. ||All2 = v/p(A*A) = ||A*||2. En particular, ||A||2 es el mayor valor singular de A, y si A
es unitaria o real ortogonal, || A2 = 1.
ol =1}

| A3
[Edlb

ST G- (Az, Ax) _ (A* Az, x) Rl
folle =1} =sup { E225 ~ 228 o)

JAI2 = sup {




pero si A1,..., Ay > 0 son los valores propios de A*A y E, ..., E,, son los subespacios
propios asociados, p(A*A) = méx{\1,..., A} = maxj; max{Ra-a(v) | v € Ex\{0}} =
max{Ra~a(v) | v # 0}, y como

Raea(v) = (Av,v) _ _

(v, ) <A,/<v,v>’s/<v,v>> <A||U|27|U||2>’

queda p(A*A) = max{Ra-a(v) | v # 0} = méx{Ra-a(v) | vz = 1} = [ A[5.

3. ||AHoo = méxi Zj \aij|.

[Alleo = sup{[|Azloo | [[#]loc = 1} = sup{méx |Az]y, | méx|ax] =1} =

= sup {mkéx E Qx| | Max |a;| = 1} :mkéxsup{ E Qx| | méx |a;| = 1}.
T 3 N K2

3 1
Este supremo se alcanza cuando, para cada i, x; = 1siag; > 0ox; = —1siag; <0, conlo
que sup{| >, arixi| | max; |v;| = 1} = |37, lawi|| = 3= |awil, luego [|Alloc = mdxy 3, [anil.

4. Si A es normal, ||A]l2 = p(A).

La norma euclidea, [|A[|g := />_; ;|a;;|?, es una norma matricial no subordinada a ninguna

norma en K", pero es mas facil de calcular que || - ||2, y [|4ll2 < || Al < v/nll4l2-
Si A e My (K):

1. Toda norma matricial | - || en M,,(K) cumple p(A) < || AJ|.

Sean A un valor propio tal que |A| = p(A), p # 0 un vector propio de A y g € K™ tal que

la matriz pg* # 0. Entonces p(A)||pg*|| = [[Apg*|l = [[(Ap)g*ll = [[A(pg")|| < [IAllllpg"ll, ¥
despejando, p(A) < ||AJl.

2. Para todo € > 0 existe una norma matricial subordinada || - || tal que || A|| < p(4) +&.

Sea U la matriz unitaria tal que U~ ' AU es triangular superior. Entonces la diagonal estéa
formada por los valores propios Ay, ..., Ay, no necesariamente distintos, de A.

Sea Dj; = diag(1,6,...,6" 1) para d > 0, entonces (UD;) "t A(UD;) = Dy 'UAUDs =
Ds-1UYAUDs, pero (a;;)Ds = (67a;;) y Ds-1(ai;) = (07 %a;;), luego si U AU = (uy;),
D;'UYAUD;s = Ds-1(uij)Ds = Ds—1(8us;) = (67 uyj).

La diagonal no cambia, la matriz sigue siendo triangular superior y, para  suficientemente
pequeno, Y7 [67 | < e para cada i. Asi, [[(67"uij)lloo = max; Y, 0 uy; =
méx; (A + 22711 0 "uiz) < p(A) + . Tomando la norma ||v]|. = [[(UDs) ™ 0], la
norma subordinada a esta cumple ||A||. = ||[(UDs) " *A(UDs)| s < p(A) + €.

De aqui que p(A) = inf{||A|| | || - || es una norma matricial en M, (K)}.
Sea B € M,,, limy, B* = 0 si y solo si Vv € K", limy, B¥v = 0, si y solo si p(B) < 1, si y solo
si existe una norma subordinada tal que || B]| < 1.

[1 = 2] 0<limy || B*v| < limg || B*||||v]| = 0]|v|| = 0, luego lim, B*v = 0.



[2 = 3] Sea A un valor propio de A y p un vector propio asociado, entonces lim; B¥p =
limg A¥p = plimg A*¥ = 0, luego |\| < 1.

[3 = 4] Por el teorema anterior, existe || - || tal que ||B|| < p(B) + (1 — p(B)) = 1.
[4 = 1] Sea || - || esta norma, 0 < limy, | B¥|| < limy, || B||¥ = 0, luego limj, B* = 0.

Toda norma matricial cumple limy || B*||'/* = p(B). Demostracién: Sabemos que p(B) <
| B, y como p(B) = p(B*)'/* queda p(B) < |B¥||'/* para todo k. Fijado ahora ¢ > 0, sea
B

B, = B)Te 5€ tiene p(B.) < 1, por lo que limy B¥ = 0 y existe ko tal que, para k > ko,

k
BF <1, pero entonces ||B|| = % <1y |B*||'* < p(B) +e.

1.7. Analisis del error
Sean A € M, ., invertible, b € K*\ 0 y || - | una norma subordinada:

1. Considerando los sistemas Az = by A(x + Azx) = b+ Ab, ”HAEZ\DI” < |AIA7Y| ”ﬁ;ﬂ”

Es claro que AAx = Ab y por tanto Az = A~'Ab, con lo que ||Az| < [[A7L]|||Ab]], ¥

como también [|b]| = ||Az|| < ||A]|||z]|, podemos obtener la férmula despejando.
2. Considerando los sistemas Az = by (A+ AA)(w + Az) = b, 2zl < [la~Y||Aa4] v
Az  _[LIAZY]||AA
=zl = 1-[[A=*[IAA]"

(A+ AA)(z + Az) = Az + AAz + AA(z + Az) = b+ AAz + AA(z + Az) = b,
luego AAr = —AA(z + Ax) y por tanto Az = —A"'AA(z + Ax). Entonces ||Az| <
| A= Y|[JAA]||z+ Az, lo que nos da la primera desigualdad. A partir de aqui, ||z +Az| <
el + 1Az < 2l + [ A~ || AA] 12+ Al y por tanto [lo-+ Axl| (1 — | A~ |AA]) < [l2],
y despejando de esto y la primera desigualdad se obtiene la segunda.

Llamamos niimero de condicién de A respecto a la norma || - || a condA = ||A[||| A7,
con lo que si Ax = by A(x + Az) = b+ Ab entonces HH HH < condA“”bHH, ysiAr = by
(A+ A)(x + Az) = b entonces Ha‘clfziﬂ < con dAHHAf‘” Estas desigualdades son las mejores

posibles en el sentido de que se pueden encontrar b, Ab # 0 para los que se obtiene la igualdad
en la primera desigualdad y b # 0 y AA # 0 para los que se obtiene en la segunda.
Llamamos cond,(A) = [|[A7!||,||Al,. Para toda A € M,, invertible:

1. condA > 1.

2. condA = condA~1L.

3. Ya € K\ 0, cond(aA) = cond A.

4. Sean M el mayor valor singular de A y m el menor, conds A = %

5. ‘S; I?Ae)ls normal, sean M el mayor valor propio de A y m el menor, conds A = p(A)p(A~1) =
A (A

6. Sea U una matriz unitaria, conda A = conds(UA) = condy(AU) = condy (UL AU).




Sean A diagonalizable, P invertible con D := P~'AP =: diag();), || - | una norma con
|[diag(dy, ..., d,)|| = méx; |d;| para toda matriz diagonal y D; :== B(\;,cond(P)||AA|]) C C,

o(A+AA)c | D
i=1
Demostracion: Sea A # Ay, ..., \,, D—AI es invertible con inversa diag(ﬁ, e )\n%)\)
Si A es valor propio de A+ AA, A+ AA — A\l no debe tener inversa, por lo que tampoco debe
tener inversa P~ (A+AA—N)P = P7'AP - P7INIP+ P7'AAP =D -\ + P7!AAP =
(D=XI)(I+(D—-X)"tP7YAAP) =: (D—XI)(I+ B), con lo que I+ B no debe ser invertible.
Ahora bien, si |B]| < 1,

n n n n+1
(I+B) S (~1)B* = S (~1)F(B* 4+ B¥) = S (—1)FBF + 3 (—~1)F 1B =
k=0 k=0 k=0 k=1
n n+1
=3 (-)FBF = 3 (-1)FBF = BO 4 (~1)"B™ = T+ (~1)"B"*,
k=0 k=1
pero lim,, B"*1 = 0, luego
oo
(I+B)> (-1)FB* =lim(I + (-1)"B"!) = I
k=0

¥ > peo(=1)kB* es la inversa de I+ B. Por tanto ||B|| > 1, luego 1 < [|[(D—XI)"'P7!AAP|| <
I\~ [P IAANIP] = (D~ AD1 || AA]cond(P), y como

1| 1
)\k—)\ B ml’nk|)\k—)\|’

I(D = A1) = méx

AA| cond(P)

queda 1 < ”mink Me—a Y por tanto ming [\ — A| < ||AA]|cond(P).



Capitulo 2

Métodos directos

Algunos sistemas de ecuaciones lineales Az = b son faciles de resolver:

1. Si A es diagonal no singular, para cada k € {1,...,n} es agpxr = by y por tanto xy = b

Akk
La complejidad de resolverlo es ©(n).

2. Si A es triangular superior no singular podemos usar el método ascendente: para cada
k, >0, arim; = by, y por tanto xy = ag, (by — > k41 GkiTi), lo que podemos usar para
calcular las coordenadas desde x,, hasta z1, «ascendiendo por el sistemay. La complejidad

es O(n?).

3. Si A es triangular inferior no singular podemos usar el método descendente: para cada
k, Zle ax;x; = by y por tanto xp = a,:kl (b;C — Zf;ll akixi), y podemos calcular las coor-

denadas desde x; hasta z,, «descendiendo por el sistema». Como antes, la complejidad
es O(n?).

2.1. Factorizacion LU

Una factorizacién LU de una matriz A € M,, es un par (L,U) formado por una matriz
triangular inferior I € M,, y una superior U € M,, tales que A = LU. Dado un sistema de
ecuaciones lineales Az = b, si (L,U) es una factorizacion LU de A, Ax = b < LUz =0,y
si L y U son no singulares, podemos obtener x resolviendo consecutivamente Ly = by Ux =y
con los métodos descendente y ascendente respectivamente.

El algoritmo (1] calcula una factorizacion LU en tiempo ©(n?) siempre que no se obtenga
p = 0 en algin paso, y su validez se deriva de los comentarios al margen. Para determinar {y
v ugk hay varios criterios:

= Criterio de Dootlittle: Iy = 1, ugr = pk.
= Criterio de Crout: ugr = 1, lgr = pr.

Una matriz A no singular admite una factorizaciéon LU si y s6lo si todos sus menores principales
(submatrices cuadradas con las k primeras filas y columnas de A) son no singulares, si y sélo
si el algoritmo dado termina con éxito.



Entrada: A := (a;;), matriz cuadrada de tamafio n.

Salida: Factorizacion (L = (I;;),U = (u;)) de A, o error.

Inicializar L y U a 0;

para k < 1 a n hacer

// Hemos calculado las k — 1 primeras columnas de L y filas de U.

D Qkk — Z]:;ll lkstUst 3 /] agk = Zf:1 lksUsk
si p = 0 entonces devolver error;

sinoé establecer I, v ugi de forma que lppurr = p;

parai <+ k+ 1 an hacer

Ui < Uy (am -k lksusi) ; /] agi = SF_ lpsugi
Lip, u,:kl (aik — Zf;ll lisu5k> ; /] agp = 25:1 Lisusk
fin
fin
Algoritmo 1: Algoritmo de factorizacion LU.
1 = 2] Sea (L == (l;j),U := (u;5)) esta factorizacion,
det A =det Ldet U = [ lux [ ] wsr # 0,
k=1 k=1
luego l11,-- -5 lnn, W11, -« -y Upn 7 0y, si Ag es el menor principal de A de tamano k,

det Aj, = Hle lii H,f:l uz # 0.

2 = 3] Sea Ay el menor principal de A de tamafio k, por el punto anterior de la prueba,

lepuge = dgftAi:' Si el algoritmo falla es porque p = 0 en alguna iteracion k, luego
lekUpr = dgf;’:fl = 0, con lo que si los menores Ay,..., Ax_1 eran no singulares, Ay es

singular.

3 = 1] Obvio.

2.1.1. Factorizaciéon LDU

Una factorizaciéon LDU de A € M, es una terna (L, D,U) formada por una matriz
triangular inferior L € M,,, una diagonal D € M, y una triangular superior U € M,, tales
que A = LDU vy las diagonales principales de L y U estan formadas por unos.

Esta factorizacion, si existe, es tinica. Demostracién: Si A = L;D; M} = LyDyM% con
Ly, Lo, My, My € M, triangulares inferiores con unos en la diagonal y D;, Dy € M,, diagona-
les, entonces Ly y M} son invertibles por tener determinante 1y Ly *LiD; = Dy ME(M})~1,
pero como la matriz a la izquierda de la igualdad es triangular inferior y la de la derecha
es triangular superior, ambas son diagonales y por tanto también son diagonales L Ly
M3(M})~1. Ahora bien, como L;' es la traspuesta de la adjunta de Lo, los elementos de su
diagonal son ﬁ =1y, como los de L; también, y ambas son triangulares inferiores, los de
L;lLl también lo son, luego LglLl =1, y L1 = Ly. Analogamente M; = My, y finalmente
Dy = Ly'LiDy = DoME(ME)~ = Ds,.



A partir de la factorizacion de Dootlittle A = LU, si U es no singular, la factorizaciéon LDU
de A es (L,D,U) con D = diag(u1, ..., unn) ¥ U = (uij/uii)ij- Asi, si A es simétrica con
det A # 0 y admite una factorizacion LU con U no singular, existe una tnica factorizacion de
la forma LDL! donde L es triangular con unos en la diagonal y D es diagonal, pues sabemos
que admite una factorizacion LDU A = LDM? y entonces LDM! = A = A* = MDL!, pero
como esta factorizacion es tnica, L = M.

2.1.2. Transformaciones de Gauss sin permutar filas

Sean v € K" y k € {1,...,n} con v; # 0, se tiene

1 U1 U1
0 : :
1 Vg Vg
Mv = Vit =
1 Uk+1 0
0 : : :
—in 1 U, 0
Uk

M corresponde a la operacion de «hacer ceros» bajo vi multiplicando las filas k + 1 hasta n
por multiplos de la fila k. M ! es similar a M pero cambiando el signo a los elementos debajo
de la diagonal. En efecto, sean M’ la matriz descrita y

0 --- (O YL
Vg
Ti= : : € Mn—k)xk>
0 0 =
Vg
entonces ‘ ‘
Ik 0 Ik 0 Ik: 0
r_ _ —
' = () () - (o) -
Sean ahora A € M,, con columnas Ay, ..., A,, M; una matriz de la forma anterior tal que
M1A1 = (a11,0, e ,0) y
aip @iz - Qi
(2) (2)
0 e
A®) = M A = 22 2n
0 4@ .. @)
Si ahora llamamos Mj a una matriz de la misma forma y tal que MgAéz) = (aia, a(222), 0,...,0),

es facil ver que MQA?) = Agz). Definimos A®) ..., A v Ms. ... M,_; de forma similar, y
entonces A™ = M, _;---M; A es triangular superior, suponiendo que se puede construir, lo
que ocurre cuando aj; # 0y, para k € {2,...,n — 1}, algz) # 0.

Sabemos que las transformaciones del tipo de My, ..., M, no afectan al determinante de la
matriz ni el de sus menores, por lo que la matriz es triangulable por el método de eliminaciéon
de Gauss sin permutaciones de filas si y s6lo si ninguno de sus menores principales hasta n — 1
es singular, lo que para A no singular equivale a que sea factorizable LU.



En tal caso, sean L == M, '--- M, ' y U := A entonces LU = A, siendo L triangular
inferior con unos en la diagonal y U triangular superior, por lo que (L, U) es una factorizacion
de Dootlittle.

2.1.3. Meétodo de Gauss

Para evitar interrumpir una factorizacion LU al encontrar un cero en la diagonal, podemos
intercambiar la fila que da problemas con una de la inferiores. Esto ademas interesa cuando
encontramos un niamero pequeno para evitar la inestabilidad en los calculos.

En el método con eleccion del pivote parcial, ademéas de las matrices L y U, se construye
una matriz P de permutacion de filas de forma que PA = LU, con lo que resolver un sistema
Az = b equivale a resolver LUz = Pb.

En el algoritmo de Gauss sin permutaciones de filas, se inicializa P a I, y, al principio de
cada etapa k, se busca el i € {k,...,n} con mayor \agllz)| y se intercambian las filas 7 y k tanto
en A®) como en las primeras k — 1 columnas de L y en P.

En el método con eleccion del pivote total, se construye ademés una matriz @ de
permutacién de columnas de forma que PAQ = LU, y resolver Ax = b equivale a resolver
LUy = Pb y calcular z = Qy.

En el algoritmo de Gauss sin permutaciones de filas, se inicializan P y @ a I,, y, al principio
de cada etapa k, se busca el (i,5) € {k,...,n}? con mayor |a§;€)| y se intercambian las filas i y

k en A% Py las primeras k — 1 columnas de L, y las columnas j y k en A% y Q.

2.2. Sistemas con matrices especiales

2.2.1. Diagonal estrictamente dominante

Una matriz A = (a;;) € My(C) tiene diagonal estrictamente dominante si para
ke{l,...,n},
n
lark| > lang]-
j=1
J#i

Toda matriz con diagonal estrictamente dominante es no singular y admite una factorizacion
LU. Demostracion: Si A = (a,;) fuese singular, sus columnas serfan linealmente dependientes
y existirfa z # 0 con Az = 0. Sea k con |zx| = méx; |z;[, como }; a;;z;; = 0 para todo i,

n
AkkTl = — Z Akjxy,
j=1
J#k
luego
n
lakkllee] <Y larillz) <Y lar|lzx|
=1 j=1
j#k #k
y, despejando |zg|, queda que A no es estrictamente dominante.# Como A tiene diagonal
estrictamente dominante, a;; > 0 y se puede utilizar la transformacion de Gauss M;. Como



B = (b;j) = My A tiene la misma primera fila que A, ceros bajo la diagonal en la primera

columna y el resto de elementos son b;; = a;; — g2-ay;, para i € {2,...,n},
a; a
lbis| = |as — —a;| > |ag] — lll\ vl > ) i — ‘ 21|| 1]
ail
J#i
a; a;
—laal+ 3 b+ 2y =
ey an an
a; a;
2 faal + 3 ol = 3 (g et
J#Li jAL H
a a
—laal+ X bl = 2 Yyl > o+ 3 Il ~ el
J#L,i 3751 J#L,i
= > byl = Z|bij|~
L i

Asi, B es estrictamente dominante, por lo que podemos aplicarle la transformacion de Gauss
en la segunda columna, y por induccién podemos convertir A en triangular superior por el
método de Gauss sin intercambio de filas, luego A admite una factorizacion LU.

Si A es estrictamente dominante, los calculos para el método de Gauss sin intercambios de
filas o columnas seran estables porque los pivotes no serdn demasiado pequenos.

2.2.2. Matrices definidas positivas
A € M,(R) es definida positiva (PD, positive definite) si Vo € R™\ 0,2 Az > 0. En tal

caso:
1. A no es singular.
Si lo fuera, las columnas serian linealmente dependientes y existiria 2 € R™\0 con Az =0

y por tanto ztAx = 0#.

2. (x,y)a = y* Az es un producto escalar en R" y ||z|| 4 := V&* Az es una norma, la norma
euclidea asociada a A.

3. Para X € M« con rango k, B := X!AX € Mj, es PD.
Para z € R¥\ {0}, Xz # 0, luego #'Br = 2! X'AXz = (Xz)!AXz > 0.

4. Los menores principales de A son PD.
Paracada k € {1,...,n}, tomamos X como la submatriz de I,, formada por las k primeras
columnas y queda que X*AX, el menor principal de A de tamaio k, es PD.

5. Todos los elementos de la diagonal de A son positivos.

Si A =: (a4j)ij, Para ag; tomamos X como la columna k-ésima de I, y queda que
XtAX = (apk) es PD, luego lagrl = agx > 0.



6. A admite una factorizaciéon LDU con matriz diagonal PD.

Todos los menores principales son PD y por tanto no singulares. Sea (L, D, U) la facto-
rizacion, L es no singular, luego L='A(L™1) = DU(L™')! es PD, pero al ser U(L™1)?
triangular superior con unos en la diagonal, DM'L~" y D =: (d;;);; tienen la mis-
ma diagonal, que tiene todos sus elementos positivos. Entonces, para x € R™ \ {0},
z'Dx =", dirai > 0.

2.2.3. Matrices simétricas definidas positivas (SPD)

Sea A € M,,(R) simétrica, A es definida positiva si y so6lo si todos sus valores propios son
positivos, si y s6lo si todos sus menores principales tienen determinante positivo, si y s6lo si
admite una factorizaciéon LDU con diagonal definida positiva, si y s6lo si existe una matriz
triangular inferior con diagonal positiva L¢ tal que A = LoLL,, en cuyo caso esta es tnica.

1 = 2] Sea p un vector propio, su valor propio asociado es el cociente de Rayleigh R4(p) =

p'Ap
i 0.

2 = 1] Por ser A simétrica, existe O ortogonal con D = O'AO diagonal. Sean Ai,..., A,
los elementos de esta diagonal, si A\1,..., A\, > 0, es claro que D es PD, y por tanto

A = ODO! también.

—_

= 3] Los menores principales de A son simétricos y PD, luego todos sus valores propios
son positivos y por tanto el determinante es positivo.

3 = 4] Como los menores principales son no singulares, A admite una factorizacion LDU
(L,D,U), y los elementos de la diagonal de D, al ser cocientes de menores principales de
A, son positivos.

4 = 1] Sea (L, D, L) la factorizacion, como D es PD, LDL! = A también.
4 = 5] Sea (L, D,U) la factorizacion, como D es PD, /D := diag(v/D11,...,v/Dnn) tiene

diagonal positiva, y como A es simétrica y U = L, basta tomar Le = LvV/D y entonces
LoLt, = LvDVD' Lt = LvV/DVDU = LDU = A.

5 = 4] Sean D la matriz diagonal formada por los cuadrados de los elementos de la diagonal
de Lo y L el resultado de dividir cada columna de Lo por su elemento de la diagonal,
entonces (L, D, L) es una factorizacion LDU de A. Si L¢ no fuera tnica, podriamos
obtener asi factorizaciones LDU de A distintas.#

Cuando existe L triangular inferior con diagonal positiva tal que A = LL?, llamamos a L el
factor L de Choleski de A.
2.2.4. Matrices tridiagonales

A € M,, es banda si existen enteros p y ¢ tales que a;; =0 paraj—i>poj—i< —q,y
llamamos ancho de banda a p + ¢ — 1. Si esto se cumple para p = g = 2, A es tridiagonal.



Dada una matriz tridiagonal

b1 C1
ag b2 C2
A= ,
Ap—1 bn—l Cn—1
an, by,
sidg,01 =1y, para k € {2,...,n}, 0k = bpdx—1 — axcr—10k—2, entonces Ji es el determinante

del menor principal de orden k, y si todos los §; son no nulos,

(3%
].6 o gl
920 92
a9 5 1 51 C2
A= '
57,__3 5n—1
Gp—1 S 1 Sr_2 Cpn—1
On—2 1 On

n 5n 1 57171

2.3. Factorizaciéon QR
Dado v € C", llamamos matriz de Householder de v a
I, — %UU* siv# 0,
I, siv=0.
Si a,v € R", Hya es el vector simétrico de a respecto al subespacio v=.
Demostraciéon: Para v = 0, v = C" y esto es obvio. Sea v # 0. Entonces
2v*a 2||v||la]| cos «

2
Hyao=a— —w'a=a— v=a— —————v=a-— (||a||cosa)
: vt i il

siendo « el angulo entre a y v, pero p = (||al| cosa)%: es la proyeccion de a en <v), luego

H,a = a — 2p es la simetria de a sobre v'.

H, es unitaria. Demostracién: Para v = 0 es obvio. Para v # 0, (vv*)* = v
luego

Tl

sk ) ok *

2 2 v*  vvtov* v wlu|?u*
HH =L,——w" | ([, — —w" | =1,— +4— =1, 4 +4& =1,
v*Y v*U v vruvto |lv]|2v*v
con lo que HY = H 1.
Dados a € C" y « tal que e’ = signay, las matrices A, = Hq i (y,0,...0) con v = *ale®
cumplen A a = (F[lalle’*,0,...,0). Demostraciéon: Para a =0esy =0y A, = Hy, con lo

que Aya = 1,0 =0.Sean a # 0, e; == (1,0,...,0) y vy = a+~ey, entonces via = (a* +7ej)a =
lall* +7Fa1 y vivy = (a* + 7Fei)(a +ver) = [|al|* + 2Re(Fa1) + |7]?, luego
lall? +7a1

Hya = a-—2 — a+ e
Tal? + 2Re(7an) 7 R T eV

e . e
[all? + 2Re(ran) + h7 )~ %V Tall? + 2Retan) + P




pero para v = =+||ale!®,

ol +750 lall? + flalle="ay _ lal £ flafle=a,
[al? + 2Re(ar) + 12~ Jlal? + 2Re([lalle@ar) + a2 ~ fal? £ [ale ~ar

:]_’

luego el coeficiente de a en la tltima expresion de Hya es 1—1 =0y el de e; es —y = F| alle’®.

Una factorizacion QR de una matriz A € M, x,(C) es un par (Q,R) con Q € M,,
ortogonal y R € M, «, triangular superior. El método de Householder para obtener es-
ta factorizacion es el algoritmo [2| y consiste en usar matrices de Householder Hy,..., H,,
para ir eliminando la parte inferior de las columnas de A haciendo R = H,,---H1A y
Q= (Hy---Hy)™* :Hfl"'Hn_zl =Hy---H,.

Entrada: Matriz A de tamano m X n.

Salida: Factorizacion (Q, R == (r;;)) de A.

Inicializar R+ Ay Q + I;

para k < 1 a n hacer

Obtener un vector v de tamanio m — k + 1 tal que Hy(Tkk, - .-, "mk) = (¢,0,...,0)
para algin x;

I._1] O
H «+ H(Oa“-:Ov'Ul7---7'Um—k+1) = ( 0 H, );

Q<+ QH™; // QH*HR=QR=A
R+ HR // Anula Tri1 g, Tk

fin
Algoritmo 2: Método de Householder de factorizacion QR

Si A € M,,xn tiene rango n < m y admite una factorizacion QR (@, R), sean Ay,..., A,
las columnas de Ay Q1, ..., Qn las de Q, entonces span{ Ay, ..., Ay} = span{Q, ..., Qx} para
ke{l,...,n},yspan{Ay,..., A, }* =span{Qni1,...,Qm}. Ademas, si Q' es la submatriz de
Q) formada por sus n primeras columnas y R’ es la submatriz de R formada por sus n primeras
filas, entonces A = Q'R’.

Si (@, R) es una factorizacion QR de A € M, «n, para resolver el sistema Az = b, re-
solvemos Rx = Q*b = Qb por el método ascendente. Como las matrices de Householder son
ortogonales, el condicionamiento del problema no varia.

En la practica no se calculan las matrices de Householder, sino su accién sobre los vectores:

Hb=b—2"—u; b H, = b* -2
o]l o]l

v*.

Asi, multiplicar una matriz de Householder de tamafio n por un vector (a la izquierda o la
derecha) es O(n), con lo que multiplicar una matriz de Householder por una matriz de tamafio

n x mes O(nm), y es facil ver que la factorizacion QR de una matriz de tamatnio m X n con el
algoritmo indicado es @(nm(m + n)).



2.4. Problemas de minimos cuadrados

Dado un espacio vectorial normado (E, || - ||), un subespacio G de E'y f € E, decimos que
g € G es una mejor aproximacion de f en G si

If =gl = jof If = nl|.

Si G es de dimension finita sobre R o C, esta mejor aproximacion existe. Demostraciéon: Sea
K={geG|I|f -9l <Ifl}, K# 0 porque 0 € K. K es cerrado y acotado al ser la bola
B(f,||f]]), luego por estar en R™ o C" = R?" es compacto. Sea (g,), una sucesién en K tal
que ||f — gnl| = Wmfree || f — b, por compacidad, g € K, luego g es una mejor aproximacion
de f.

Un espacio de Hilbert es un espacio normado completo. Algunos son:
1. R™ con la norma euclidea.

2. C([a,b]) con la norma dada por

b
mm:/fwmmmwa

donde w : [a,b] — (0,+00) es continua.

Dado un espacio vectorial E con producto escalar, llamamos angulo entre f,g € E \ 0 al
a € [0, 7] con {f,g) = |If|lllgll cos @, y decimos que f, g € E son ortogonales, flg,si(f, g) =0.
Entonces, Vf,g € E:

LoALf +all? = IF11P + llgll® + 2(f, 9)-
2. Teorema de Pitagoras: f1g <= || f +g4l®> = |fI*> + llg]I*
3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |(f, g)| < | fllllg]-
4. Identidad del paralelogramo: ||f + g||* + || f — glI* = 2[| fII* + 2[|g]*.
Sean E un espacio normado con producto escalar y C' C E no vacio, convexo y completo:

1. A€ C: gll = mingeo .
Sea « = infrec |||, para g,h € C, por la identidad del paralelogramo, 1|lg — hl|* =

C' convexo
2llgll® + 3lIRl* = 1llg + Rll?, pero Fllg + All* = 152>~ > a?, luego g — A* <
31lg]I>+ 3 ||h||* — o*. Entonces, dada una sucesion (g, ), de elementos de C' con ||g,|| — «,
allgn — gmll® < %HQnHQ + %HgmHz —a? — 0 cuando n, m — 0o, luego (g, ), es de Cauchy
y, por completitud, convergente hacia un cierto g € C' que cumple ||g|| = lim,, ||g.|| = o.
Si hubiera otro h € C con ||h| = «, entonces 0 < 1[lg—h? < 2a®+ 1a? —a? =0, luego

g=h.
2. Para cada f € E existe una tnica mejor aproximacion g € C' de f en C.

f—C = {f — h}nec es convexo y completo, luego existe un tnico t € C con ||t =
minges—c ||h]| = minpec || f — k|| y f —t es la mejor aproximacion buscada.



Sean E un espacio normado con producto escalar, G C F un subespacio vectorial y f € F,
g € G es una mejor aproximacion de f en G siy sélosi f — glG, estoes, Vh € G, f — gLh.

=] Dados h€ Gy a>0,comog—ah€G, |f-gl><|f—(9—ah)|?=|f—g+ah|?=
||ffg||2+a2||h||2+2a<ffgv h>7 luego <ffga h> Z 7%”}1”2 Ys haciendo a — 07 <ffga h> 2 Oa
y cambiando h por —h, (f —g,—h) = —(f — g, h) >0, luego (f — g,h) = 0.

<=] Para h € G, como f —glg—h, |If —h|>=[If —gl* + g —hl* = |If — gl*.

Si G C F es de dimension finita, {g1,...,gm} es un conjunto generador de G y f € E, las
tuplas (z1,...,2m) tales que fLY ;" xrgr son precisamente las soluciones del sistema de

ecuaciones normales
m

Z<gj7 gk)mj = <f7 gk>

J=1 ke{l,...,m}
En particular, si (g1, ..., gm) es base de G, el sistema es compatible determinado, y si esta base
es ortonormal, la proyeccion ortogonal de f en G es

m
Z fagk gk7
k=1

por lo que el problema de buscar una mejor aproximaciéon por minimos cuadrados en un subes-
pacio de un espacio de dimensién finita se reduce al de resolver un sistema de ecuaciones lineales
conocida una base del subespacio o al de aplicar una férmula conocida una base ortonormal
de este.

Un sistema lineal sobredeterminado es uno con maéas ecuaciones que incognitas en
que la matriz de coeficientes tiene rango maximo. En general estos son incompatibles. No
obstante, para A € My, xn(R) con n < m tal que rgAd = n y b € R™, existe u € R™ tal que
Vo € R", ||Au—b|| < ||Az—b||, y este es la tinica solucién de A* Az = Ath. Demostracién: Sean
Ay, ..., Ay las columnas de Ay G == span(A4y,...,A,), la mejor aproximacion >, _; Axzy de
b en G existe y para cada k € {1,...,n} cumple

n

(Ap)t Az = (Ag, Az) = <Ak,ZA x]> = (A, Aj)z; = (A, b) = (Ap)'D,

Jj=1

luego cumple At Ax = Atb.

Para resolver este sistema por factorizacion LU, hacemos los productos A'A (©(n?m)) y
Ath (©(nm)), factorizamos (O(n?)) y resolvemos por los métodos ascendente y descendente
(©(n?)), y el tiempo es O(n?(m +n)).

Por factorizacion QR, vemos que si (Q, R) es una factorizacion QR de A, A* = (QR)! =
R!'Q?, luego A'A = R'Q'QR = R!'R y solo tenemos que resolver R Rx = A'b. Asi, hacemos el
producto Ab (©(nm)), factorizamos calculando solo R (©(n?m)) y resolvemos por los métodos
ascendente y descendente (©(n?)), y el tiempo es ©(n?m).



Capitulo 3

Métodos 1terativos

Sean A € My, (C) y b € C™, un método iterativo de resolucién del sistema lineal
Az =bes un par (T,c) con T € M,, y ¢ € C™ tal que la solucién del sistema es el tinico punto
fijo de ®(x) := T'x+c. Si para todo = € C" la sucesion (z,,), dada por zg ==z y T41 = P(z)
converge hacia el punto fijo, (T, ¢) es convergente.

Sea T € M,, p(T) < 1 si y sblo si, para cualesquiera ¢,y € C", la sucesion xg = y,
Tr+1 = Tz + ¢, converge.

= | Entonces existe una norma matricial tal que ||T'|| < 1,y si ®(z) == Tz+c, ||P(2)—D(y)|| =
1Tz — Tyl = |IT(x — y)|| < |IT|llz — yl|, luego ® es contractiva y, por el teorema del
punto fijo de Banach, la sucesion converge a un punto fijo.

<] Sean ¢,v € C", z lasolucion de x = Tz +¢, y == x —v y (x,), la sucesion del enunciado,
entonces t—x9 =v =T, ysiz—xp = T*v, entonces x—xp11 = (Te+c)— (Trr+c) =
T(x — xy) = TT*v = T*+1v. Por tanto lim, T*v = limy(z — ) = 0, y que esto ocurra
para v arbitrario equivale a que p(T") < 1.

Dado un sistema lineal Az = b, si A = M — N con M facil de invertir, entonces (M 1N, M~1b)
es un método iterativo de resolucion de Ax = b, pues Ax = Mz — Nx = b <— Mz =
Nz +b < 2= M"'Nz+ M~ 'b. El método iterativo de Richardson para una matriz
A = (ai;) sin ceros en la diagonal consiste en tomar como matriz facil de invertir en lo anterior
una matriz af,, para un cierto a € C.

3.1. Meétodo de Jacobi

En adelante, Ax = b es un sistema lineal tal que A no tiene ceros en la diagonal, D es la
matriz diagonal de A, L la matriz formada por los elementos de A bajo la diagonal y U la
formada por los elementos sobre la diagonal, de modo que A =L+ D + U.

Para el método de Jacobi tomamos M = D y N := —(L + U), y nos queda el método
iterativo (Ty := —D~Y(L + U), D~1b).

Para calcular de forma eficiente, en cada iteracion calculamos ry, = Az — by xx41 = T —
D=y, pues D try = D™ YD+ (L+U)zp—b) = 2 — (=D Y L+U)xp+D71b) = 2 —2p4 1.



3.2. Meétodo de Gauss-Seidel

Es como el de Jacobi pero, para calcular una coordenada de 1, usamos las coordenadas
anteriores, que ya habremos calculado, en vez de las correspondientes de zj, pues seran una
mejor aproximacion. Si A € M,,, para i de 1 a n, calculamos

i—1 n
Thi = E Qi % (k1) T E aijTr; — b
=1 j=i

y
7 1 i—1 n
i
T(hg1)i = Thi — — = — | bi = > QijT(py1); — Z Qi Thj
Qi Qi t Ry
J= Jj=i+1
Esto es el método (Tg == —(L + D)~ 'U, (L + D)~'b), equivalente a tomar M = L+ D y
N = —U. Demostraciéon: Despejando,
i—1 n
Qi (hyryi + D GigT(er1); = bi— Y GijTij,
j=1 j=it1

esto es, (L + D)xgt1): = bi — (Uzxy);, luego (L + D)xps1 = b — Uxy.

Tenemos que 7x; = ATy — b, donde Tp; = (T(ky1)1, -+ T(ht1)(i—1)s This - - - » Tkn ), POT 10 que
podemos usar como condicion de parada que 7 sea lo suficientemente pequenio.

Teorema de P. Stein y R. L. Rosenberg (1948): Si A = D+ L+ U € M,(R) con
L,U<0,L,U#0y Ly U triangulares estrictamente inferior y superior, respectivamente, se
da exactamente una de las siguientes afirmaciones:

L 0<p(Te) < p(Ty) < 1.
2. p(Ty) = p(Te) = 1.
3. 1< p(Ty) < p(Tc)-

Por tanto, si el método de Jacobi converge, el de Gauss-Seidel lo hace mas rapido, y si diverge,
también.

Si A € M, (R) tiene diagonal estrictamente dominante, los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel para resolver Az = b convergen y [|T¢|loc < ||T7|lec < 1. Demostracion: (Ty);; =

—(1 = 6i5) 22, Tuego [T oo = mis; ¥ |(Ty)ig| = miax; ¥, 1224 < 1y p(Ty) < 1. Sean
y € R"y z :=Tgy, con lo que (L + D)z = —Uy, y queremos ver que, para i € {1,...,n},

24 € 2 Xl 1yl ¥ en particular [2] < [Tyl lylloc- Para i = 1,

la11]|z1] = [(L+ D)z | = [(L+D)2)1| = [=Uyl = > arjys| <O lansllyil < laajl1ylloo-
=2 =2 =2



Para ¢ > 1, usando la formula con b = 0,

n
A Zauzj Z aijyi || = ZMUHZJH‘ Z |aij] ;]
ai; \an

Jj=t+1 =741

1T oo <
Z\aulllTJl\ooJrZIawl [yllo < > laijlllylloo-

| 'L]| i

wl

Por tanto || Tayllco = |2]loo < |T7]lool|¥lloo ¥, tomando y := (1, ..., 1) oo, [|T]loc = méx; Zj (Te)
ITeylloe < I Tslloollloo = 175 1.

Si A es tridiagonal es p(T) = p(T'7)?, con lo que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel con-
vergen simultdneamente y, entonces, el de Gauss-Seidel converge mas rapido. Demostracién:

Vemos primero que si A : C = M,,(C) es de la forma

Abl C1
AZQQ Abg Co

AN = ,

Aganfl Abnfl Cpn—1
Na, b,

entonces det(A(\)) = det(A(1)) para todo A # 0. En efecto, sea Q(A) == diag(A, A2, ..., A"),
es facil ver que A(\) = Q(A\)A(1)Q(\)~!. Los valores propios de T son los ceros de pJ( ) =
det(—=D~Y(L+U)—\I,), que son los mismos que los de ¢;()\) := det(L+U+AD). Los de T son
los ceros de pg(\) == det(—(L+D)"tU—M\I,), que son los de g () := det(U+AL+AD). Usando
el resultado al principio, para A # 0, g5 (A?) = det(A\2D + 2L+ U) = det(A2L+ A (AD)+U) =
det(L+ AD +U) = q;()\), y para A = 0 esto se cumple por continuidad. Asi, A es valor propio
de T si y solo si A2 lo es de T, de donde se obtiene el resultado.

3.3. Meétodo de relajacion

Se trata de encontrar un peso w > 0 para corregir las coordenadas de xj poniendo

w
X i = Xfi — —Tki
(k+1) kT T
en el método de Gauss-Seidel. Entonces el método es (Tr(w) = (D + wL)"((1 — w)D —
wU), (D + wL)™'w), que equivale a tomar M := 1D+ Ly N := =D — U. Demostracion:
Ahora es

n
Qi (k4 1)i = GiiThi — W E Qi T (kt1)j T E aijTr; —bi |

luego
1—1 n
QT (kg1)i T W E aijT(ky1); = (1 — w)agzr —w g ai;Trj — by,
j=1 j=it1



con lo que (D + wL)xpy1 = (1 —w)D — wU — b. Entonces, (D +wL) (1 —w)D +wU) =
(1D +wL)"Y (L2 +U).

Teorema de Kahan (1958): p(Tr(w)) > |w — 1|, y en particular el método de relajacion
solo puede ser convergente para w € (0,2). Demostracion:

det((1 —w)D —wU)  det((1 —w)D)
det(D + wL) B det(D)

detTR( ) — (1 _ w)n’

con lo que si Ay, ..., \, son los valores propios de Tr(w), repetidos segin sea su multiplicidad,
p(Tr(w))" =TT, ] = |det T(w)] = |1 - wl”

Si A es SPD, el método de relajacion converge para w € (0,2). Demostracion: Si M =
%D—i—L y N = 1_TWD —~U, A= M- Ny Tgr(w) = M~'N. Ademas, como L! = U,
M!+ N = 222D, que es SPD, y queremos ver que entonces p(M~'N) < [|[M~!N|4 < 1.
En dimension finita, [|[M~'N||4 = méx{||[M ' Nv|4 | [[v]|a = 1}. Sean v € R™ con |v[|3 =1
tal que ||[M~IN||a = |[M~'Nv||sa y w:= M~ Av, entonces Mw = Av, luego

|M~'Nv||} = (AM ™' Nv, M~ 'Nv) = (AM~Y(M — A)o, M~ (M — A)v) =

= (Av— AM ' Av,v — M1 Av) =
= (Av,v) — (AM Y Av,v) — (Av, M~ Av) + (AM ' Av, M~ Av) =
=1— (M 'Av, Av) — (Mw,w) + (Aw,w) =
=1— (w, Mw) — (Mw,w) + (M — N)w,w) =1 — (M'w,w) — (Nw,w) =
=1—{((M"+ N)yw,w) <1,
por ser M? + N definida positiva.

Si A es SPD y tridiagonal, los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion para 0 < w < 2
convergen. Ademas, el minimo p(Tgr(w)) para w € (0,2) se alcanza en

W =wp =

2
L+ VI=pT)?

con lo que p(Tr(wo)) < p(Te) < p(Ty), y se tiene p(Tr(wo)) = wo — 1.

3.4. Meétodo del descenso rapido

Si A es SPD, z € R" es solucion de Az = b si y soélo si minimiza g(z) = x'Ax — 22'b, y

para v € R™\ 0, el minimo de h(t) == g(z +tv) es ”tsjbt:‘ﬁw). Demostracion: Sean v € R™\ {0}

yteR,

gz +tv) = (z+tv) ' A(z + tv) — 2(x + tv)'b =
=2t Az + tv' Az + ta' Av + 20" Av — 22 — 2t0'b = g(z) — 2tv' (b — Ax) + t*0' Av,

v (b—Ax)
vt Av

luego el minimo de h es t,, tal que h' (L) = 2tvtAv —208(b— Az) = 0 < tyy =
En efecto, h''(t,y) = 20' Av > 0. Asi:

= | Si Az =b,b— Ax =0y t,, =0 para todo v # 0, luego x es el minimo de g en cualquier
direccion.



<=] Si z minimiza g, para cualquier direccion v # 0, t,, = 0, luego v*(b — Az) = 0 y, en
particular, ||b — Az|| =0y Az =b.

El vector gradiente
[ 9g dg

es el de méaximo crecimiento en x, y el método del descenso rapido consiste en partir de
un zg y hacer zyy1 =z, — aVg(zy), donde o minimiza g(zy11). Se tiene Vg(z) = 2(Ax —b).
Demostracion: g(z) = Y_p_; axkty + 230 i jep @ijTj — 25—y by, luego

k—1 n n
0
a—wgk(x) = 2appxE + 2 Z a;pTi + Z agjz; | —2by =2 (Z piTi — bk>

i=1 j=k+1 i=1

y por tanto Vg(z) = 2(Azx —b).
Este método es seguro, pero no se usa en la practica por ser muy lento.

3.5. Meétodo del gradiente conjugado

Sean A una matriz SPD de dimension n, (vq,...,v,) una base de vectores de R™ ortogonal
respecto a A, y € R" y las secuencias (rx)7_, (tx)7_, ¥ (k)f_, dadas por

re = b— Axy, ty = %Tk;;’ T =, Thtl = Tk + tht1Vk+1,

entonces x,, es la solucién del sistema Ar = b. Demostracion: Tenemos rg = b — Axg, 1 =
b— Az = b—A(xo+t1v1) = b—Axg—t1 Avy, y por induccion r, = b—Axg—t1 Avy —- - —t Avg =
ro — tyAvy — -+ — tp Avg. Como los vy son ortogonales, para j < k, viTE = ViTo — tjvj*-Avj,
y por definicién de los ¢;, tjv;-‘Avj = vjrj_1 = vjrg, con lo que viry = virg —vjrg = 0y
rrLv; en el producto escalar usual. En particular r,, es ortogonal a todos los v; y por tanto
Az, —b=r, =0.

El método del gradiente conjugado, mostrado en el algoritmo [3] calcula los términos
de las secuencias a la vez que la base (v1,...,v,).

Se puede usar como condicién de parada que -y sea suficientemente pequeno, y comprobamos
que lo sea al terminar ya que de lo contrario tenemos inestabilidad en los calculos.

Sea A SPD, llamamos precondicionamiento de A a una matriz C facil de invertir tal
que A= C"TA(C~)" es SPD y condp A < condyA. Llamando & := C'z, el sistema Az = b es

equivale al sistema precondicionado (C~'A(C~1)")i = C~1b.



Entrada: Matriz A € M,, SPD de coeficientes, vector b de términos independientes y
vector inicial zg.
Salida: Solucion = de Az = b.
T 4 Xo;
v 1 b— Axg;
v < lroll?;
para i < 1 a n hacer
y  Av;
te o
T — x+tu;
T 1 —ty;
B |Irll3;
s+ 2
p
V= B
V41 + SU;

fin
Algoritmo 3: Método del gradiente conjugado.



Capitulo 4

Valores y vectores propios

Teorema de los circulos de Gershgorin: El conjunto de valores propios de A € M,,(C)
esta contenido en

n n
U B | aks, Z la;]
k=1 j=1
j#k
Demostracién: Si A no esta contenido en este conjunto, para cada k, |axk — Al > 32, |ak;],
luego A — AI tiene diagonal estrictamente dominante y por tanto es no singular y A no es valor
propio de A.

4.1. Meétodo de la potencia o del cociente de Rayleigh

Sean A € M,,(C) con valores propios Aq,..., A, dispuestos tal que |A;| > -+ > |A,] ¥

vectores propios respectivos vy, ...,v, formando una base ortogonal de C", y p,y € C, si
(xo,v1) # 0y (v1,y) # 0, sean (xk)r v (rx)x las sucesiones dadas por xg = p, xpy1 = Axg y
(Tht1,Y)

T = entonces (1) esta bien definida y converge a A1,y % converge a un miltiplo

(Tr,y) 7
de v;. Demostraciéon: Sean ¢(x) == (z,y), p =: a1v; + - - + @, v, se tiene z = AFp, con lo

que suponiendo |A1| > |Az],

n k
A
Tp = Oq/\lfm 4+ 4+ an)\ﬁvn = /\If vy + E <>\J) ov; | =: /\lf(oqvl +eg)-
; 1
Jj=2

Es claro que ¢, — 0, luego limyy, H;%:H = limy ”3151122” = Hgizi\\ y por ser ¢ lineal, como
aq 7& 0 y ¢(U1) 7&07

/\k+1
limry, = Km M — l{m 21 kd)(alvl +Epy1) — M\ lim a19(v1) + ¢(ek+1) — AL
k ko ¢(wk) koo Afg(arvr +ex) koond(v1) + ¢(ek+1)
Es facil ver como se generalizaria esto para cuando los j € {1,...,n} primeros valores propios

tienen igual valor absoluto.



El método de la potencia o del cociente de Rayleigh consiste en tomar p,y € C
arbitrarios en lo anterior, pues todavia no conocemos v1, e ir construyendo (zy)i y (r%)r para
obtener el valor propio de A con mayor valor absoluto.

En la practica no se calcula (z ), directamente, pues puede tender a inﬁnito oceroy esto da

errores de condicionamiento. En su lugar se calcula (yi)r dada por yg == ”m” € Ypt1 = HAka ,
AYk,
y entonces 1 = % En efecto, si yp = HTQH’ Yktl = I\Aifkl\ = “25 1= Hwk+1H’ luego por
induccion esto ocurre para todo k, y entonces, como ||zi+1]| = || Azk| = |Ayk |||z,
_ rny)  lmeallerny)  lleenl{Aye y)  (Ayr, y)
(T, y) [ ekl Ayl y) (e, y)

Si A es invertible, el método de la potencia inversa consiste en aplicar el método de
la potencia a A1, obteniendo el inverso del valor propio de A con menor valor absoluto, pues
Au = M <= M 'u = A~lu. Para ello, se factoriza A y bien se obtiene A~! resolviendo
columna a columna o se resuelve en cada paso Axyki1 = Tk.

Los valores propios de A — ul son de la forma A — p, siendo A un valor propio de A, por lo
que los métodos de la potencia y la potencia inversa sobre A — I, llamados de la potencia y la
potencia inversa con desplazamiento, nos darian respectivamente el valor propio mas lejano
y mas cercano a .

4.2. Meétodo de Jacobi

Sea A € M, (R) simétrica, y por tanto diagonalizable. Entonces el problema de encontrar
los valores y vectores propios de una matriz se puede traducir en el de encontrar una matriz
ortogonal que diagonalice A, que en el caso de n = 2 serd un giro. El método de Jacobi
consiste en construir una sucesion (Oy)x de giros en planos determinados por dos vectores de
la base canénica de forma que (Ay = (O7 -+ Ok)*A(O1 - - - Og))k, que podemos obtener como
Ao =Ay Apy1 = O;, ArOyp 41, converja a una matriz diagonal.

Sean1 <p<g<mn,feR, A= (a;;) € Mp(R) simétrica,

p q
4 1
1
1
cos 0 sin “—p
1
O := ,
1
—sin@ cos 6 “—q
1

y B = (b;;) := O'AO, entonces:



L. B es simétrica y cumple Y-, b7 =37, s aZ;.
:

= (O'AO)t = O'A*O = O'AO = B, luego B es simétrica. B*B = O'A'OO0'AO =
OtAtAO, luego tr(B'B) = tr(A'A), pero

tr(APA) =) (APA); = (A%)jidij = > alj,
j 7. %)

y analogamente, tr(B'B) =Y, . b7;.

2. Siapq #0, by = 0siy solo si cot(26) = %QT:”” con lo que el valor de 6 € (-7, 7]\ {0}

que cumple esto es tnico, y para dicho valor, ), bkk = akk + 2apq
bpp bpg \ [ cosf —sinf Gpp  Qpg cosf sinf
bgp bgg )\ sinf  cosf Qgp  Ggq —sinf cosf J’

bpg = cos 0(ay, sin @ + ap,q cos 0) — sin (aqp sin 6 + aqq cos 0)

Como

(App — Ggq) SN0 COS O + apy(cos® O — sin? )

= w sin(26) + apq cos(20),

de donde se obtiene la primera parte del enunciado. Aplicando el punto 1 a las submatrices
cuadradas de A y B con las filas y columnas p y ¢, a;, + a ¢t 2a = bf)p —+ bﬁq + 2b12,q.
Por la estructura de O, las columnas de AO son las de A excepto Ay, y Ay, y dada
C = (cij) € My (R), O'C tiene las mismas filas que C' salvo ¢, y ¢,. Entonces by, = ajy
para k # i,j pero bf,q =0, luego Y, b7, = D ketig b2, + bgp + bgq = ki ai, + agp +
agq + Qaf,q = .al + Qagq

3. Para el 0 descrito en el apartado anterior, sean x = %422

—z—VxZ+1 siz <0,

' {—;v+\/:1c2+1 sixz >0,

_ \/11+7 y s = ﬁ, para i,j # p,q,

bpp = app — tapg, bgq = Gqq + tapg, bpq = 0,
bpi = bip = CQp — SQygq, bqi = biq = SQqp —+ Ciq, bij = Qjj.
Sean z = %1=%r v ¢ :— tan . Entonces x = cot 20 — < 0=sin®8 _ 1—tan’9 _ 1-t>
T 2apq y - ~ 2sinfcosf® ~  2tanf ~ 2t

luego t2 — 22t —1 =0yt = 2wiv4$2+ =z ++va?2+ 1,y como [t| <1 porque || < =

4 )
queda el valor de ¢t dado. Como |0\ < Z,cosf >0, y como tan®f + 1 = cosf =c

cos2 6



y sinf = s. Entonces los casos by;, bgi, bip y big son obvios, y bpq v bgp vienen dados por
el ejercicio anterior. Finalmente,

bpp = cappe — agps) — s(agpc — agqs) = appCQ + aqq52 — 2csapq =
t2 2t

_ 2 _ _
= app + 5" (agq — app) — 2¢8apq = app + 21 1552%:1 T2 1%(1 =

t(1 —t2) 2t
app + 211 Qpq — 21 1apq = Qpp — tapg;

_ _ 2 2 _
bgq = 8(apps + apgC) + c(agps + agqC) = apps” + agec” + 2csapg =

9 t2 2t

= aqq + 5 (app — Aqq) + 2¢8apg = agq — 2+ 1x2apq + 2+ 1%(1 =
t(1 —t?) 2t

= Qqq — 211 apq+t2+1apq:aqq+mpq-

Con esto, el método de Jacobi clasico es el algoritmo [4] que en cada iteracién multiplica
implicitamente A por la matriz de giro O que anula a,,.

El teorema de convergencia del método de Jacobi clasico nos dice que, dada una
matriz A € M, (R) simétrica, si para k > 0 llamamos A, a la matriz A tras k iteraciones del
bucle y Q2 a la matriz 2 tras k iteraciones, ignorando la condicién de parada y dejando A
y € sin modificar si A es diagonal, (Ay), converge a una matriz diagonal cuya diagonal esta
formada por los valores propios de A, y si ademas estos son distintos dos a dos, (Q ) converge
a una matriz ortogonal cuyas columnas son los correspondientes vectores propios de A, en el
mismo orden.

Demostracion: Si alguin Ay es diagonal, esto ya ocurre, pues 2 es ortogonal y A, =
Q! AQy, por lo que supondremos que ningin Ay, lo es. Por tanto A es de tamano n > 3.

Vemos primero que, si (xg)r es una sucesion acotada en un R-espacio normado X de
dimensién finita con una cantidad finita de puntos de acumulaciéon aq,...,ay v

h’lin |zp+1 — x| =0,
entonces (xy) es convergente. Sea
L g | >0
‘= —minlla; — a; .
€:=3 nfr a; — aj

Existe un kg € N tal que para k > k,

M
xy € U B(ag,€),
k=1

pues en otro caso existiria una subsucesion (zg,, )m, de (z)r tal que zy, ¢ Uf\il B(ay,€), pero
esta subsucesion estd en un espacio acotado y, por tanto, tiene un punto de acumulacion.#
Como limy, ||zk4+1 — x| = 0, existe k; > ko tal que para k > ki, ||zrr1 — xl| < €. Sea
ip tal que x, € B(ay,,€), entonces |2k, +1 — Gigll < |Tk+1 — Tk || + |2k, — @io|] < 2€, y por
la desigualdad triangular, ||zk,+1 — a;|| > € para i # ig. Por tanto xp, 11 € B(a;,,€), y por



Entrada: Matriz simétrica real A := (a;;) de tamafio n y nivel de tolerancia a errores

e > 0.

Salida: Vector A de tamano n que aproxima los valores propios de A y matriz
ortogonal 2 de tamano n cuyas columnas aproximan los correspondientes

vectores propios.

Q< I;
mientras »,_,_;, a;; > e hacer
// Elegimos p y q por el criterio de Jacobi clasico, y por la condicién de

fin

parada elegida, a,, > 0.
Establecer p < ¢ tales que |apy| = méx;<; |a;;

Agq—a
T q; ee .
Apq

si x > 0 entonces t + —x + Vz2 + 1;
siné t + —x — va? +1;

1.
¢ A

t .
S 4 s

bpp = app — tapg;
bgq < Gqq + tapg;
bpq; bgp < 0;
para i # p, q hacer
bpiv bip < CQip — SQig;
bqi, bz‘q < SQip + Cigs
fin
para i,j # p,q hacer b;; < a;;;
A« (bij) ;
para i < 1 a n hacer
Ojp < CWip — SWiq;
Ojq < SWip — CWiq;
para j # p,q hacer o0;; < w;;;
fin
Q< (0i;) ;

A < diagonal de A;

Algoritmo 4: Método de Jacobi clésico.

// A+ O'AO

// Q= Qx0



induccion, zy, € B(ai,,€) para todo k > k1, con lo que solo hay un punto de acumulacion, a;,,
y entonces limy x = a;,.

Para la primera parte del teorema, sean Ay =: (Gxij)ij ¥ €k = Z#j(a;ﬂ-j)? Dados los py ¢
de la iteracion k, restringiéndonos a la submatriz de A formada por las filas y columnas p y ¢, la
suma de los elementos de los 4 coeficientes se conserva tras el giro, luego 2aipq + azpp + a% 0=
a%ka” + a%,H_l)qq. Ademaés, la suma de los cuadrados de los elementos de A no cambia, y
tampoco cambian los elementos de su diagonal distintos de p y ¢, y como ¢ es la suma de los
cuadrados de los elementos de Ay, fuera de la diagonal, e 11 = e, — 2(akpq)2.

Como apg = méx;xj aij|, e < n(n—1)ai,,, pues n(n—1) es el namero de elementos fuera

de la diagonal principal. Asi, aipq > ﬁ y

2
<(1-—2__
< (1 7 )

de donde limy e, = 0 y los elementos de Ay fuera de la diagonal convergen a 0, y queda ver
que los elementos de la diagonal también convergen.

Sea Dy = diag(agi1,---,@knn). Si (Dg,, )m una subsucesion de (Dy)x, por continuidad,
y como los elementos de Ay, fuera de la diagonal convergen a 0, lim,, det(\l, — Ay, ) =
det(AI,, — D). Pero Ay y A son semejantes, luego tienen el mismo polinomio caracteristico y,
por tanto, este coincide con el de D. Asi, los elementos de la diagonal de D son los valores
propios de A y con las mismas multiplicidades. Por tanto, los puntos de acumulacion de (Dy)g
son las diagonales formadas por los valores propios de A en distinto orden, de las que hay un
méximo de n!, y en particular (Dg)y tiene una cantidad finita de puntos de acumulacion.

Tenemos que limy(Dg4+1 — Di) = 0. En efecto,

0, i Do G;
Akt1)ii — Okis = § — tan Opagpg, 1= p;
tan 0y akpq, i=gq;

pero |tan | < 1 por ser O € (=%, 5], ¥ |arpq| < /Ex — 0. Ademas, (Dy)x esta acotada, pues
1Dkl < |Aklle = ||A||g- Aplicando la propiedad al principio, (Dg) converge a una diagonal
formada por los valores propios de A en algin orden, y por tanto (Ay)x también.

Para la segunda parte, sea (Q,, ). una subsucesion de (Q)x que converge a un cierto punto
acumulacion P de (Q)r, entonces Q) — P'e I, = Q) Q  — P'P, luego P'P =1, y P
es ortogonal. Como Q} AQ; — D, PtAP D, lo que 1mphca que las columnas de P forman
una base ortonormal de vectores propios asociados a los valores propios en D. Como estamos
suponiendo que todos los valores propios son distintos, cada uno tiene un subespacio propio de
dimensioén 1 y hay exactamente dos vectores propios ortonormales, uno opuesto del otro, para
cada valor propio, pudiendo escribir

con lo que los puntos de acumulacion de (2 )x solo se diferencian en el signo de las columnas
y por tanto hay un méaximo de 2", en particular una cantidad finita.



Dada una matriz ortogonal O, ||O||2 = 1, y como todas las normas en M,,(R) = R"™ son
equivalentes, existe 5 > 0 tal que ||O||g < 5]|O||2 = 8. Por tanto () esta acotada.
Si Oy es tal que t = tan(26;) en la iteracion k, en esta iteracion,

2a
tan(20y) = o _kpgk .
aq PP

Como cada (axs; ) converge a un valor propio, existe kg tal que, para k > ko,

rggl‘akii — akjj| > %Iggl?')\l = Ajl =M >0,
con lo que |akqq — arpp| > My, como todos los elementos de Ay, fuera de la diagonal principal
tienden a 0, (arpq)r tiende a cero (aunque p y ¢ cambien segin k), tanf; — 0 y, como
|0k] < %, 0k — 0, luego si Oy es el giro tal que Q1 = Ok, O — I, y, por tanto,
limg Q1 — Qk) = limg (O — I,)Q = 0, pues () estd acotada. Con esto, y aplicando
la propiedad del principio, (), converge a una matriz, cuyas columnas formaran una base
ortonormal de vectores propios en el mismo orden que los valores propios de D.

4.3. Meétodo QR

Dada una matriz A € M,,, definimos la sucesion (Ay)r como Ay := Ay Agy1 = RiQr,
donde (Qg, Ry) es la descomposicion QR de Aj. Bajo ciertas condiciones, esta sucesion tiende
a una matriz triangular superior, con los valores propios en la diagonal.

Para obtener una aproximacion de los valores propios a partir de una aproximacion A, =
(u;5) de dicha matriz, definimos una matriz V' = (v;;) € M,, dada por

L i =7
0, 1> 7
vij 1= ) i
- Z Uik Vkj, &< J;
Yii = Y33 S5

y los vectores propios son las columnas de Q1 --- Q,V.



Capitulo 5

Sistemas de ecuaciones no lineales

5.1. Iteracién de punto fijo

CN

Dado un espacio métrico (X,d), f : X — X es contractiva si existe ¢ € (0,1) tal que
Va,y € X,d(f(x), f(y)) < cd(z,y), y decimos que ¢ es una constante de contractividad
de f. [...] Teorema del punto fijo de Banach: Si (X,d) es completoy f: X — X es
contractiva con constante ¢, existe un dnico punto fijo £ € X y la sucesiéon dada por zg
arbitrario y z,+1 = f(x) converge a £ con

s

d(zn,§) < 1i

cd(:r:o,xl).

FvVvi

Definimos la norma de una aplicacion L : (E, || - ||) — (F,] - ]|") como

L] := [-.] sup{[|L(2) ]| }ocp, o <1

[-..] El teorema del incremento finito afirma que, sean f : Q C R™ — R, q,b € Q
con el segmento [a,b] C Q' y M > 0, si ||df(z)|]] < M para todo z € [a,b] se tiene

1F(0) = f(@)]| < M]|b - al|

Sean 2 C R™ abierto, f : @ — R" C! y x € Q un punto fijo de f con ||df(z)|| < 1, existe
§ > 0 tal que f(B(z,0)) C Q, y toda sucesién (z,,), dada por xg € B(x,6) y wx1 = f(zx)
converge.

Sean R = [a1,b1] X -+ X [an,by], f: R — R diferenciable y K € (0,1) tal que

ofi
0xj

K
n

(x)‘ <

para cada x € Red,j € {1,...,n}, entonces ||df||.c < K.



La aceleracion de Gauss-Seidel de una iteracion de punto fijo consiste en considerar, en
vez de xp41 = g(xg),

Tk+1)1 = 91(Zr1, - Thn),
T(k+1)2 gQ(I(k—&-l)h Tk2, .- Thn),
Thtin = In(Tht)1s - Tkt 1) (n=1)> Thn)-

5.2. Método de Newton

Consideremos una ecuacion f(z) = 0 con f : R® — R™ diferenciable. Sustituyendo f por
su polinomio de Taylor de primer orden en xg tenemos f(zg) + df (zo)(xz — z¢) = 0, lo que nos
da una aproximacion de x.

Como teorema, si f: Q C R — R" es C2, £ € Q es un cero de f y df(£) es no singular,
existe r > 0 tal que, para todo z € B(¢,r), la sucesion dada por zg = 2 y Tp41 = xf —
df (1) "L f(zx) converge a &, y existe M > 0 tal que

k1 = &Il < Ml = €17

Demostracion para n = 2: Queremos ver que g(z) :== x —df () "1 f(x) es contractiva cerca
de &, para lo que basta ver que es C* y que dg(¢) = 0. Como f es C?, detodf es continua y
diferenciable en 2, y en particular, en un entorno de &, las diferenciales tienen inversa

1 1 @) —gh@)\ _ (au(@) ane(z)
df () det df (z) <8g;f>(x) 2 () ) <a21($) agz(x))’

Y ai1, 12, G21, a2 son C'. Entonces
g(x y) — (.7; — a11($7y)f1(x,y) - alg(x,y)fQ(x7 y)) ’
’ y — a1 (z,y) f1(x,y) — aga(z,y) fo(x, y)

Las derivadas parciales de g; son

0y = 1= @) an ) g (0) - S @) — an() p2 (@)
a) = S AW - (@) G @) S @) - arae) T2 @)
Asi, como f(€) =0,
e = 1-an©GH© - an©F2(©)
- 1 e (oo - Lee)-1-1-0
e) = —anOFO) - mal€) g2 (©
s (o 3e - Feglo) -o



Para go es anélogo, y solo queda ver el orden de convergencia. Dados un abierto conexo C' C R"
y f:C — R", siexiste K > 0 tal que para z,y € C, ||df(x) — df (v)|| < K||= — y||, entonces,
para z,y € C,

17@) ~ 1)~ dF @)~ )l < e — ol

En efecto, sea ¢ : [0,1] — C dada por ¢(t) = f(y + t(x — y)), por la regla de la cadena,
¢'(t) = df (y + t(z — y))(z — y), por lo que

le"(8) = ")l = [I(df (y + t(z — y)) = df () (z = )| <
< lldf (y + ta = y) = df )lllz - yll < Ktllz —y]]?,

y como ademés

1
A= f(a) = f(y) — df (y)(z —y) = (1) — ¢(0) — ¢ (0) = /0 (' () = ¢'(0))dt,

queda
K
jal< [ IO ¢l < Ko —of? [ 1ar ="

Cuando esto se cumple,

l@rs1 — &Il = ||(@r — &) — df (z) " )l = ||df (xe) ™ (df (zi) (@ — €) — Flax))| <
<l () llf o) (x — €) = Fan)]l 7L
= lldf () "M LA ) = flan) — df (xp) (& — @) < ||df<xk)—1||§”$k iy

y tomando M = supzeB(g  ldf (z)~ 1| se obtiene la acotacion.

5.3. Meétodo de Broyden

El método de Newton requiere calcular la matriz diferencial en cada iteracion (©(n?) si se
usa derivacién numérica y evaluar f en un punto es ©(1)) y resolver un sistema lineal (0(n?)).
Para reducir el orden de complejidad, podemos aproximar la diferencial con una matriz Ay tal
que Ag(zy —xp—1) = f(ar) — f(ag—_1), con lo que solo necesitamos la diferencial para obtener
x1. A cambio, pasamos de orden de convergencia cuadrético a supralineal.

Podemos usar

1
Ap = Ap_1 + E f(@e) (@ — zr—1)",

|z — zk-1]

tomando Ag = df (xg). En efecto, como x, = xp_1 — /:_11f(33k—1), tenemos Ag_1 (25 —p_1) =
f(xk_1), y por tanto

(Akl + %f(fk)(l”k - $k1)t) (T — 1) =
[z — zp-1[3

= Ap_1(zp — xp1) + flan) = flar) — f(op—1).



Para calcular la inversa de Aj podemos usar la formula de Sherman-Morrison,

_ _ 1 _ _
(A+uvy) ' =4 1—m(14 o) (y* A7),

suponiendo que y*A~'x # —1. Esto reduce el orden de complejidad de cada iteracion a ©(n?)
en el caso general, asumiendo que evaluar f en un punto es O(n?).

5.4. Meétodo del descenso rapido

Entrada: Funcion f: R™ — R"™, aproximacioén inicial € R™, margen de error e > 0 y
tolerancia ¢ > 0.

Salida: z tal que f(z) = 0, o error indicando que no se puede mejorar la aproximacion.

Definir g(z) := > ;_, fr(z)?

mientras g(z) > e hacer
Vg(z) .

Vg(@)l

a1

U <—

mientras g(z — au) > g(z) hacer a + 3a;

si |a| < t entonces devolver error;

// Interpolar en (0, g(x)), (5, g9(x + Su)), (o, g(x + au)).

go < g(x);

g1 g(x + Fu);

g2 < gz + au)
2(91—90)
2(92—91)

ho = =L~ ) . // Usamos diferencias divididas de Newton.
hy 02 q1)
h’Ol — hzah1 )
// Obtener y usar el vértice de la parabola resultante.
1 ho Y.
ao < 3(5 — g0 )

si g(gc + aou) < go entonces x +— T + apu;
siné x < = + au;

Algoritmo 5: Método del descenso réapido.

El método del descenso répido o steepest descent es el algoritmo [p} y consiste en minimizar
la funcion g(z) == || f(z)||3 desplazéandonos, en cada iteracion, en la direccién de mayor descenso
en esta funcion. No es un método muy rapido, pero permite una estimacién inicial mas lejana
que los métodos de Newton y Broyden, por lo que se suele usar para obtener una aproximaciéon
no muy fina que a su vez se usa como punto de partida para estos métodos.



Apéndice A
Octave

Los ficheros de cédigo de Octave tienen extensién .m y pueden contener un script o una
funcién. Los scripts contienen una secuencia de 6rdenes y se invocan con nombre (el nombre
del fichero sin la extension). Las funciones tienen forma:
function (wal|lwal,...]) = nombre (par, ..)

stmt

endfunction R
Donde nombre debe coincidir con el nombre del fichero, los pardmetros (par) se pueden

usar como variables, y los valores de retorno (val) se usan como variables inicialmente no
definidas, de modo que su valor al final de la funcién es el valor devuelto. La funcién se invoca
con la expresién nombre (arg, ...) si devuelve un solo valor o con la sentencia [var, ...] =
nombre (arg, ...) si devuelve varios. Por defecto, Octave busca los scripts y funciones en el
directorio actual (que se puede cambiar en la interfaz grafica) y en la biblioteca estandar.

Las sentencias terminan con salto de linea o con ; (normalmente seguido de salto de linea),
pero si termina en salto de linea, el valor devuelto se imprime, bien como ans = wvalor sila
sentencia es una expresion expr que devuelve un valor, o como 4 = walor sila sentencia es
una asignaciéon 4 = ezpr. Las variables se definen en su primera asignacion.

Los comentarios empiezan por% o # y terminan al final de la linea.

Las variables de las funciones tienen ambito local y las de los scripts tienen como dmbito
el intérprete de comandos. Existe un ambito global, y para indicar que una variable pertenece
a este, se afiade el comando global wariable en cada dambito en que se vaya a usar (en el
intérprete, normalmente dentro de un script, y en las funciones).

A.1. Tipos de datos

A.1.1. Matrices

En Octave, los ntimeros (con sintaxis [-+1?7((\d+\.?[\d*\.\d+) ([eE] [-+]?\d+)?| [Iilnf)
o ({namero}\+) ?{ntimero}?i) representan matrices 1 x 1 de ntumeros de doble precision, y
las cadenas de caracteres (con sintaxis > ([~?11°)*> o "(["\\?1|\\{escape})*") representan
matrices fila de caracteres. En estas, \n indica un salto de linea y \t un tabulador.



La expresion [ai, ..., a,] concatena horizontalmente las matrices a3 € M, xp, (S) hasta

ap € Mpyxn,(S) en una matriz en MmXZLlnk(S)’ y la sintaxis [a11, ..., @1ip;3 -3 GQq1s
..» Ggp,] hace esto en cada parte, resultando en ¢ matrices by € M,y,, xn(S), y las concatena
verticalmente en una My, ., (5).

Si una operacién * actuia sobre matrices, .x acttia sobre cada elemento. Si se aplica a dos
matrices de igual tamano, se aplica a cada elemento de una con el correspondiente de la otra
para obtener un elemento 1 X 1 que se sittia en la posiciéon correspondiente de la matriz de
salida. Si una de las dos es de un elemento, se extiende a una de igual tamano que la otra con
todos los elementos iguales al original.

4 (z, y) eslasubmatriz de 4 formada por las columnas con indice en el vector z y las filas
con indice en el vector y, y 4 (z) convierte la matriz en un vector concatenando las traspuestas
de sus columnas y toma los elementos del vector con indice en z. Los vectores de indice se
pueden sustituir por : para tomar todas las filas o columnas. Los indices empiezan por 1.

A(z, y) = expr o A (z) = ezpr asigna los elementos de la submatriz a la izquierda del
= a los de la devuelta por la expresion, que debe ser del mismo tamaiio. Si la variable no existe,
se crea, y si la submatriz indicada supone que 4 es méas grande de lo que es, esta se amplia y
se rellena con ceros.

A.1.2. Numeros

El operador + suma matrices numéricas de igual tamano, - las resta y * multiplica matrices
o una matriz por un escalar. Si a y b son escalares con b # 0, a/b es su cociente.

Llamamos vector a una matriz fila. Entonces a:b genera el vector (a,a + 1,...,b) y
a:t:b genera el vector (a,a + t,...,b). Cuando es posible, A\B devuelve una matriz X tal
que AX =B. 4’ es 4*.

A.1.3. Booleanos

Los booleanos son numeros: 0 para falso, cualquier otro ntmero (normalmente 1) para
verdadero. Entonces | o || es el operador disyuncién; & o && es la conjuncién. Los operadores
de comparacion ==, != (0 ~=), <, <=, > y >= hacen lo que se esperaria.

A.1.4. Listas

Las listas pueden contener elementos de distintos tipos. No se asigna a una lista, sino a sus
elementos, a los que se hace referencia por lista{indice}. Los indices empiezan por 1. Si se
asigna a un indice mayor que el tamano de la lista, esta se amplia y se rellena con matrices
numeéricas 0 x 0.

A.1.5. Funciones anénimas

Una funcién anénima se expresa como @(par, ...) ezpr, puede asignarse y puede usarse
como una funcién normal. Solo puede devolver un elemento.



A.2. Control de flujo

La sentencia
for war = wector
stmt ...

endfor
evalia los stmt una vez por cada elemento del vector con var tomando el valor del elemento.

El vector también puede ser una lista, pero entonces devuelve listas de un elemento a las que
hay que acceder con el indice 1.
while condicion

stmt

endwhile
evalta los stmt repetidamente mientras la condicidn se cumpla, comprobandola al principio

de cada iteracion.
do
stmt ...

until condicidén . L ) .
evaltua los stmt repetidamente mientras la condicidn no se cumpla, comprobandola al prin-

cipio de cada iteracion salvo la primera.
if condicion

then-stmts
[else

else-stmts]|

endif
evaliia condicidn y, si se cumple, ejecuta then-stmts, y de lo contrario, si esta, ejecuta

else-stmts.
La sentencia break sale del bucle (for o while) mas interno en que se encuentra, continue
pasa a su siguiente iteracion y return sale de la funcion.
try
stmts
catch
handle-stmts

end_try_catch
ejecuta los stmts y, si hay una excepcion, la captura y ejecuta los handle-stmts.

A.3. Biblioteca estandar

La mayoria de funciones que reciben un ntumero y devuelven otro también funcionan ele-
mento a elemento con matrices.

abs(z) |z|.

addpath(dir,...) Anade los directorios indicados a la lista de rutas donde buscar scripts y
funciones.

and(z!,z2,...) 1 & z2 & ...

clc Limpia la pantalla de la shell.



clear Borra todas las variables.

clf Vacia la ventana de graficas, creandola si no existia ya.
cond(4 ,p) norm(4, p) * norm(inv(4), p).

cond(4) cond(4,2).

contour(z,y,v,h,style) Siacada par formado por un elemento de z y el correspondiente
de y se le asigna el elemento correspondiente de v, dibuja la curva de nivel (aproximada)
de la gréfica a la altura h. El parametro style es una cadena donde cada caracter indica
una propiedad: r rojo, b azul, m magenta, etc.

contour(z,y,z,h) Como la anterior, con el estilo por defecto.

diag(4,k) Si 4 es vector, devuelve una matriz diagonal con elementos del vector en la dia-
gonal {(4,7) | i +k = j}, y de lo contrario devuelve un vector con los elementos de dicha
diagonal de 4.

diag(4) diag(4,0).
disp(z) Imprime el valor de z.
dot(z,y) Producto escalar hermitiano (y, ).

[V, lambdal=eig(4) Devuelve una matriz diagonal lambda en la que los elementos de las
diagonal son los valores propios de 4 y una matriz ¥ cuyas columnas son los vectores
propios correspondientes.

eps Menor € tal que 1 + € > 1 con la precisiéon de la maquina.
error(tezt) Lanza una excepcién con un cierto texto.
exp(z) €”.

eye(n) Matriz identidad de tamano n.

feval(funcidn,...) funcion (...).

figure(n) Crea una ventana para graficas identificada por n si esta no existe, y la usa para
los dibujos posteriores.

fminunc(f,z0) Busca un minimo local de f partiendo de una aproximacioén inicial z0.

format opcién Cambia el formato en que se imprimen los ntmeros por defecto. Posibles
valores son short o long para la cantidad de decimales (pocos o muchos), seguido op-
cionalmente por e para notacién cientifica o g para elegir en cada caso si es mejor usar
notacion cientifica o normal.

fprintf(fmt,...) printf(fmt,...).
inv(4) Inversa de la matriz cuadrada no singular 4.

isosurface(z,y,z,v,val) Como contour para funciones de 3 variables (z,y, z).



length(4) max(size(4)).

linspace(start ,end ,n) Vector de n puntos equiespaciados de start a end.

[L,U,P,g]=1u(4) Descomposicion de Gauss de 4 con eleccion de pivote total.
[L,U,P]=1u(4) Descomposicién de Gauss de 4 con eleccion de pivote parcial.
max(z,y) mix{z,y}.

[w,i2w]l=max(v) Obtiene w = Maxv; € 2w CON W = Vy;y.

max(4) méx4;;.

[zz ,yy]=meshgrid(z,y) Siz es un vector de m elementos e y es un vector de y elementos,
zz e yy son matrices m x n donde las filas de zz son copias de = y las columnas de yy
son copias de y.

min(z,y) min{z,y}.
[w,i2w]=min(v) Obtiene w = minwv; e 2w con w = vy
min(4) min4;;.

norm(4 ,p ,opt) Si opt es "columns" o "cols", vector fila con la norma p de cada vector
columna en 4. Si es "rows", vector columna con la norma p de cada vector fila en 4.

norm(4 ,p) Norma p de 4, matricial o vectorial segiin corresponda, donde p es un entero
positivo o Inf.

norm(4) norm(4,2).
ones(m,n) Matriz m x n formada por unos.
or(zl,z2,...) =1 | z2 |

printf (fmt,...) Imprime los argumentos con un cierto formato fmt, una cadena con ca-
racteres normales que se representan a si mismos y secuencias de escape que empiezan
por %. Por ejemplo, %f imprime el siguiente argumento como nimero de punto flotante
con varios decimales, %ie también pero con notacion cientifica, %d también pero con pocos
decimales, %s como cadena y % % representa un caracter %.

rand(m,n) Matriz de m filas y n columnas con elementos aleatorios entre 0 y 1.

rmpath(dir,...) Elimina los directorios indicados de la lista de directorios donde buscar
scripts y funciones.

size(4) Devuelve un vector con el niimero de elementos en cada dimensiéon de 4. Las matrices
tienen dos dimensiones, y las listas también con primera dimensién de tamafio 1.

sign(z) Si z =0, 0, de lo contrario é—‘

sort(v) Copia del vector v con sus elementos en orden creciente.



sortrows(4) Copia de la matriz 4 con sus filas en orden de menor a mayor primer elemento,
o segundo en caso de empate, etc.

sqrt(z) z.
sum(A) ZA’L'j-

[U,S,V]=svd(4) Devuelve dos matriz ortogonales U y V y una diagonal S tales que 4 =
Usv*.

title(str) Da un titulo a la grafica.

trace(4) Traza de 4.

transpose(4) 4°t.

tril(4,k) Matriz como 4 pero con los elementos (¢,7) con j —i > k a 0.
tril(4) tril(4,0), matriz triangular inferior.

triu(4,k) Matriz como 4 pero con los elementos (7,7) con i —j > k a 0.
triu(4) triu(4,0), matriz triangular superior.

vander(c,n) (c?_j)ij € Mgize(c)xn-

warning(texzt) Muestra un texto a modo de alerta.

xlabel(str) Indica la leyenda del eje X de la grafica.

ylabel(str) Indica la leyenda del eje Y de la grafica.

zeros(m,n) Matriz nula de m filas y n columnas.

zlabel(str) Indica la leyenda del eje Z de la gréfica.
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