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Capítulo 1

Introducción

1.1. Matrices
Dada M ∈ Mm×n(C), llamamos matriz adjunta de M a M∗ := (Mji)ij ∈ Mn×m(C) y

matriz traspuesta de M a M t := (Mji)ij ∈ Mn×m(C), que coincide con la adjunta cuando
los coeficientes son reales, y se tiene (AB)∗ = B∗A∗ y A∗∗ = A.

Llamamos traza de una matriz A ∈Mn a

trA :=

n∑
k=1

Akk.

El determinante es la única aplicación det : Mn(K) → K multilineal (lineal en cada fila o
columna) y alternada (que cambia de signo al permutar dos filas o columnas) que le asocia 1
a la identidad, y cumple det(AB) = det(A) det(B).

Sean A ∈ Mn(K), λ ∈ K y p ∈ Kn \ 0, si Ap = λp, λ es un valor propio y p es un
vector propio de A. Los valores propios de A son los ceros de su polinomio característico,
pA(λ) := det(A− λI). Si estos son λ1, . . . , λn, el espectro de A es σ(A) := {λ1, . . . , λn} y su
radio espectral es ρ(A) := máx{|λ1|, . . . , |λn|}.

1.2. Sistemas de ecuaciones
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas es uno de la forma

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

...
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

Llamamos coeficientes a los escalares aij , términos independientes a los escalares bi y
soluciones del sistema a los vectores (x1, . . . , xn) que cumplen todas las igualdades. Un sis-
tema es compatible si tiene soluciones, en cuyo caso es determinado si solo tiene una o
indeterminado si tiene más, y en otro caso es incompatible. Es homogéneo si todos los
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términos independientes son 0, en cuyo caso tiene al menos la solución trivial 0. Dos sistemas
de ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

Llamamos matriz de coeficientes a la matriz m×n A := (aij)ij , columna de términos
independientes a la matriz columna b := (bi)ij y matriz ampliada a

(
A b

)
. Entonces

podemos representar el sistema como Ax = b. Si A es invertible, el sistema es compatible
determinado, pues x = A−1Ax = A−1b.

1.3. Aplicaciones lineales
Una base de un K-espacio vectorial E de dimensión finita es una tupla (v1, . . . , vn) de

vectores linealmente independientes de E tal que todo x ∈ E se puede escribir como

n∑
k=1

xkvk

con x1, . . . , xn ∈ K. Esto nos permite identificar los vectores x ∈ E con sus coordenadas
(x1, . . . , xn) ∈ Kn, y con la correspondiente matriz columna.

Un producto escalar en un R-espacio vectorial E es una función ⟨·, ·⟩ : E×E → R bilineal
simétrica tal que ∀f ∈ E \ 0, ⟨f, f⟩ > 0.

Llamamos producto escalar euclídeo en Rn a

⟨x, y⟩ :=
n∑

k=1

xkyk = xty = ytx,

producto escalar hermitiano en Cn a

⟨x, y⟩ :=
n∑

k=1

xkyk = y∗x = x∗y.

Sean M ∈ Mm×n(C), u ∈ Cn y v ∈ Cm, ⟨Mu, v⟩ = ⟨u,M∗v⟩, y en particular, para M ∈
Mm×n(R), u ∈ Rn y v ∈ Rm, ⟨Mu, v⟩ = ⟨u,M tv⟩. En efecto, ⟨Mei, ej⟩ = ⟨(Mki)k, ej⟩ = Mji,
y ⟨ei,M∗ej⟩ = ⟨ei, ((M∗)kj)k⟩ = ⟨ei, (Mjk)k⟩ = Mji = Mji.

Dos vectores x, y ∈ Cn son ortogonales si ⟨x, y⟩ = 0.

1.4. Matrices especiales
Una matriz A es cuadrada si tiene el mismo número de filas que de columnas, en cuyo

caso es diagonal si ∀i ̸= j, Aij = 0, triangular superior si ∀i > j,Aij = 0 y triangular
inferior si ∀i < j,Aij = 0. Es simétrica si A = At, hermitiana si A = A∗, ortogonal si
A−1 = At, unitaria si A−1 = A∗ y normal si AA∗ = A∗A. Si A ∈Mn(C):

1. Existe U ∈Mn unitaria tal que U−1AU es triangular superior.

Lo probamos primero para U cualquiera. Para n = 1 esto es claro. Sea ahora n > 1 y
supongamos esto probado para n − 1. Si f : Cn → Cn es la aplicación lineal asociada a
f , por el teorema fundamental del álgebra, el polinomio característico de A tendrá raíz y



por tanto f tendrá un valor propio λ ∈ C con vector propio asociado v1. Sean p2, . . . , pn
tales que (v1, p2, . . . , pn) es base de Cn y W := span(p2, . . . , pn), existen g : W → W y
α2, . . . , αn ∈ C tales que, para 2 ≤ k ≤ n, f(pk) = αkv1 + g(pk).
Por la hipótesis de inducción, existe una base (v2, . . . , vn) de W en la que la matriz de
g es triangular superior. Si, para 2 ≤ i ≤ n, vi =:

∑n
j=2 γijpj , como f(v1) = λv1 y, para

2 ≤ i ≤ n, f(vi) = (
∑n

k=2 αkγik) v1 + g(vi), tenemos que la matriz (bij) de f con la base
(v1, . . . , vn) es triangular superior.
Por el método de Gram-Schmidt, existe una base ortonormal (u1, . . . , un) tal que, para
1 ≤ k ≤ n, span(u1, . . . , uk) = span(v1, . . . , vk), y como f(vk) =

∑j
i=1 bikvi es com-

binación lineal de (v1, . . . , vk), también lo es de (u1, . . . , uk) y f se expresa en la base
(u1, . . . , un) como matriz triangular. Como esta base es ortonormal respecto al producto
escalar hermitiano, la matriz de paso es unitaria.

2. Si A es normal, existe U ∈Mn unitaria tal que U−1AU es diagonal.
Existe U unitaria tal que T := U−1AU = U∗AU es triangular superior, pero T ∗T =
(U∗AU)∗U∗AU = U∗A∗U∗∗U∗AU = U∗A∗UU∗AU = U∗A∗AU y TT ∗ = U∗AU(U∗AU)∗ =
U∗AUU∗A∗U = U∗AA∗U = U∗A∗AU = T ∗T , luego T es normal. Entonces, para i < j,
Aij = (A∗)ij = Aji = 0 = 0, pues j > i y A es triangular superior. Por tanto T es
diagonal.

AAlG

Toda matriz simétrica real A ∈Mm(R) admite una matriz ortogonal P tal que P−1AP =
P tAP es diagonal.

Dada A ∈Mn, los valores propios de A∗A son no negativos, pues si p ̸= 0, A∗Ap = λp =⇒
λ∥p∥2 = λ⟨p, p⟩ = λp∗p = p∗λp = p∗A∗Ap = (Ap)∗(Ap) = ∥Ap∥2 ≥ 0 =⇒ λ ≥ 0. Llamamos
valores singulares de A a las raíces cuadradas de estos valores propios. Entonces:

1. Para A ∈ Cn con valores singulares µ1, . . . , µn, existen U y V unitarias tales que U∗AV =
diag(µ1, . . . , µn).
A∗A es normal, pues (A∗A)∗ = A∗A y por tanto (A∗A)(A∗A)∗ = (A∗A)∗(A∗A). Por el
teorema anterior, existe V unitaria tal que V ∗A∗AV = diag(µ2

1, . . . , µ
2
n), donde los µi son

los valores singulares de A. Si f1, . . . , fn son las columnas de AV , entonces f∗
i fj = µ2

i δij
para i, j ∈ {1, . . . , n}. Podemos suponer que los valores singulares nulos son µ1, . . . , µr,
luego f1, . . . , fr = 0, y haciendo uj :=

fj
µj

para j ∈ {r + 1, . . . , n}, queda u∗
i uj = δij para

i, j ∈ {r + 1, . . . , n}, es decir, {ur+1, . . . , un} son ortogonales. Completando con vectores
ortogonales u1, . . . , ur se obtiene una base ortonormal de Cn, y llamando U a la matriz
con columnas (u1, . . . , un), queda que

(U∗AV )ij = u∗
i fj =

{
0 si 1 ≤ j ≤ r

µju
∗
i uj si r + 1 ≤ j ≤ n

= µiδij .

2. Para A ∈ Rn con valores singulares µ1, . . . , µn, existen U y V ortogonales tales que
U tAV = diag(µ1, . . . , µn).
Análogo, viendo que AtA es simétrica y cambiando adjuntas por traspuestas y unitarias
por ortogonales.



1.5. Cocientes de Rayleigh
El cociente de Rayleigh de una matriz A ∈ Mn(C) es una aplicación RA : Cn \ 0 → C

dada por

RA(v) :=
⟨Av, v⟩
⟨v, v⟩

=
v∗Av

v∗v
.

Si A es hermitiana, este cociente toma valores reales, pues entonces RA(v) =
⟨Av,v⟩
⟨v,v⟩ = ⟨v,Av⟩

⟨v,v⟩ =
⟨A∗v,v⟩
⟨v,v⟩ = ⟨Av,v⟩

⟨v,v⟩ = RA(v).
Sean A ∈Mn hermitiana con valores propios λ1 ≤ · · · ≤ λn, (p1, . . . , pn) una base ortonor-

mal ((pi, pj) = δij) de vectores propios correspondientes (Apk = λkpk), Ek := span{p1, . . . , pk}
para cada k (E0 = {0}) y Sk la familia de todos los subespacios de Cn con dimensión k.
Entonces, para 1 ≤ k ≤ n:

1. λk = RA(pk).

Sean U unitaria tal que D := U∗AU = diag(λ1, . . . , λn), v ∈ Cn \ 0 y v = Uw,

RA(v) =
v∗Av

v∗v
=

w∗U∗AUw

w∗U∗Uw
=

D

w∗w
=

∑
k λk|wk|2∑
k |wk|2

.

Como w es v expresado respecto de la base (p1, . . . , pn), Upk = ek, luego RA(pk) =
λk

1 =
λk.

2. λk = máxv∈Ek\0 RA(v).

Si v es de la forma
∑k

i=1 αipi, w = (α1, . . . , αk, 0, . . . , 0), y como los valores propios están
ordenados,

RA(v) =

∑k
i=1 λi|αi|2∑k
i=1 |αi|2

≤
∑k

i=1 λk|αk|2∑k
i=1 |αk|2

= λk = RA(pk).

3. λk = mı́n0̸=v⊥Ek−1
RA(v).

En este caso, v es de la forma
∑n

i=k αipi, y el razonamiento es análogo al del punto
anterior.

4. λk = mı́nW∈Sk
máxv∈W\0 RA(v).

≥] λk = máxv∈Ek\{0} RA(v)
Ek∈Sk

≤ ı́nfW∈Sk
máxv∈W\{0} RA(v).

≤] Queremos ver que ∀W ∈ Sk, λk ≤ máxv∈W\{0} RA(v). Si E⊥
k−1 := {v ∈ V |

v⊥Ek−1}, basta ver que para todo subespacio W de dimensión k, W∩E⊥
k−1 ̸= 0, pues

entonces, para v ∈ (W ∩E⊥
k−1)\0, como 0 ̸= v⊥Ek−1, λk ≤ mı́n0̸=v⊥Ek−1

RA(v). Pe-
ro como E⊥

k−1 tiene dimensión n−k+1, por Grassmann, dim(W ∩E⊥
k−1) = dimW+

dimE⊥
k−1−dim(W ⊕E⊥

k−1) ≤ dimW +dimE⊥
k−1−dimCn = k+n−k+1−n = 1.

5. λk = máxE∈Sk−1
mı́n0̸=v⊥E RA(v).

Análogo.



1.6. Normas matriciales
Sea E un espacio vectorial sobre R o C, una norma sobre E es una aplicación ∥ · ∥ : E →

[0,+∞) tal que:

1. ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0.

2. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

3. ∥ax∥ = |a|∥x∥.

Llamamos espacio vectorial normado al par (E, ∥ · ∥). La función d(x, y) = ∥x− y∥ es una
distancia en E. Todas las normas en un espacio de dimensión finita son equivalentes, es decir,
definen la misma topología.

Si E es un R-espacio vectorial con un producto escalar ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥ : E → R dada por
∥f∥ :=

√
⟨f, f⟩ define una norma en E. Llamamos norma p de x ∈ Cn a

∥x∥p := p

√√√√ n∑
k=1

|xk|p,

norma euclídea a ∥x∥2 =
√
⟨x, x⟩ y norma infinito a

∥x∥∞ := máx n
k=1|xk|.

Una norma matricial en Mn(K), donde K es R o C, es una que cumple ∀A,B ∈
Mn(K), ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥. Dada una norma ∥ · ∥ en Kn, llamamos norma matricial subor-
dinada a la norma ∥ · ∥ a la norma matricial en Mn(K) dada por

∥A∥ := sup
x∈Kn\{0}

∥Ax∥
∥x∥

= sup
∥x∥≤1

∥Ax∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1

∥Ax∥.

Entonces, para A ∈Mn(K) y x ∈ Kn, ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥.
Sea A := (aij)ij ∈Mn(C):

1. ∥A∥1 = máxj
∑

i |aij |.
sup{∥Ax∥ | ∥x∥ = 1} = sup{

∑
k |Ax|k |

∑
k |xk| = 1} = sup{

∑
k,i |aki||xi| |

∑
i |xi| = 1}.

Sea j tal que máxi
∑

k |aki| =
∑

k |akj |, para x con
∑

i |xi|,

∑
k,i

|aki||xi| =
∑
i

(
|xi|

∑
k

|aki|

)
≤

(∑
i

|xi|

)(∑
k

|akj |

)
=
∑
k

|akj |,

luego sup{
∑

k,i |aki||xi| |
∑

i |xi| = 1} = máxi
∑

k |aki|.

2. ∥A∥2 =
√

ρ(A∗A) = ∥A∗∥2. En particular, ∥A∥2 es el mayor valor singular de A, y si A
es unitaria o real ortogonal, ∥A∥2 = 1.

∥A∥22 = sup

{
∥Ax∥22
∥x∥22

∣∣∣∣ ∥x∥2 = 1

}
= sup

{
⟨Ax,Ax⟩
⟨x, x⟩

=
⟨A∗Ax, x⟩
⟨x, x⟩

= RA∗A(x)

∣∣∣∣ ∥x∥2 = 1

}
,



pero si λ1, . . . , λm ≥ 0 son los valores propios de A∗A y E1, . . . , Em son los subespacios
propios asociados, ρ(A∗A) = máx{λ1, . . . , λm} = máxmk=1 máx{RA∗A(v) | v ∈ Ek\{0}} =
máx{RA∗A(v) | v ̸= 0}, y como

RA∗A(v) =
⟨Av, v⟩
⟨v, v⟩

=

〈
A

v√
⟨v, v⟩

,
v√
⟨v, v⟩

〉
=

〈
A

v

∥v∥2
,

v

∥v∥2

〉
,

queda ρ(A∗A) = máx{RA∗A(v) | v ̸= 0} = máx{RA∗A(v) | ∥v∥2 = 1} = ∥A∥22.

3. ∥A∥∞ = máxi
∑

j |aij |.

∥A∥∞ = sup{∥Ax∥∞ | ∥x∥∞ = 1} = sup{máx
k
|Ax|k | máx

k
|xk| = 1} =

= sup

{
máx

k

∣∣∣∣∣∑
i

akixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ máx

i
|xi| = 1

}
= máx

k
sup

{∣∣∣∣∣∑
i

akixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ máx

i
|xi| = 1

}
.

Este supremo se alcanza cuando, para cada i, xi = 1 si aki > 0 o xi = −1 si aki < 0, con lo
que sup{|

∑
i akixi| | máxi |xi| = 1} = |

∑
i |aki|| =

∑
i |aki|, luego ∥A∥∞ = máxk

∑
i |aki|.

4. Si A es normal, ∥A∥2 = ρ(A).

La norma euclídea, ∥A∥E :=
√∑

i,j |aij |2, es una norma matricial no subordinada a ninguna

norma en Kn, pero es más fácil de calcular que ∥ · ∥2, y ∥A∥2 ≤ ∥A∥E ≤
√
n∥A∥2.

Si A ∈Mn(K):

1. Toda norma matricial ∥ · ∥ en Mn(K) cumple ρ(A) ≤ ∥A∥.
Sean λ un valor propio tal que |λ| = ρ(A), p ̸= 0 un vector propio de λ y q ∈ Kn tal que
la matriz pqt ̸= 0. Entonces ρ(A)∥pqt∥ = ∥λpqt∥ = ∥(Ap)qt∥ = ∥A(pqt)∥ ≤ ∥A∥∥pqt∥, y
despejando, ρ(A) ≤ ∥A∥.

2. Para todo ε > 0 existe una norma matricial subordinada ∥ · ∥ tal que ∥A∥ ≤ ρ(A) + ε.

Sea U la matriz unitaria tal que U−1AU es triangular superior. Entonces la diagonal está
formada por los valores propios λ1, . . . , λn, no necesariamente distintos, de A.

Sea Dδ := diag(1, δ, . . . , δn−1) para δ > 0, entonces (UDδ)
−1A(UDδ) = D−1

δ U−1AUDδ =
Dδ−1U−1AUDδ, pero (aij)Dδ = (δjaij) y Dδ−1(aij) = (δ−iaij), luego si U−1AU = (uij),
D−1

δ U−1AUDδ = Dδ−1(uij)Dδ = Dδ−1(δjuij) = (δj−iuij).

La diagonal no cambia, la matriz sigue siendo triangular superior y, para δ suficientemente
pequeño,

∑n
j=i+1 |δj−iuij | < ε para cada i. Así, ∥(δj−iuij)∥∞ = máxi

∑
j δ

j−iuij =

máxi(λi +
∑n

j=i+1 δ
j−iuij) ≤ ρ(A) + ε. Tomando la norma ∥v∥∗ := ∥(UDδ)

−1v∥∞, la
norma subordinada a esta cumple ∥A∥∗ = ∥(UDδ)

−1A(UDδ)∥∞ ≤ ρ(A) + ε.

De aquí que ρ(A) = ı́nf{∥A∥ | ∥ · ∥ es una norma matricial en Mn(K)}.
Sea B ∈Mn, ĺımk B

k = 0 si y sólo si ∀v ∈ Kn, ĺımk B
kv = 0, si y sólo si ρ(B) < 1, si y sólo

si existe una norma subordinada tal que ∥B∥ < 1.

[1 =⇒ 2] 0 ≤ ĺımk ∥Bkv∥ ≤ ĺımk ∥Bk∥∥v∥ = 0∥v∥ = 0, luego ĺımk B
kv = 0.



[2 =⇒ 3] Sea λ un valor propio de A y p un vector propio asociado, entonces ĺımk B
kp =

ĺımk λ
kp = p ĺımk λ

k = 0, luego |λ| < 1.

[3 =⇒ 4] Por el teorema anterior, existe ∥ · ∥ tal que ∥B∥ < ρ(B) + (1− ρ(B)) = 1.

[4 =⇒ 1] Sea ∥ · ∥ esta norma, 0 ≤ ĺımk ∥Bk∥ ≤ ĺımk ∥B∥k = 0, luego ĺımk B
k = 0.

Toda norma matricial cumple ĺımk ∥Bk∥1/k = ρ(B). Demostración: Sabemos que ρ(B) ≤
∥B∥, y como ρ(B) = ρ(Bk)1/k, queda ρ(B) ≤ ∥Bk∥1/k para todo k. Fijado ahora ε > 0, sea
Bε := B

ρ(B)+ε , se tiene ρ(Bε) < 1, por lo que ĺımk B
k
ε = 0 y existe k0 tal que, para k ≥ k0,

Bk
ε ≤ 1, pero entonces ∥Bk

ε ∥ =
∥Bk∥

(ρ(B)+ε)k
≤ 1 y ∥Bk∥1/k ≤ ρ(B) + ε.

1.7. Análisis del error
Sean A ∈Mm×n invertible, b ∈ Kn \ 0 y ∥ · ∥ una norma subordinada:

1. Considerando los sistemas Ax = b y A(x+∆x) = b+∆b, ∥∆x∥
∥x∥ ≤ ∥A∥∥A

−1∥∥∆b∥
∥b∥ .

Es claro que A∆x = ∆b y por tanto ∆x = A−1∆b, con lo que ∥∆x∥ ≤ ∥A−1∥∥∆b∥, y
como también ∥b∥ = ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥, podemos obtener la fórmula despejando.

2. Considerando los sistemas Ax = b y (A + ∆A)(x + ∆x) = b, ∥∆x∥
∥x+∆x∥ ≤ ∥A

−1∥∥∆A∥ y
∥∆x∥
∥x∥ ≤

∥A−1∥∥∆A∥
1−∥A−1∥∥∆A∥ .

(A + ∆A)(x + ∆x) = Ax + A∆x + ∆A(x + ∆x) = b + A∆x + ∆A(x + ∆x) = b,
luego A∆x = −∆A(x + ∆x) y por tanto ∆x = −A−1∆A(x + ∆x). Entonces ∥∆x∥ ≤
∥A−1∥∥∆A∥∥x+∆x∥, lo que nos da la primera desigualdad. A partir de aquí, ∥x+∆x∥ ≤
∥x∥+∥∆x∥ ≤ ∥x∥+∥A−1∥∥∆A∥∥x+∆x∥ y por tanto ∥x+∆x∥(1−∥A−1∥∥∆A∥) ≤ ∥x∥,
y despejando de esto y la primera desigualdad se obtiene la segunda.

Llamamos número de condición de A respecto a la norma ∥ · ∥ a condA := ∥A∥∥A−1∥,
con lo que si Ax = b y A(x + ∆x) = b + ∆b entonces ∥∆x∥

∥x∥ ≤ condA∥∆b∥
∥b∥ , y si Ax = b y

(A + ∆)(x + ∆x) = b entonces ∥∆x∥
∥x+∆x∥ ≤ condA∥∆A∥

∥A∥ . Estas desigualdades son las mejores
posibles en el sentido de que se pueden encontrar b,∆b ̸= 0 para los que se obtiene la igualdad
en la primera desigualdad y b ̸= 0 y ∆A ̸= 0 para los que se obtiene en la segunda.

Llamamos condp(A) := ∥A−1∥p∥A∥p. Para toda A ∈Mn invertible:

1. condA ≥ 1.

2. condA = condA−1.

3. ∀α ∈ K \ 0, cond(αA) = condA.

4. Sean M el mayor valor singular de A y m el menor, cond2A = M
m .

5. Si A es normal, sean M el mayor valor propio de A y m el menor, cond2A = ρ(A)ρ(A−1) =
|λn(A)|
|λ1(A)| .

6. Sea U una matriz unitaria, cond2A = cond2(UA) = cond2(AU) = cond2(U
−1AU).



Sean A diagonalizable, P invertible con D := P−1AP =: diag(λi), ∥ · ∥ una norma con
∥diag(d1, . . . , dn)∥ = máxi |di| para toda matriz diagonal y Di := B(λi, cond(P )∥∆A∥) ⊆ C,

σ(A+∆A) ⊆
n⋃

i=1

Di.

Demostración: Sea λ ̸= λ1, . . . , λn, D−λI es invertible con inversa diag( 1
λ1−λ , . . . ,

1
λn−λ ).

Si λ es valor propio de A+∆A, A+∆A− λI no debe tener inversa, por lo que tampoco debe
tener inversa P−1(A+∆A− λI)P = P−1AP − P−1λIP + P−1∆AP = D− λI + P−1∆AP =
(D−λI)(I+(D−λI)−1P−1∆AP ) =: (D−λI)(I+B), con lo que I+B no debe ser invertible.
Ahora bien, si ∥B∥ < 1,

(I +B)

n∑
k=0

(−1)kBk =

n∑
k=0

(−1)k(Bk +Bk+1) =

n∑
k=0

(−1)kBk +

n+1∑
k=1

(−1)k−1Bn =

=

n∑
k=0

(−1)kBk −
n+1∑
k=1

(−1)kBk = B0 + (−1)nBn+1 = I + (−1)nBn+1,

pero ĺımn B
n+1 = 0, luego

(I +B)

∞∑
k=0

(−1)kBk = ĺım
n
(I + (−1)nBn+1) = I

y
∑∞

k=0(−1)kBk es la inversa de I+B. Por tanto ∥B∥ ≥ 1, luego 1 ≤ ∥(D−λI)−1P−1∆AP∥ ≤
∥(D − λI)−1∥∥P−1∥∥∆A∥∥P∥ = ∥(D − λI)−1∥∥∆A∥cond(P ), y como

∥(D − λI)−1∥ = máx
k

∣∣∣∣ 1

λk − λ

∣∣∣∣ = 1

mı́nk |λk − λ|
,

queda 1 ≤ ∥∆A∥cond(P )
mı́nk |λk−λ| y por tanto mı́nk |λk − λ| ≤ ∥∆A∥cond(P ).



Capítulo 2

Métodos directos

Algunos sistemas de ecuaciones lineales Ax = b son fáciles de resolver:

1. Si A es diagonal no singular, para cada k ∈ {1, . . . , n} es akkxk = bk y por tanto xk = bk
akk

.
La complejidad de resolverlo es Θ(n).

2. Si A es triangular superior no singular podemos usar el método ascendente: para cada
k,
∑n

i=k akixi = bk y por tanto xk = a−1
kk

(
bk −

∑n
i=k+1 akixi

)
, lo que podemos usar para

calcular las coordenadas desde xn hasta x1, «ascendiendo por el sistema». La complejidad
es Θ(n2).

3. Si A es triangular inferior no singular podemos usar el método descendente: para cada
k,
∑k

i=1 akixi = bk y por tanto xk = a−1
kk

(
bk −

∑k−1
i=1 akixi

)
, y podemos calcular las coor-

denadas desde x1 hasta xn, «descendiendo por el sistema». Como antes, la complejidad
es Θ(n2).

2.1. Factorización LU
Una factorización LU de una matriz A ∈ Mn es un par (L,U) formado por una matriz

triangular inferior L ∈ Mn y una superior U ∈ Mn tales que A = LU . Dado un sistema de
ecuaciones lineales Ax = b, si (L,U) es una factorización LU de A, Ax = b ⇐⇒ LUx = b, y
si L y U son no singulares, podemos obtener x resolviendo consecutivamente Ly = b y Ux = y
con los métodos descendente y ascendente respectivamente.

El algoritmo 1 calcula una factorización LU en tiempo Θ(n3) siempre que no se obtenga
p = 0 en algún paso, y su validez se deriva de los comentarios al margen. Para determinar lkk
y ukk hay varios criterios:

Criterio de Dootlittle: lkk = 1, ukk = pk.

Criterio de Crout: ukk = 1, lkk = pk.

Una matriz A no singular admite una factorización LU si y sólo si todos sus menores principales
(submatrices cuadradas con las k primeras filas y columnas de A) son no singulares, si y sólo
si el algoritmo dado termina con éxito.
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Entrada: A := (aij), matriz cuadrada de tamaño n.
Salida: Factorización (L := (lij), U := (uij)) de A, o error.
Inicializar L y U a 0;
para k ← 1 a n hacer

// Hemos calculado las k − 1 primeras columnas de L y filas de U .
p← akk −

∑k−1
s=1 lksusk ; // akk =

∑k
s=1 lksusk

si p = 0 entonces devolver error;
sinó establecer lkk y ukk de forma que lkkukk = p;
para i← k + 1 a n hacer

uki ← l−1
kk

(
aki −

∑k−1
s=1 lksusi

)
; // aki =

∑k
s=1 lksusi

lik ← u−1
kk

(
aik −

∑k−1
s=1 lisusk

)
; // aik =

∑k
s=1 lisusk

fin
fin

Algoritmo 1: Algoritmo de factorización LU.

1 =⇒ 2] Sea (L := (lij), U := (uij)) esta factorización,

detA = detLdetU =

n∏
k=1

lkk

n∏
k=1

ukk ̸= 0,

luego l11, . . . , lnn, u11, . . . , unn ̸= 0 y, si Ak es el menor principal de A de tamaño k,
detAk =

∏k
i=1 lii

∏k
i=1 uii ̸= 0.

2 =⇒ 3] Sea Ak el menor principal de A de tamaño k, por el punto anterior de la prueba,
lkkukk = detAk

detAk−1
. Si el algoritmo falla es porque p = 0 en alguna iteración k, luego

lkkukk = detAk

detAk−1
= 0, con lo que si los menores A1, . . . , Ak−1 eran no singulares, Ak es

singular.

3 =⇒ 1] Obvio.

2.1.1. Factorización LDU
Una factorización LDU de A ∈ Mn es una terna (L,D,U) formada por una matriz

triangular inferior L ∈ Mn, una diagonal D ∈ Mn y una triangular superior U ∈ Mn tales
que A = LDU y las diagonales principales de L y U están formadas por unos.

Esta factorización, si existe, es única. Demostración: Si A = L1D1M
t
1 = L2D2M

t
2 con

L1, L2,M1,M2 ∈Mn triangulares inferiores con unos en la diagonal y D1, D2 ∈Mn diagona-
les, entonces L2 y M t

1 son invertibles por tener determinante 1 y L−1
2 L1D1 = D2M

t
2(M

t
1)

−1,
pero como la matriz a la izquierda de la igualdad es triangular inferior y la de la derecha
es triangular superior, ambas son diagonales y por tanto también son diagonales L−1

2 L1 y
M t

2(M
t
1)

−1. Ahora bien, como L−1
2 es la traspuesta de la adjunta de L2, los elementos de su

diagonal son 1
detL2

= 1 y, como los de L1 también, y ambas son triangulares inferiores, los de
L−1
2 L1 también lo son, luego L−1

2 L1 = In y L1 = L2. Análogamente M1 = M2, y finalmente
D1 = L−1

2 L1D1 = D2M
t
2(M

t
1)

−1 = D2.



A partir de la factorización de Dootlittle A = LU , si U es no singular, la factorización LDU
de A es (L,D, Ũ) con D := diag(u11, . . . , unn) y Ũ := (uij/uii)ij . Así, si A es simétrica con
detA ̸= 0 y admite una factorización LU con U no singular, existe una única factorización de
la forma LDLt donde L es triangular con unos en la diagonal y D es diagonal, pues sabemos
que admite una factorización LDU A = LDM t y entonces LDM t = A = At = MDLt, pero
como esta factorización es única, L = M .

2.1.2. Transformaciones de Gauss sin permutar filas
Sean v ∈ Kn y k ∈ {1, . . . , n} con vk ̸= 0, se tiene

Mv :=



1
. . . 0

1
−vk+1

vk
1

0
...

. . .
− vn

vk
1





v1
...
vk

vk+1

...
vn


=



v1
...
vk
0
...
0


.

M corresponde a la operación de «hacer ceros» bajo vk multiplicando las filas k + 1 hasta n
por múltiplos de la fila k. M−1 es similar a M pero cambiando el signo a los elementos debajo
de la diagonal. En efecto, sean M ′ la matriz descrita y

τ :=

 0 · · · 0 vk+1

vk
...

...
...

0 · · · 0 vn
vk

 ∈M(n−k)×k,

entonces
MM ′ =

(
Ik 0
−τ In−k

)(
Ik 0
τ In−k

)
=

(
Ik 0
0 In−k

)
= In.

Sean ahora A ∈Mn con columnas A1, . . . , An, M1 una matriz de la forma anterior tal que
M1A1 = (a11, 0, . . . , 0) y

A(2) := M1A =:


a11 a12 · · · a1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn

 .

Si ahora llamamos M2 a una matriz de la misma forma y tal que M2A
(2)
2 = (a12, a

(2)
22 , 0, . . . , 0),

es fácil ver que M2A
(2)
1 = A

(2)
1 . Definimos A(3), . . . , A(n) y M3, . . . ,Mn−1 de forma similar, y

entonces A(n) = Mn−1 · · ·M1A es triangular superior, suponiendo que se puede construir, lo
que ocurre cuando a11 ̸= 0 y, para k ∈ {2, . . . , n− 1}, a(k)kk ̸= 0.

Sabemos que las transformaciones del tipo de M1, . . . ,Mn no afectan al determinante de la
matriz ni el de sus menores, por lo que la matriz es triangulable por el método de eliminación
de Gauss sin permutaciones de filas si y sólo si ninguno de sus menores principales hasta n− 1
es singular, lo que para A no singular equivale a que sea factorizable LU.



En tal caso, sean L := M−1
1 · · ·M−1

n−1 y U := A(n), entonces LU = A, siendo L triangular
inferior con unos en la diagonal y U triangular superior, por lo que (L,U) es una factorización
de Dootlittle.

2.1.3. Método de Gauss
Para evitar interrumpir una factorización LU al encontrar un cero en la diagonal, podemos

intercambiar la fila que da problemas con una de la inferiores. Esto además interesa cuando
encontramos un número pequeño para evitar la inestabilidad en los cálculos.

En el método con elección del pivote parcial, además de las matrices L y U , se construye
una matriz P de permutación de filas de forma que PA = LU , con lo que resolver un sistema
Ax = b equivale a resolver LUx = Pb.

En el algoritmo de Gauss sin permutaciones de filas, se inicializa P a In y, al principio de
cada etapa k, se busca el i ∈ {k, . . . , n} con mayor |a(k)ik | y se intercambian las filas i y k tanto
en A(k) como en las primeras k − 1 columnas de L y en P .

En el método con elección del pivote total, se construye además una matriz Q de
permutación de columnas de forma que PAQ = LU , y resolver Ax = b equivale a resolver
LUy = Pb y calcular x = Qy.

En el algoritmo de Gauss sin permutaciones de filas, se inicializan P y Q a In y, al principio
de cada etapa k, se busca el (i, j) ∈ {k, . . . , n}2 con mayor |a(k)ij | y se intercambian las filas i y
k en A(k), P y las primeras k − 1 columnas de L, y las columnas j y k en A(k) y Q.

2.2. Sistemas con matrices especiales

2.2.1. Diagonal estrictamente dominante
Una matriz A := (aij) ∈ Mn(C) tiene diagonal estrictamente dominante si para

k ∈ {1, . . . , n},

|akk| >
n∑

j=1
j ̸=i

|akj |.

Toda matriz con diagonal estrictamente dominante es no singular y admite una factorización
LU. Demostración: Si A := (aij) fuese singular, sus columnas serían linealmente dependientes
y existiría x ̸= 0 con Ax = 0. Sea k con |xk| = máxi |xi|, como

∑
j aijxij = 0 para todo i,

akkxk = −
n∑

j=1
j ̸=k

akjxj ,

luego

|akk||xk| ≤
n∑

j=1
j ̸=k

|akj ||xj | ≤
∑
j=1
j ̸=k

|akj ||xk|

y, despejando |xk|, queda que A no es estrictamente dominante.# Como A tiene diagonal
estrictamente dominante, a11 > 0 y se puede utilizar la transformación de Gauss M1. Como



B := (bij) := M1A tiene la misma primera fila que A, ceros bajo la diagonal en la primera
columna y el resto de elementos son bij = aij − ai1

a11
a1j , para i ∈ {2, . . . , n},

|bii| =
∣∣∣∣aii − ai1

a11
a1i

∣∣∣∣ ≥ |aii| − |ai1||a11|
|a1i| >

∑
j ̸=i

|aij | −
|ai1|
|a11|

|a1i|

= |ai1|+
∑
j ̸=1,i

∣∣∣∣bij + ai1
a11

a1j

∣∣∣∣− |ai1||a11|
|a1i|

≥ |ai1|+
∑
j ̸=1,i

|bij | −
∑
j ̸=1,i

|ai1|
|a11|

|a1j | −
|ai1|
|a11|

|a1i|

= |ai1|+
∑
j ̸=1,i

|bij | −
|ai1|
|a11|

∑
j ̸=1

|a1j | > |ai1|+
∑
j ̸=1,i

|bij | −
|ai1|
|a11|

|a11|

=
∑
j ̸=1,i

|bij | =
∑
j ̸=i

|bij |.

Así, B es estrictamente dominante, por lo que podemos aplicarle la transformación de Gauss
en la segunda columna, y por inducción podemos convertir A en triangular superior por el
método de Gauss sin intercambio de filas, luego A admite una factorización LU.

Si A es estrictamente dominante, los cálculos para el método de Gauss sin intercambios de
filas o columnas serán estables porque los pivotes no serán demasiado pequeños.

2.2.2. Matrices definidas positivas
A ∈Mn(R) es definida positiva (PD, positive definite) si ∀x ∈ Rn \ 0, xtAx > 0. En tal

caso:

1. A no es singular.

Si lo fuera, las columnas serían linealmente dependientes y existiría x ∈ Rn\0 con Ax = 0
y por tanto xtAx = 0#.

2. ⟨x, y⟩A := y∗Ax es un producto escalar en Rn y ∥x∥A :=
√
x∗Ax es una norma, la norma

euclídea asociada a A.

3. Para X ∈Mn×k con rango k, B := XtAX ∈Mk es PD.

Para x ∈ Rk \ {0}, Xx ̸= 0, luego xtBx = xtXtAXx = (Xx)tAXx > 0.

4. Los menores principales de A son PD.

Para cada k ∈ {1, . . . , n}, tomamos X como la submatriz de In formada por las k primeras
columnas y queda que XtAX, el menor principal de A de tamaño k, es PD.

5. Todos los elementos de la diagonal de A son positivos.

Si A =: (aij)ij , para akk tomamos X como la columna k-ésima de In y queda que
XtAX = (akk) es PD, luego 1akk1 = akk > 0.



6. A admite una factorización LDU con matriz diagonal PD.

Todos los menores principales son PD y por tanto no singulares. Sea (L,D,U) la facto-
rización, L es no singular, luego L−1A(L−1)t = DU(L−1)t es PD, pero al ser U(L−1)t

triangular superior con unos en la diagonal, DM tL−t y D =: (dij)ij tienen la mis-
ma diagonal, que tiene todos sus elementos positivos. Entonces, para x ∈ Rn \ {0},
xtDx =

∑
k dkkx

2
k > 0.

2.2.3. Matrices simétricas definidas positivas (SPD)
Sea A ∈ Mn(R) simétrica, A es definida positiva si y sólo si todos sus valores propios son

positivos, si y sólo si todos sus menores principales tienen determinante positivo, si y sólo si
admite una factorización LDU con diagonal definida positiva, si y sólo si existe una matriz
triangular inferior con diagonal positiva LC tal que A = LCL

t
C , en cuyo caso esta es única.

1 =⇒ 2] Sea p un vector propio, su valor propio asociado es el cociente de Rayleigh RA(p) =
ptAp
ptp > 0.

2 =⇒ 1] Por ser A simétrica, existe O ortogonal con D := OtAO diagonal. Sean λ1, . . . , λn

los elementos de esta diagonal, si λ1, . . . , λn > 0, es claro que D es PD, y por tanto
A = ODOt también.

1 =⇒ 3] Los menores principales de A son simétricos y PD, luego todos sus valores propios
son positivos y por tanto el determinante es positivo.

3 =⇒ 4] Como los menores principales son no singulares, A admite una factorización LDU
(L,D,U), y los elementos de la diagonal de D, al ser cocientes de menores principales de
A, son positivos.

4 =⇒ 1] Sea (L,D,Lt) la factorización, como D es PD, LDLt = A también.

4 =⇒ 5] Sea (L,D,U) la factorización, como D es PD,
√
D := diag(

√
D11, . . . ,

√
Dnn) tiene

diagonal positiva, y como A es simétrica y U = Lt, basta tomar LC := L
√
D y entonces

LCL
t
C = L

√
D
√
D

t
Lt = L

√
D
√
DU = LDU = A.

5 =⇒ 4] Sean D la matriz diagonal formada por los cuadrados de los elementos de la diagonal
de LC y L el resultado de dividir cada columna de LC por su elemento de la diagonal,
entonces (L,D,Lt) es una factorización LDU de A. Si LC no fuera única, podríamos
obtener así factorizaciones LDU de A distintas.#

Cuando existe L triangular inferior con diagonal positiva tal que A = LLt, llamamos a L el
factor L de Choleski de A.

2.2.4. Matrices tridiagonales
A ∈Mn es banda si existen enteros p y q tales que aij = 0 para j − i ≥ p o j − i ≤ −q, y

llamamos ancho de banda a p+ q − 1. Si esto se cumple para p = q = 2, A es tridiagonal.



Dada una matriz tridiagonal

A =


b1 c1
a2 b2 c2

. . . . . . . . .
an−1 bn−1 cn−1

an bn

 ,

si δ0, δ1 := 1 y, para k ∈ {2, . . . , n}, δk := bkδk−1 − akck−1δk−2, entonces δk es el determinante
del menor principal de orden k, y si todos los δk son no nulos,

A =



1

a2
δ0
δ1

1

. . . . . .
an−1

δn−3

δn−2
1

an
δn−2

δn−1
1





δ1
δ0

c1
δ2
δ1

c2
. . . . . .

δn−1

δn−2
cn−1
δn

δn−1

 .

2.3. Factorización QR
Dado v ∈ Cn, llamamos matriz de Householder de v a

Hv :=

{
In − 2

v∗vvv
∗ si v ̸= 0,

In si v = 0.

Si a, v ∈ Rn, Hva es el vector simétrico de a respecto al subespacio v⊥.
Demostración: Para v = 0, v⊥ = Cn y esto es obvio. Sea v ̸= 0. Entonces

Hva = a− 2

v∗v
vv∗a = a− 2v∗a

∥v∥2
v = a− 2∥v∥∥a∥ cosα

∥v∥2
v = a− 2(∥a∥ cosα) v

∥v∥
,

siendo α el ángulo entre a y v, pero p := (∥a∥ cosα) v
∥v∥ es la proyección de a en ⟨v⟩, luego

Hva = a− 2p es la simetría de a sobre v⊥.
Hv es unitaria. Demostración: Para v = 0 es obvio. Para v ̸= 0, (vv∗)∗ = v∗∗v∗ = vv∗,

luego

HvH
∗
v =

(
In −

2

v∗v
vv∗
)(

In −
2

v∗v
vv∗
)

= In−4
vv∗

v∗v
+4

vv∗vv∗

v∗vv∗v
= In−4

vv∗

v∗v
+4

v∥v∥2v∗

∥v∥2v∗v
= In,

con lo que H∗
v = H−1

v .
Dados a ∈ Cn y α tal que eiα = signa1, las matrices Aγ := Ha+(γ,0,...,0) con γ = ±∥a∥eiα

cumplen Aγa = (∓∥a∥eiα, 0, . . . , 0). Demostración: Para a = 0 es γ = 0 y Aγ = H0, con lo
que Aγa = In0 = 0. Sean a ̸= 0, e1 := (1, 0, . . . , 0) y vγ := a+γe1, entonces v∗γa = (a∗+γe∗1)a =
∥a∥2 + γa1 y v∗γvγ = (a∗ + γe∗1)(a+ γe1) = ∥a∥2 + 2Re(γa1) + |γ|2, luego

Hva = a− 2
∥a∥2 + γa1

∥a∥2 + 2Re(γa1) + |γ|2
(a+ γe1)

=

(
1− 2

∥a∥2 + γa1
∥a∥2 + 2Re(γa1) + |γ|2

)
a− 2γ

∥a∥2 + γa1
∥a∥2 + 2Re(γa1) + |γ|2

e1,



pero para γ = ±∥a∥eiα,

2
∥a∥2 + γa1

∥a∥2 + 2Re(γa1) + |γ|2
= 2

∥a∥2 ± ∥a∥e−iαa1
∥a∥2 + 2Re(±∥a∥e−iαa1) + ∥a∥2∥eiα∥2

=
∥a∥2 ± ∥a∥e−iαa1
∥a∥2 ± ∥a∥e−iαa1

= 1,

luego el coeficiente de a en la última expresión de Hva es 1−1 = 0 y el de e1 es −γ = ∓∥a∥eiα.
Una factorización QR de una matriz A ∈ Mm×n(C) es un par (Q,R) con Q ∈ Mm

ortogonal y R ∈ Mm×n triangular superior. El método de Householder para obtener es-
ta factorización es el algoritmo 2, y consiste en usar matrices de Householder H1, . . . ,Hm

para ir eliminando la parte inferior de las columnas de A haciendo R := Hm · · ·H1A y
Q := (Hm · · ·H1)

−1 = H−1
1 · · ·H−1

m = H∗
1 · · ·H∗

m.

Entrada: Matriz A de tamaño m× n.
Salida: Factorización (Q,R := (rij)) de A.
Inicializar R← A y Q← Im;
para k ← 1 a n hacer

Obtener un vector v de tamaño m− k + 1 tal que Hv(rkk, . . . , rmk) = (x, 0, . . . , 0)
para algún x;

H ← H(0,...,0,v1,...,vm−k+1) =

(
Ik−1 0
0 Hv

)
;

Q← QH∗ ; // QH∗HR = QR = A
R← HR ; // Anula rk+1,k, . . . , rm,k

fin
Algoritmo 2: Método de Householder de factorización QR

Si A ∈ Mm×n tiene rango n ≤ m y admite una factorización QR (Q,R), sean A1, . . . , An

las columnas de A y Q1, . . . , Qm las de Q, entonces span{A1, . . . , Ak} = span{Q1, . . . , Qk} para
k ∈ {1, . . . , n}, y span{A1, . . . , An}⊥ = span{Qn+1, . . . , Qm}. Además, si Q′ es la submatriz de
Q formada por sus n primeras columnas y R′ es la submatriz de R formada por sus n primeras
filas, entonces A = Q′R′.

Si (Q,R) es una factorización QR de A ∈ Mm×n, para resolver el sistema Ax = b, re-
solvemos Rx = Q∗b = Qb por el método ascendente. Como las matrices de Householder son
ortogonales, el condicionamiento del problema no varía.

En la práctica no se calculan las matrices de Householder, sino su acción sobre los vectores:

Hvb = b− 2
v∗b

∥v∥2
v; b∗Hv = b∗ − 2

b∗v

∥v∥2
v∗.

Así, multiplicar una matriz de Householder de tamaño n por un vector (a la izquierda o la
derecha) es Θ(n), con lo que multiplicar una matriz de Householder por una matriz de tamaño
n×m es Θ(nm), y es fácil ver que la factorización QR de una matriz de tamaño m× n con el
algoritmo indicado es Θ(nm(m+ n)).



2.4. Problemas de mínimos cuadrados
Dado un espacio vectorial normado (E, ∥ · ∥), un subespacio G de E y f ∈ E, decimos que

g ∈ G es una mejor aproximación de f en G si

∥f − g∥ = ı́nf
h∈G
∥f − h∥.

Si G es de dimensión finita sobre R o C, esta mejor aproximación existe. Demostración: Sea
K := {g ∈ G | ∥f − g∥ ≤ ∥f∥}, K ̸= ∅ porque 0 ∈ K. K es cerrado y acotado al ser la bola
B(f, ∥f∥), luego por estar en Rn o Cn ∼= R2n, es compacto. Sea (gn)n una sucesión en K tal
que ∥f − gn∥ → ı́nfh∈G ∥f − h∥, por compacidad, g ∈ K, luego g es una mejor aproximación
de f .

Un espacio de Hilbert es un espacio normado completo. Algunos son:

1. Rn con la norma euclídea.

2. C([a, b]) con la norma dada por

⟨f, g⟩ :=
∫ b

a

f(x)g(x)ω(x)dx,

donde ω : [a, b]→ (0,+∞) es continua.

Dado un espacio vectorial E con producto escalar, llamamos ángulo entre f, g ∈ E \ 0 al
α ∈ [0, π] con ⟨f, g⟩ = ∥f∥∥g∥ cosα, y decimos que f, g ∈ E son ortogonales, f⊥g, si ⟨f, g⟩ = 0.
Entonces, ∀f, g ∈ E:

1. ∥f + g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2 + 2⟨f, g⟩.

2. Teorema de Pitágoras: f⊥g ⇐⇒ ∥f + g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2.

3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥∥g∥.

4. Identidad del paralelogramo: ∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 = 2∥f∥2 + 2∥g∥2.

Sean E un espacio normado con producto escalar y C ⊆ E no vacío, convexo y completo:

1. ∃!g ∈ C : ∥g∥ = mı́nh∈C ∥h∥.
Sea α := ı́nfh∈C ∥h∥, para g, h ∈ C, por la identidad del paralelogramo, 1

4∥g − h∥2 =

1
2∥g∥

2 + 1
2∥h∥

2 − 1
4∥g + h∥2, pero 1

4∥g + h∥2 = ∥ g+h
2 ∥

2
C convexo
≥ α2, luego 1

4∥g − h∥2 ≤
1
2∥g∥

2+ 1
2∥h∥

2−α2. Entonces, dada una sucesión (gn)n de elementos de C con ∥gn∥ → α,
1
4∥gn − gm∥2 ≤ 1

2∥gn∥
2 + 1

2∥gm∥
2 −α2 → 0 cuando n,m→∞, luego (gn)n es de Cauchy

y, por completitud, convergente hacia un cierto g ∈ C que cumple ∥g∥ = ĺımn ∥gn∥ = α.
Si hubiera otro h ∈ C con ∥h∥ = α, entonces 0 ≤ 1

4∥g−h∥2 ≤ 1
2α

2+ 1
2α

2−α2 = 0, luego
g = h.

2. Para cada f ∈ E existe una única mejor aproximación g ∈ C de f en C.

f − C = {f − h}h∈C es convexo y completo, luego existe un único t ∈ C con ∥t∥ =
mı́nh∈f−C ∥h∥ = mı́nh∈C ∥f − h∥ y f − t es la mejor aproximación buscada.



Sean E un espacio normado con producto escalar, G ⊆ E un subespacio vectorial y f ∈ E,
g ∈ G es una mejor aproximación de f en G si y sólo si f − g⊥G, esto es, ∀h ∈ G, f − g⊥h.

=⇒ ] Dados h ∈ G y a > 0, como g − ah ∈ G, ∥f − g∥2 ≤ ∥f − (g − ah)∥2 = ∥f − g + ah∥2 =
∥f−g∥2+a2∥h∥2+2a⟨f−g, h⟩, luego ⟨f−g, h⟩ ≥ −a

2∥h∥
2 y, haciendo a→ 0, ⟨f−g, h⟩ ≥ 0,

y cambiando h por −h, ⟨f − g,−h⟩ = −⟨f − g, h⟩ ≥ 0, luego ⟨f − g, h⟩ = 0.

⇐= ] Para h ∈ G, como f − g⊥g − h, ∥f − h∥2 = ∥f − g∥2 + ∥g − h∥2 ≥ ∥f − g∥2.

Si G ⊆ E es de dimensión finita, {g1, . . . , gm} es un conjunto generador de G y f ∈ E, las
tuplas (x1, . . . , xm) tales que f⊥

∑m
k=1 xkgk son precisamente las soluciones del sistema de

ecuaciones normales 
m∑
j=1

⟨gj , gk⟩xj = ⟨f, gk⟩


k∈{1,...,m}

.

En particular, si (g1, . . . , gm) es base de G, el sistema es compatible determinado, y si esta base
es ortonormal, la proyección ortogonal de f en G es

m∑
k=1

⟨f, gk⟩gk,

por lo que el problema de buscar una mejor aproximación por mínimos cuadrados en un subes-
pacio de un espacio de dimensión finita se reduce al de resolver un sistema de ecuaciones lineales
conocida una base del subespacio o al de aplicar una fórmula conocida una base ortonormal
de este.

Un sistema lineal sobredeterminado es uno con más ecuaciones que incógnitas en
que la matriz de coeficientes tiene rango máximo. En general estos son incompatibles. No
obstante, para A ∈ Mm×n(R) con n ≤ m tal que rgA = n y b ∈ Rm, existe u ∈ Rn tal que
∀x ∈ Rn, ∥Au−b∥ ≤ ∥Ax−b∥, y este es la única solución de AtAx = Atb. Demostración: Sean
A1, . . . , An las columnas de A y G := span(A1, . . . , An), la mejor aproximación

∑n
k=1 Akxk de

b en G existe y para cada k ∈ {1, . . . , n} cumple

(Ak)
tAx = ⟨Ak, Ax⟩ =

〈
Ak,

n∑
j=1

Ajxj

〉
=

n∑
j=1

⟨Ak, Aj⟩xj = ⟨Ak, b⟩ = (Ak)
tb,

luego cumple AtAx = Atb.
Para resolver este sistema por factorización LU, hacemos los productos AtA (Θ(n2m)) y

Atb (Θ(nm)), factorizamos (Θ(n3)) y resolvemos por los métodos ascendente y descendente
(Θ(n2)), y el tiempo es Θ(n2(m+ n)).

Por factorización QR, vemos que si (Q,R) es una factorización QR de A, At = (QR)t =
RtQt, luego AtA = RtQtQR = RtR y solo tenemos que resolver RtRx = Atb. Así, hacemos el
producto Atb (Θ(nm)), factorizamos calculando solo R (Θ(n2m)) y resolvemos por los métodos
ascendente y descendente (Θ(n2)), y el tiempo es Θ(n2m).



Capítulo 3

Métodos iterativos

Sean A ∈ Mm×n(C) y b ∈ Cm, un método iterativo de resolución del sistema lineal
Ax = b es un par (T, c) con T ∈Mn y c ∈ Cn tal que la solución del sistema es el único punto
fijo de Φ(x) := Tx+c. Si para todo x ∈ Cn la sucesión (xn)n dada por x0 := x y xk+1 := Φ(xk)
converge hacia el punto fijo, (T, c) es convergente.

Sea T ∈ Mn, ρ(T ) < 1 si y sólo si, para cualesquiera c, y ∈ Cn, la sucesión x0 := y,
xk+1 := Txk + c, converge.

=⇒ ] Entonces existe una norma matricial tal que ∥T∥ < 1, y si Φ(x) := Tx+c, ∥Φ(x)−Φ(y)∥ =
∥Tx − Ty∥ = ∥T (x − y)∥ ≤ ∥T∥∥x − y∥, luego Φ es contractiva y, por el teorema del
punto fijo de Banach, la sucesión converge a un punto fijo.

⇐= ] Sean c, v ∈ Cn, x la solución de x = Tx+ c, y := x− v y (xn)n la sucesión del enunciado,
entonces x−x0 = v = T 0v, y si x−xk = T kv, entonces x−xk+1 = (Tx+c)−(Txk+c) =
T (x − xk) = TT kv = T k+1v. Por tanto ĺımk T

kv = ĺımk(x − xk) = 0, y que esto ocurra
para v arbitrario equivale a que ρ(T ) < 1.

Dado un sistema lineal Ax = b, si A = M−N con M fácil de invertir, entonces (M−1N,M−1b)
es un método iterativo de resolución de Ax = b, pues Ax = Mx − Nx = b ⇐⇒ Mx =
Nx+ b ⇐⇒ x = M−1Nx+M−1b. El método iterativo de Richardson para una matriz
A := (aij) sin ceros en la diagonal consiste en tomar como matriz fácil de invertir en lo anterior
una matriz αIn para un cierto α ∈ C.

3.1. Método de Jacobi
En adelante, Ax = b es un sistema lineal tal que A no tiene ceros en la diagonal, D es la

matriz diagonal de A, L la matriz formada por los elementos de A bajo la diagonal y U la
formada por los elementos sobre la diagonal, de modo que A = L+D + U .

Para el método de Jacobi tomamos M := D y N := −(L + U), y nos queda el método
iterativo (TJ := −D−1(L+ U), D−1b).

Para calcular de forma eficiente, en cada iteración calculamos rk := Axk − b y xk+1 = xk −
D−1rk, pues D−1rk = D−1(Dxk+(L+U)xk−b) = xk−(−D−1(L+U)xk+D−1b) = xk−xk+1.
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3.2. Método de Gauss-Seidel
Es como el de Jacobi pero, para calcular una coordenada de xk+1, usamos las coordenadas

anteriores, que ya habremos calculado, en vez de las correspondientes de xk, pues serán una
mejor aproximación. Si A ∈Mn, para i de 1 a n, calculamos

r̃ki :=

i−1∑
j=1

aijx(k+1)j +

n∑
j=i

aijxkj − bi

y

x(k+1)i := xki −
r̃ki
aii

=
1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx(k+1)j −
n∑

j=i+1

aijxkj

 .

Esto es el método (TG := −(L + D)−1U, (L + D)−1b), equivalente a tomar M := L + D y
N := −U . Demostración: Despejando,

aiix(k+1)i +

i−1∑
j=1

aijx(k+1)j = bi −
n∑

j=i+1

aijxkj ,

esto es, ((L+D)xk+1)i = bi − (Uxk)i, luego (L+D)xk+1 = b− Uxk.
Tenemos que r̃ki = Ax̃ki− b, donde x̃ki = (x(k+1)1, . . . , x(k+1)(i−1), xki, . . . , xkn), por lo que

podemos usar como condición de parada que r̃k sea lo suficientemente pequeño.
Teorema de P. Stein y R. L. Rosenberg (1948): Si A = D + L + U ∈ Mn(R) con

L,U ≤ 0, L,U ̸= 0 y L y U triangulares estrictamente inferior y superior, respectivamente, se
da exactamente una de las siguientes afirmaciones:

1. 0 ≤ ρ(TG) ≤ ρ(TJ) < 1.

2. ρ(TJ) = ρ(TG) = 1.

3. 1 < ρ(TJ) ≤ ρ(TG).

Por tanto, si el método de Jacobi converge, el de Gauss-Seidel lo hace más rápido, y si diverge,
también.

Si A ∈ Mn(R) tiene diagonal estrictamente dominante, los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel para resolver Ax = b convergen y ∥TG∥∞ ≤ ∥TJ∥∞ < 1. Demostración: (TJ)ij =

−(1 − δij)
aij

aii
, luego ∥TJ∥∞ = máxi

∑
j |(TJ)ij | = máxi

∑
j ̸=i

|aij |
|aii| < 1 y ρ(TJ) < 1. Sean

y ∈ Rn y z := TGy, con lo que (L + D)z = −Uy, y queremos ver que, para i ∈ {1, . . . , n},
|zi| ≤ 1

|aii|
∑

j ̸=i |aij |∥y∥∞, y en particular |zi| ≤ ∥TJ∥∞∥y∥∞. Para i = 1,

|a11||z1| = |(L+D)11z1| = |((L+D)z)1| = |−Uy| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=2

a1jyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=2

|a1j ||yj | ≤
n∑

j=2

|a1j |∥y∥∞.



Para i > 1, usando la fórmula con b = 0,

|zi| =

∣∣∣∣∣∣ 1aii
− i−1∑

j=1

aijzj −
n∑

j=i+1

aijyj

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

|aii|

i−1∑
j=1

|aij ||zj |+
n∑

i=j+1

|aij ||yj |


≤ 1

|aij |

i−1∑
j=1

|aij |∥TJ∥∞ +

i−1∑
j=1

|aij |

 ∥y∥∞ ∥TJ∥∞<1

≤ 1

|aij |
∑
j ̸=i

|aij |∥y∥∞.

Por tanto ∥TGy∥∞ = ∥z∥∞ ≤ ∥TJ∥∞∥y∥∞ y, tomando y := (1, . . . , 1)∞, ∥TG∥∞ = máxi
∑

j |(TG)ij ||yj | =
∥TGy∥∞ ≤ ∥TJ∥∞∥y∥∞ = ∥TJ∥∞.

Si A es tridiagonal es ρ(TG) = ρ(TJ)
2, con lo que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel con-

vergen simultáneamente y, entonces, el de Gauss-Seidel converge más rápido. Demostración:
Vemos primero que si A : C→Mn(C) es de la forma

A(λ) :=


λb1 c1
λ2a2 λb2 c2

. . . . . . . . .
λ2an−1 λbn−1 cn−1

λ2an λbn

 ,

entonces det(A(λ)) = det(A(1)) para todo λ ̸= 0. En efecto, sea Q(λ) := diag(λ, λ2, . . . , λn),
es fácil ver que A(λ) = Q(λ)A(1)Q(λ)−1. Los valores propios de TJ son los ceros de pJ(λ) :=
det(−D−1(L+U)−λIn), que son los mismos que los de qJ(λ) := det(L+U+λD). Los de TG son
los ceros de pG(λ) := det(−(L+D)−1U−λIn), que son los de qG(λ) := det(U+λL+λD). Usando
el resultado al principio, para λ ̸= 0, qG(λ2) = det(λ2D+λ2L+U) = det(λ2L+λ(λD)+U) =
det(L+ λD+U) = qJ(λ), y para λ = 0 esto se cumple por continuidad. Así, λ es valor propio
de TJ si y sólo si λ2 lo es de TG, de donde se obtiene el resultado.

3.3. Método de relajación
Se trata de encontrar un peso ω > 0 para corregir las coordenadas de xk poniendo

x(k+1)i := xki −
ω

aii
r̃ki

en el método de Gauss-Seidel. Entonces el método es (TR(ω) := (D + ωL)−1((1 − ω)D −
ωU), (D + ωL)−1ω), que equivale a tomar M := 1

ωD + L y N := 1−ω
ω D − U . Demostración:

Ahora es

aiix(k+1)i = aiixki − ω

i−1∑
j=1

aijx(k+1)j +

n∑
j=i

aijxkj − bi

 ,

luego

aiix(k+1)i + ω

i−1∑
j=1

aijx(k+1)j = (1− ω)aiixki − ω

n∑
j=i+1

aijxkj − bi,



con lo que (D + ωL)xk+1 = (1 − ω)D − ωU − b. Entonces, (D + ωL)−1((1 − ω)D + ωU) =
( 1
ωD + ωL)−1( 1−ω

ωD + U).
Teorema de Kahan (1958): ρ(TR(ω)) > |ω − 1|, y en particular el método de relajación

solo puede ser convergente para ω ∈ (0, 2). Demostración:

detTR(ω) =
det((1− ω)D − ωU)

det(D + ωL)
=

det((1− ω)D)

det(D)
= (1− ω)n,

con lo que si λ1, . . . , λn son los valores propios de TR(ω), repetidos según sea su multiplicidad,
ρ(TR(ω))

n ≥
∏n

k=1 |λk| = |detTR(ω)| = |1− ω|n.
Si A es SPD, el método de relajación converge para ω ∈ (0, 2). Demostración: Si M :=

1
ωD + L y N := 1−ω

ω D − U , A = M − N y TR(ω) = M−1N . Además, como Lt = U ,
M t + N = 2−ω

ω D, que es SPD, y queremos ver que entonces ρ(M−1N) ≤ ∥M−1N∥A < 1.
En dimensión finita, ∥M−1N∥A = máx{∥M−1Nv∥A | ∥v∥A = 1}. Sean v ∈ Rn con ∥v∥2A = 1
tal que ∥M−1N∥A = ∥M−1Nv∥A y w := M−1Av, entonces Mw = Av, luego

∥M−1Nv∥2A = ⟨AM−1Nv,M−1Nv⟩ = ⟨AM−1(M −A)v,M−1(M −A)v⟩ =
= ⟨Av −AM−1Av, v −M−1Av⟩ =
= ⟨Av, v⟩ − ⟨AM−1Av, v⟩ − ⟨Av,M−1Av⟩+ ⟨AM−1Av,M−1Av⟩ =
= 1− ⟨M−1Av,Av⟩ − ⟨Mw,w⟩+ ⟨Aw,w⟩ =
= 1− ⟨w,Mw⟩ − ⟨Mw,w⟩+ ⟨(M −N)w,w⟩ = 1− ⟨M tw,w⟩ − ⟨Nw,w⟩ =
= 1− ⟨(M t +N)w,w⟩ < 1,

por ser M t +N definida positiva.
Si A es SPD y tridiagonal, los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajación para 0 < ω < 2

convergen. Además, el mínimo ρ(TR(ω)) para ω ∈ (0, 2) se alcanza en

ω = ω0 :=
2

1 +
√
1− ρ(TJ)2

,

con lo que ρ(TR(ω0)) ≤ ρ(TG) < ρ(TJ), y se tiene ρ(TR(ω0)) = ω0 − 1.

3.4. Método del descenso rápido
Si A es SPD, x ∈ Rn es solución de Ax = b si y sólo si minimiza g(x) := xtAx − 2xtb, y

para v ∈ Rn \ 0, el mínimo de h(t) := g(x+ tv) es vt(b−Ax)
vtAv . Demostración: Sean v ∈ Rn \ {0}

y t ∈ R,

g(x+ tv) = (x+ tv)tA(x+ tv)− 2(x+ tv)tb =

= xtAx+ tvtAx+ txtAv + t2vtAv − 2xtb− 2tvtb = g(x)− 2tvt(b−Ax) + t2vtAv,

luego el mínimo de h es txv tal que h′(txv) = 2txvv
tAv− 2vt(b−Ax) = 0 ⇐⇒ txv = vt(b−Ax)

vtAv .
En efecto, h′′(txv) = 2vtAv > 0. Así:

=⇒ ] Si Ax = b, b−Ax = 0 y txv = 0 para todo v ̸= 0, luego x es el mínimo de g en cualquier
dirección.



⇐= ] Si x minimiza g, para cualquier dirección v ̸= 0, txv = 0, luego vt(b − Ax) = 0 y, en
particular, ∥b−Ax∥ = 0 y Ax = b.

El vector gradiente

∇g(x) =
(

∂g

∂x1
(x), . . . ,

∂g

∂xn
(x)

)
es el de máximo crecimiento en x, y el método del descenso rápido consiste en partir de
un x0 y hacer xk+1 := xk − α∇g(xk), donde α minimiza g(xk+1). Se tiene ∇g(x) = 2(Ax− b).
Demostración: g(x) =

∑n
k=1 akkx

2
k + 2

∑
1≤i<j≤n aijxj − 2

∑n
k=1 bkxk, luego

∂g

∂xk
(x) = 2akkxk + 2

k−1∑
i=1

aikxi +

n∑
j=k+1

akjxj

− 2bk = 2

(
n∑

i=1

akixi − bk

)

y por tanto ∇g(x) = 2(Ax− b).
Este método es seguro, pero no se usa en la práctica por ser muy lento.

3.5. Método del gradiente conjugado
Sean A una matriz SPD de dimensión n, (v1, . . . , vn) una base de vectores de Rn ortogonal

respecto a A, y ∈ Rn y las secuencias (rk)
n
k=0 (tk)

n
k=1 y (xk)

n
k=0 dadas por

rk := b−Axk, tk :=
v∗krk−1

v∗kAvk
, x0 := y, xk+1 := xk + tk+1vk+1,

entonces xn es la solución del sistema Ax = b. Demostración: Tenemos r0 = b − Ax0, r1 =
b−Ax1 = b−A(x0+t1v1) = b−Ax0−t1Av1, y por inducción rk = b−Ax0−t1Av1−· · ·−tkAvk =
r0 − t1Av1 − · · · − tkAvk. Como los vk son ortogonales, para j ≤ k, v∗j rk = v∗j r0 − tjv

∗
jAvj ,

y por definición de los tj , tjv∗jAvj = v∗j rj−1 = v∗j r0, con lo que v∗j rk = v∗j r0 − v∗j r0 = 0 y
rk⊥vj en el producto escalar usual. En particular rn es ortogonal a todos los vj y por tanto
Axn − b = rn = 0.

El método del gradiente conjugado, mostrado en el algoritmo 3, calcula los términos
de las secuencias a la vez que la base (v1, . . . , vn).

Se puede usar como condición de parada que γ sea suficientemente pequeño, y comprobamos
que lo sea al terminar ya que de lo contrario tenemos inestabilidad en los cálculos.

Sea A SPD, llamamos precondicionamiento de A a una matriz C fácil de invertir tal
que Ã := C−1A(C−1)t es SPD y cond2Ã < cond2A. Llamando x̃ := Ctx, el sistema Ax = b es
equivale al sistema precondicionado (C−1A(C−1)t)x̃ = C−1b.



Entrada: Matriz A ∈Mn SPD de coeficientes, vector b de términos independientes y
vector inicial x0.

Salida: Solución x de Ax = b.
x← x0;
v ← r ← b−Ax0;
γ ← ∥r0∥2;
para i← 1 a n hacer

y ← Av;
t← γ

v·y ;
x← x+ tv;
r ← r − ty;
β ← ∥r∥22;
s← β

γ ;
γ ← β;
v ← r + sv;

fin
Algoritmo 3: Método del gradiente conjugado.



Capítulo 4

Valores y vectores propios

Teorema de los círculos de Gershgorin: El conjunto de valores propios de A ∈Mn(C)
está contenido en

n⋃
k=1

B

akk,

n∑
j=1
j ̸=k

|akj |

 .

Demostración: Si λ no está contenido en este conjunto, para cada k, |akk − λ| >
∑

j ̸=k |akj |,
luego A−λI tiene diagonal estrictamente dominante y por tanto es no singular y λ no es valor
propio de A.

4.1. Método de la potencia o del cociente de Rayleigh
Sean A ∈ Mn(C) con valores propios λ1, . . . , λn dispuestos tal que |λ1| ≥ · · · ≥ |λn| y

vectores propios respectivos v1, . . . , vn formando una base ortogonal de Cn, y p, y ∈ C, si
⟨x0, v1⟩ ̸= 0 y ⟨v1, y⟩ ̸= 0, sean (xk)k y (rk)k las sucesiones dadas por x0 := p, xk+1 := Axk y
rk := ⟨xk+1,y⟩

⟨xk,y⟩ , entonces (rk)k está bien definida y converge a λ1, y x2k

∥x2k∥ converge a un múltiplo
de v1. Demostración: Sean ϕ(x) := ⟨x, y⟩, p =: α1v1 + · · ·+ αnvn, se tiene xk = Akp, con lo
que suponiendo |λ1| > |λ2|,

xk = α1λ
k
1v1 + · · ·+ αnλ

k
nvn = λk

1

α1v1 +

n∑
j=2

(
λj

λ1

)k

αjvj

 =: λk
1(α1v1 + εk).

Es claro que εk → 0, luego ĺım2k
x2k

∥x2k∥ = ĺımk
α1v1+ε2k

∥α1v1+ε2k∥ = α1v1
∥α1v1∥ y por ser ϕ lineal, como

α1 ̸= 0 y ϕ(v1) ̸= 0,

ĺım
k

rk = ĺım
k

ϕ(xk+1)

ϕ(xk)
= ĺım

k

λk+1
1 ϕ(α1v1 + εk+1)

λk
1ϕ(α1v1 + εk)

= λ1 ĺım
k

α1ϕ(v1) + ϕ(εk+1)

α1ϕ(v1) + ϕ(εk+1)
= λ1.

Es fácil ver cómo se generalizaría esto para cuando los j ∈ {1, . . . , n} primeros valores propios
tienen igual valor absoluto.
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El método de la potencia o del cociente de Rayleigh consiste en tomar p, y ∈ C
arbitrarios en lo anterior, pues todavía no conocemos v1, e ir construyendo (xk)k y (rk)k para
obtener el valor propio de A con mayor valor absoluto.

En la práctica no se calcula (xk)k directamente, pues puede tender a infinito o cero y esto da
errores de condicionamiento. En su lugar se calcula (yk)k dada por y0 := x0

∥x0∥ e yk+1 := Ayk

∥Ayk∥ ,

y entonces rk = ⟨Ayk,y⟩
⟨yk,y⟩ . En efecto, si yk = xk

∥xk∥ , yk+1 = Ayk

∥Ayk∥ = Axk

∥Axk∥ = xk+1

∥xk+1∥ , luego por
inducción esto ocurre para todo k, y entonces, como ∥xk+1∥ = ∥Axk∥ = ∥Ayk∥∥xk∥,

rk =
⟨xk+1, y⟩
⟨xk, y⟩

=
∥xk+1∥⟨yk+1, y⟩
∥xk∥⟨yk, y⟩

=
∥xk+1∥⟨Ayk, y⟩
∥xk∥∥Ayk∥⟨yk, y⟩

=
⟨Ayk, y⟩
⟨yk, y⟩

.

Si A es invertible, el método de la potencia inversa consiste en aplicar el método de
la potencia a A−1, obteniendo el inverso del valor propio de A con menor valor absoluto, pues
Au = λu ⇐⇒ λ−1u = A−1u. Para ello, se factoriza A y bien se obtiene A−1 resolviendo
columna a columna o se resuelve en cada paso Axk+1 = xk.

Los valores propios de A− µI son de la forma λ− µ, siendo λ un valor propio de A, por lo
que los métodos de la potencia y la potencia inversa sobre A−µI, llamados de la potencia y la
potencia inversa con desplazamiento, nos darían respectivamente el valor propio más lejano
y más cercano a µ.

4.2. Método de Jacobi
Sea A ∈ Mn(R) simétrica, y por tanto diagonalizable. Entonces el problema de encontrar

los valores y vectores propios de una matriz se puede traducir en el de encontrar una matriz
ortogonal que diagonalice A, que en el caso de n = 2 será un giro. El método de Jacobi
consiste en construir una sucesión (Ok)k de giros en planos determinados por dos vectores de
la base canónica de forma que (Ak := (O1 · · ·Ok)

tA(O1 · · ·Ok))k, que podemos obtener como
A0 = A y Ak+1 = Ot

k+1AkOk+1, converja a una matriz diagonal.
Sean 1 ≤ p < q ≤ n, θ ∈ R, A := (aij) ∈Mn(R) simétrica,

O :=

p q
↓ ↓



1

. . .
1

cos θ sin θ ← p
1

. . .
1

− sin θ cos θ ← q
1

. . .
1

,

y B := (bij) := OtAO, entonces:



1. B es simétrica y cumple
∑

i,j b
2
ij =

∑
i,j a

2
ij .

Bt = (OtAO)t = OtAtO = OtAO = B, luego B es simétrica. BtB = OtAtOOtAO =
OtAtAO, luego tr(BtB) = tr(AtA), pero

tr(AtA) =
∑
j

(AtA)j =
∑
j,i

(A∗)jiAij =
∑
i,j

a2ij ,

y análogamente, tr(BtB) =
∑

i,j b
2
ij .

2. Si apq ̸= 0, bpq = 0 si y sólo si cot(2θ) = aqq−app

2apq
, con lo que el valor de θ ∈ (−π

4 ,
π
4 ] \ {0}

que cumple esto es único, y para dicho valor,
∑

k b
2
kk =

∑
k a

2
kk + 2a2pq.

Como (
bpp bpq
bqp bqq

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
app apq
aqp aqq

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
,

bpq = cos θ(app sin θ + apq cos θ)− sin θ(aqp sin θ + aqq cos θ)

= (app − aqq) sin θ cos θ + apq(cos
2 θ − sin2 θ)

=
app − aqq

2
sin(2θ) + apq cos(2θ),

de donde se obtiene la primera parte del enunciado. Aplicando el punto 1 a las submatrices
cuadradas de A y B con las filas y columnas p y q, a2pp + a2qq + 2a2pq = b2pp + b2qq + 2b2pq.
Por la estructura de O, las columnas de AO son las de A excepto Ap y Aq, y dada
C := (cij) ∈Mn(R), OtC tiene las mismas filas que C salvo cp y cq. Entonces bkk = akk
para k ̸= i, j pero b2pq = 0, luego

∑
k b

2
kk =

∑
k ̸=i,j b

2
kk + b2pp + b2qq =

∑
k ̸=i,j a

2
kk + a2pp +

a2qq + 2a2pq =
∑

k a
2
kk + 2a2pq.

3. Para el θ descrito en el apartado anterior, sean x :=
aqq−app

2apq
,

t :=

{
−x+

√
x2 + 1 si x ≥ 0,

−x−
√
x2 + 1 si x < 0,

c := 1√
1+t2

y s := t√
1+t2

, para i, j ̸= p, q,

bpp = app − tapq, bqq = aqq + tapq, bpq = 0,

bpi = bip = caip − saiq, bqi = biq = saip + caiq, bij = aij .

Sean x :=
aqq−app

2apq
y t := tan θ. Entonces x = cot 2θ = cos2 θ−sin2 θ

2 sin θ cos θ = 1−tan2 θ
2 tan θ = 1−t2

2t ,

luego t2 − 2xt − 1 = 0 y t = 2x±
√
4x2+4
2 = x ±

√
x2 + 1, y como |t| ≤ 1 porque |θ| ≤ π

4 ,
queda el valor de t dado. Como |θ| ≤ π

4 , cos θ > 0, y como tan2 θ + 1 = 1
cos2 θ , cos θ = c



y sin θ = s. Entonces los casos bpi, bqi, bip y biq son obvios, y bpq y bqp vienen dados por
el ejercicio anterior. Finalmente,

bpp = c(appc− aqps)− s(aqpc− aqqs) = appc
2 + aqqs

2 − 2csapq =

= app + s2(aqq − app)− 2csapq = app +
t2

t2 + 1
x2apq −

2t

t2 + 1
apq =

= app +
t(1− t2)

t2 + 1
apq −

2t

t2 + 1
apq = app − tapq;

bqq = s(apps+ apqc) + c(aqps+ aqqc) = apps
2 + aqqc

2 + 2csapq =

= aqq + s2(app − aqq) + 2csapq = aqq −
t2

t2 + 1
x2apq +

2t

t2 + 1
apq =

= aqq −
t(1− t2)

t2 + 1
apq +

2t

t2 + 1
apq = aqq + tapq.

Con esto, el método de Jacobi clásico es el algoritmo 4, que en cada iteración multiplica
implícitamente A por la matriz de giro O que anula apq.

El teorema de convergencia del método de Jacobi clásico nos dice que, dada una
matriz A ∈ Mn(R) simétrica, si para k ≥ 0 llamamos Ak a la matriz A tras k iteraciones del
bucle y Ωk a la matriz Ω tras k iteraciones, ignorando la condición de parada y dejando A
y Ω sin modificar si A es diagonal, (Ak)k converge a una matriz diagonal cuya diagonal está
formada por los valores propios de A, y si además estos son distintos dos a dos, (Ωk)k converge
a una matriz ortogonal cuyas columnas son los correspondientes vectores propios de A, en el
mismo orden.

Demostración: Si algún Ak es diagonal, esto ya ocurre, pues Ωk es ortogonal y Ak =
Ωt

kAΩk, por lo que supondremos que ningún Ak lo es. Por tanto A es de tamaño n ≥ 3.
Vemos primero que, si (xk)k es una sucesión acotada en un R-espacio normado X de

dimensión finita con una cantidad finita de puntos de acumulación a1, . . . , aM y

ĺım
k
∥xk+1 − xk∥ = 0,

entonces (xk)k es convergente. Sea

ϵ :=
1

3
mı́n
i ̸=j
∥ai − aj∥ > 0.

Existe un k0 ∈ N tal que para k ≥ k0,

xk ∈
M⋃
k=1

B(ak, ϵ),

pues en otro caso existiría una subsucesión (xkm)m de (xk)k tal que xkm /∈
⋃M

i=1 B(ak, ϵ), pero
esta subsucesión está en un espacio acotado y, por tanto, tiene un punto de acumulación.#

Como ĺımk ∥xk+1 − xk∥ = 0, existe k1 ≥ k0 tal que para k ≥ k1, ∥xk+1 − xk∥ < ϵ. Sea
i0 tal que xk1

∈ B(ai0 , ϵ), entonces ∥xk1+1 − ai0∥ ≤ ∥xk1+1 − xk1
∥ + ∥xk1

− ai0∥ < 2ϵ, y por
la desigualdad triangular, ∥xk1+1 − ai∥ > ε para i ̸= i0. Por tanto xk1+1 ∈ B(ai0 , ε), y por



Entrada: Matriz simétrica real A := (aij) de tamaño n y nivel de tolerancia a errores
e > 0.

Salida: Vector λ de tamaño n que aproxima los valores propios de A y matriz
ortogonal Ω de tamaño n cuyas columnas aproximan los correspondientes
vectores propios.

Ω← In;
mientras

∑
1≤i<j≤n aij > e hacer

// Elegimos p y q por el criterio de Jacobi clásico, y por la condición de
parada elegida, apq > 0.

Establecer p < q tales que |apq| = máxi<j |aij |;
x← aqq−app

2apq
;

si x ≥ 0 entonces t← −x+
√
x2 + 1;

sinó t← −x−
√
x2 + 1;

c← 1√
1+t2

;
s← t√

1+t2
;

bpp ← app − tapq;
bqq ← aqq + tapq;
bpq, bqp ← 0;
para i ̸= p, q hacer

bpi, bip ← caip − saiq;
bqi, biq ← saip + caiq;

fin
para i, j ̸= p, q hacer bij ← aij ;
A← (bij) ; // A← OtAO
para i← 1 a n hacer

oip ← cωip − sωiq;
oiq ← sωip − cωiq;
para j ̸= p, q hacer oij ← ωij ;

fin
Ω← (oij) ; // Ω← Ω ∗O

fin
λ← diagonal de A;

Algoritmo 4: Método de Jacobi clásico.



inducción, xk ∈ B(ai0 , ε) para todo k ≥ k1, con lo que solo hay un punto de acumulación, ai0 ,
y entonces ĺımk xk = ai0 .

Para la primera parte del teorema, sean Ak =: (akij)ij y εk :=
∑

i ̸=j(akij)
2. Dados los p y q

de la iteración k, restringiéndonos a la submatriz de A formada por las filas y columnas p y q, la
suma de los elementos de los 4 coeficientes se conserva tras el giro, luego 2a2kpq + a2kpp + a2kqq =

a2(k+1)pp + a2(k+1)qq. Además, la suma de los cuadrados de los elementos de A no cambia, y
tampoco cambian los elementos de su diagonal distintos de p y q, y como εk es la suma de los
cuadrados de los elementos de Ak fuera de la diagonal, εk+1 = εk − 2(akpq)

2.
Como apq = máxi ̸=j |aij |, εk ≤ n(n− 1)a2kpq, pues n(n− 1) es el número de elementos fuera

de la diagonal principal. Así, a2kpq ≥
εk

n(n−1) y

εk+1 ≤
(
1− 2

n(n− 1)

)
εk,

de donde ĺımk εk = 0 y los elementos de Ak fuera de la diagonal convergen a 0, y queda ver
que los elementos de la diagonal también convergen.

Sea Dk := diag(ak11, . . . , aknn). Si (Dkm)m una subsucesión de (Dk)k, por continuidad,
y como los elementos de Akm

fuera de la diagonal convergen a 0, ĺımm det(λIn − Akm
) =

det(λIn −D). Pero Ak y A son semejantes, luego tienen el mismo polinomio característico y,
por tanto, este coincide con el de D. Así, los elementos de la diagonal de D son los valores
propios de A y con las mismas multiplicidades. Por tanto, los puntos de acumulación de (Dk)k
son las diagonales formadas por los valores propios de A en distinto orden, de las que hay un
máximo de n!, y en particular (Dk)k tiene una cantidad finita de puntos de acumulación.

Tenemos que ĺımk(Dk+1 −Dk) = 0. En efecto,

a(k+1)ii − akii =


0, i ̸= p, q;

− tan θkakpq, i = p;

tan θkakpq, i = q;

pero | tan θk| ≤ 1 por ser θk ∈ (−π
4 ,

π
4 ], y |akpq| ≤

√
εk → 0. Además, (Dk)k está acotada, pues

∥Dk∥E ≤ ∥Ak∥E = ∥A∥E . Aplicando la propiedad al principio, (Dk)k converge a una diagonal
formada por los valores propios de A en algún orden, y por tanto (Ak)k también.

Para la segunda parte, sea (Ωkm
)m una subsucesión de (Ωk)k que converge a un cierto punto

acumulación P de (Ωk)k, entonces Ωt
km
→ P t e In = Ωt

km
Ωkm

→ P tP , luego P tP = In y P
es ortogonal. Como Ωt

kAΩk → D, P tAP = D, lo que implica que las columnas de P forman
una base ortonormal de vectores propios asociados a los valores propios en D. Como estamos
suponiendo que todos los valores propios son distintos, cada uno tiene un subespacio propio de
dimensión 1 y hay exactamente dos vectores propios ortonormales, uno opuesto del otro, para
cada valor propio, pudiendo escribir

P =:

 | |
±p1 · · · ±pn
| |

 ,

con lo que los puntos de acumulación de (Ωk)k solo se diferencian en el signo de las columnas
y por tanto hay un máximo de 2n, en particular una cantidad finita.



Dada una matriz ortogonal O, ∥O∥2 = 1, y como todas las normas en Mn(R) ∼= Rn2

son
equivalentes, existe β > 0 tal que ∥O∥E ≤ β∥O∥2 = β. Por tanto (Ωk)k está acotada.

Si θk es tal que t = tan(2θk) en la iteración k, en esta iteración,

tan(2θk) =
2akpq

akqq − akpp
.

Como cada (akii)k converge a un valor propio, existe k0 tal que, para k ≥ k0,

mı́n
i ̸=j
|akii − akjj | ≥

1

2
mı́n
i ̸=j
|λi − λj | =: M > 0,

con lo que |akqq − akpp| ≥M y, como todos los elementos de Ak fuera de la diagonal principal
tienden a 0, (akpq)k tiende a cero (aunque p y q cambien según k), tan θk → 0 y, como
|θk| ≤ π

4 , θk → 0, luego si Ok es el giro tal que Ωk+1 = ΩkOk, Ok → In y, por tanto,
ĺımk(Ωk+1 − Ωk) = ĺımk(Ok − In)Ωk = 0, pues (Ωk)k está acotada. Con esto, y aplicando
la propiedad del principio, (Ωk)k converge a una matriz, cuyas columnas formaran una base
ortonormal de vectores propios en el mismo orden que los valores propios de D.

4.3. Método QR
Dada una matriz A ∈ Mn, definimos la sucesión (Ak)k como A0 := A y Ak+1 := RkQk,

donde (Qk, Rk) es la descomposición QR de Ak. Bajo ciertas condiciones, esta sucesión tiende
a una matriz triangular superior, con los valores propios en la diagonal.

Para obtener una aproximación de los valores propios a partir de una aproximación Ap :=
(uij) de dicha matriz, definimos una matriz V := (vij) ∈Mn dada por

vij :=


1, i = j;

0, i > j;

− 1

uii − ujj

j∑
k=i+1

uikvkj , i < j;

y los vectores propios son las columnas de Q1 · · ·QpV .



Capítulo 5

Sistemas de ecuaciones no lineales

5.1. Iteración de punto fijo

CN

Dado un espacio métrico (X, d), f : X → X es contractiva si existe c ∈ (0, 1) tal que
∀x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y), y decimos que c es una constante de contractividad
de f . [...] Teorema del punto fijo de Banach: Si (X, d) es completo y f : X → X es
contractiva con constante c, existe un único punto fijo ξ ∈ X y la sucesión dada por x0

arbitrario y xn+1 = f(x) converge a ξ con

d(xn, ξ) ≤
cn

1− c
d(x0, x1).

FVV1

Definimos la norma de una aplicación L : (E, ∥ · ∥)→ (F, ∥ · ∥′) como

∥L∥ := [...] sup{∥L(x)∥′}x∈E,∥x∥≤1

[...] El teorema del incremento finito afirma que, sean f : Ω ⊆ Rm → Rn, a, b ∈ Ω
con el segmento [a, b] ⊆ Ω y M > 0, si ∥df(x)∥ ≤ M para todo x ∈ [a, b] se tiene
∥f(b)− f(a)∥ ≤M∥b− a∥.

Sean Ω ⊆ Rn abierto, f : Ω → Rn C1 y x ∈ Ω un punto fijo de f con ∥df(x)∥ < 1, existe
δ > 0 tal que f(B(x, δ)) ⊆ Ω, y toda sucesión (xn)n dada por x0 ∈ B(x, δ) y xk+1 := f(xk)
converge.

Sean R := [a1, b1]× · · · × [an, bn], f : R→ R diferenciable y K ∈ (0, 1) tal que∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≤ K

n

para cada x ∈ R e i, j ∈ {1, . . . , n}, entonces ∥df∥∞ ≤ K.
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La aceleración de Gauss-Seidel de una iteración de punto fijo consiste en considerar, en
vez de xk+1 := g(xk),

x(k+1)1 := g1(xk1, . . . , xkn),

x(k+1)2 := g2(x(k+1)1, xk2, . . . , xkn),

...
x(k+1)n := gn(x(k+1)1, . . . , x(k+1)(n−1), xkn).

5.2. Método de Newton
Consideremos una ecuación f(x) = 0 con f : Rn → Rn diferenciable. Sustituyendo f por

su polinomio de Taylor de primer orden en x0 tenemos f(x0) + df(x0)(x− x0) = 0, lo que nos
da una aproximación de x.

Como teorema, si f : Ω ⊆ Rn → Rn es C2, ξ ∈ Ω es un cero de f y df(ξ) es no singular,
existe r > 0 tal que, para todo x ∈ B(ξ, r), la sucesión dada por x0 := x y xk+1 := xk −
df(xk)

−1f(xk) converge a ξ, y existe M > 0 tal que

∥xk+1 − ξ∥ ≤M∥xk − ξ∥2.

Demostración para n = 2: Queremos ver que g(x) := x−df(x)−1f(x) es contractiva cerca
de ξ, para lo que basta ver que es C1 y que dg(ξ) = 0. Como f es C2, det ◦df es continua y
diferenciable en Ω, y en particular, en un entorno de ξ, las diferenciales tienen inversa

df(x)−1 ≡ 1

det df(x)

(
∂f2
∂x2

(x) − ∂f1
∂x2

(x)
∂f2(x)
∂x1

(x) ∂f1(x)
∂x1

(x)

)
=:

(
a11(x) a12(x)
a21(x) a22(x)

)
,

y a11, a12, a21, a22 son C1. Entonces

g(x, y) :=

(
x− a11(x, y)f1(x, y)− a12(x, y)f2(x, y)
y − a21(x, y)f1(x, y)− a22(x, y)f2(x, y)

)
.

Las derivadas parciales de g1 son

∂g1
∂x1

(x) = 1− ∂a11
∂x1

(x)f1(x)− a11(x)
∂f1
∂x1

(x)− ∂a12
∂x1

(x)f2(x)− a12(x)
∂f2
∂x1

(x),

∂g1
∂x2

(x) = −∂a11
∂x2

(x)f1(x)− a11(x)
∂f1
∂x2

(x)− ∂a12
∂x2

(x)f2(x)− a12(x)
∂f2
∂x2

(x).

Así, como f(ξ) = 0,

∂g1
∂x1

(ξ) = 1− a11(ξ)
∂f1
∂x1

(ξ)− a12(ξ)
∂f2
∂x1

(ξ)

= 1− 1

det df(x)

(
∂f2
∂x2

(ξ)
∂f1
∂x1

(ξ)− ∂f1
∂x2

(ξ)
∂f2
∂x1

(ξ)

)
= 1− 1 = 0;

∂g1
∂x2

(ξ) = −a11(ξ)
∂f1
∂x2

(ξ)− a12(ξ)
∂f2
∂x2

(ξ)

= − 1

det df(x)

(
∂f2
∂x2

(ξ)
∂f1
∂x2

(ξ)− ∂f1
∂x2

(ξ)
∂f2
∂x2

(ξ)

)
= 0.



Para g2 es análogo, y solo queda ver el orden de convergencia. Dados un abierto conexo C ⊆ Rn

y f : C → Rn, si existe K > 0 tal que para x, y ∈ C, ∥df(x) − df(y)∥ ≤ K∥x − y∥, entonces,
para x, y ∈ C,

∥f(x)− f(y)− df(y)(x− y)∥ ≤ K

2
∥x− y∥2.

En efecto, sea φ : [0, 1] → C dada por φ(t) := f(y + t(x − y)), por la regla de la cadena,
φ′(t) = df(y + t(x− y))(x− y), por lo que

∥φ′(t)− φ′(0)∥ = ∥(df(y + t(x− y))− df(y))(x− y)∥ ≤
≤ ∥df(y + t(x− y))− df(y)∥∥x− y∥ ≤ Kt∥x− y∥2,

y como además

∆ := f(x)− f(y)− df(y)(x− y) = φ(1)− φ(0)− φ′(0) =

∫ 1

0

(φ′(t)− φ′(0))dt,

queda

∥∆∥ ≤
∫ 1

0

∥φ′(t)− φ′(0)∥dt ≤ K∥x− y∥2
∫ 1

0

t dt =
K

2
∥x− y∥2.

Cuando esto se cumple,

∥xk+1 − ξ∥ = ∥(xk − ξ)− df(xk)
−1f(xk)∥ = ∥df(xk)

−1(df(xk)(xk − ξ)− f(xk))∥ ≤

≤ ∥df(xk)
−1∥∥df(xk)(xk − ξ)− f(xk)∥

f(ξ)=0
=

= ∥df(xk)
−1∥∥f(ξ)− f(xk)− df(xk)(ξ − xk)∥ ≤ ∥df(xk)

−1∥K
2
∥xk − ξ∥2,

y tomando M := K
2 supx∈B(ξ,r) ∥df(x)−1∥ se obtiene la acotación.

5.3. Método de Broyden
El método de Newton requiere calcular la matriz diferencial en cada iteración (Θ(n2) si se

usa derivación numérica y evaluar f en un punto es Θ(1)) y resolver un sistema lineal (Θ(n3)).
Para reducir el orden de complejidad, podemos aproximar la diferencial con una matriz Ak tal
que Ak(xk − xk−1) = f(xk)− f(xk−1), con lo que solo necesitamos la diferencial para obtener
x1. A cambio, pasamos de orden de convergencia cuadrático a supralineal.

Podemos usar
Ak := Ak−1 +

1

∥xk − xk−1∥22
f(xk)(xk − xk−1)

t,

tomando A0 := df(x0). En efecto, como xk = xk−1−A−1
k−1f(xk−1), tenemos Ak−1(xk−xk−1) =

f(xk−1), y por tanto(
Ak−1 +

1

∥xk − xk−1∥22
f(xk)(xk − xk−1)

t

)
(xk − xk−1) =

= Ak−1(xk − xk−1) + f(xk) = f(xk)− f(xk−1).



Para calcular la inversa de Ak podemos usar la fórmula de Sherman-Morrison,

(A+ vyt)−1 = A−1 − 1

1 + ytA−1v
(A−1v)(ytA−1),

suponiendo que ytA−1x ̸= −1. Esto reduce el orden de complejidad de cada iteración a Θ(n2)
en el caso general, asumiendo que evaluar f en un punto es O(n2).

5.4. Método del descenso rápido

Entrada: Función f : Rn → Rn, aproximación inicial x ∈ Rn, margen de error e > 0 y
tolerancia t > 0.

Salida: x tal que f(x) ≈ 0, o error indicando que no se puede mejorar la aproximación.
Definir g(x) :=

∑n
k=1 fk(x)

2;
mientras g(x) > e hacer

u← ∇g(x)
∥∇g(x)∥ ;

α← 1;
mientras g(x− αu) > g(x) hacer α← 1

2α;
si |α| < t entonces devolver error;
// Interpolar en (0, g(x)), (α2 , g(x+ α

2 u)), (α, g(x+ αu)).
g0 ← g(x);
g1 ← g(x+ α

2 u);
g2 ← g(x+ αu);
h0 ← 2(g1−g0)

α ; // Usamos diferencias divididas de Newton.
h1 ← 2(g2−g1)

α ;
h01 ← h2−h1

α ;
// Obtener y usar el vértice de la parábola resultante.
α0 ← 1

2 (
α
2 −

h0

h01
);

si g(x+ α0u) < g2 entonces x← x+ α0u;
sinó x← x+ αu;

fin
Algoritmo 5: Método del descenso rápido.

El método del descenso rápido o steepest descent es el algoritmo 5, y consiste en minimizar
la función g(x) := ∥f(x)∥22 desplazándonos, en cada iteración, en la dirección de mayor descenso
en esta función. No es un método muy rápido, pero permite una estimación inicial más lejana
que los métodos de Newton y Broyden, por lo que se suele usar para obtener una aproximación
no muy fina que a su vez se usa como punto de partida para estos métodos.



Apéndice A

Octave

Los ficheros de código de Octave tienen extensión .m y pueden contener un script o una
función. Los scripts contienen una secuencia de órdenes y se invocan con nombre (el nombre
del fichero sin la extensión). Las funciones tienen forma:
function (val |[val ,...]) = nombre (par , ...)

stmt
...

endfunction
Donde nombre debe coincidir con el nombre del fichero, los parámetros (par ) se pueden

usar como variables, y los valores de retorno (val ) se usan como variables inicialmente no
definidas, de modo que su valor al final de la función es el valor devuelto. La función se invoca
con la expresión nombre (arg , ...) si devuelve un solo valor o con la sentencia [var , ...] =
nombre (arg , ...) si devuelve varios. Por defecto, Octave busca los scripts y funciones en el
directorio actual (que se puede cambiar en la interfaz gráfica) y en la biblioteca estándar.

Las sentencias terminan con salto de línea o con ; (normalmente seguido de salto de línea),
pero si termina en salto de línea, el valor devuelto se imprime, bien como ans = valor si la
sentencia es una expresión expr que devuelve un valor , o como A = valor si la sentencia es
una asignación A = expr . Las variables se definen en su primera asignación.

Los comentarios empiezan por % o # y terminan al final de la línea.
Las variables de las funciones tienen ámbito local y las de los scripts tienen como ámbito

el intérprete de comandos. Existe un ámbito global, y para indicar que una variable pertenece
a este, se añade el comando global variable en cada ámbito en que se vaya a usar (en el
intérprete, normalmente dentro de un script, y en las funciones).

A.1. Tipos de datos

A.1.1. Matrices
En Octave, los números (con sintaxis [-+]?((\d+\.?|\d*\.\d+)([eE][-+]?\d+)?|[Ii]nf)

o ({número}\+)?{número}?i) representan matrices 1 × 1 de números de doble precisión, y
las cadenas de caracteres (con sintaxis ’([^’]|”)*’ o "([^\\’]|\\{escape})*") representan
matrices fila de caracteres. En estas, \n indica un salto de línea y \t un tabulador.
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La expresión [a1, ..., ap] concatena horizontalmente las matrices a1 ∈Mm×n1
(S) hasta

ap ∈ Mm×np(S) en una matriz en Mm×
∑p

k=1 nk
(S), y la sintaxis [a11, ..., a1p1; ...; aq1,

..., aqpq] hace esto en cada parte, resultando en q matrices bk ∈ Mmk×n(S), y las concatena
verticalmente en una M∑q

k=1 mk×n(S).
Si una operación ∗ actúa sobre matrices, .∗ actúa sobre cada elemento. Si se aplica a dos

matrices de igual tamaño, se aplica a cada elemento de una con el correspondiente de la otra
para obtener un elemento 1 × 1 que se sitúa en la posición correspondiente de la matriz de
salida. Si una de las dos es de un elemento, se extiende a una de igual tamaño que la otra con
todos los elementos iguales al original.

A (x , y ) es la submatriz de A formada por las columnas con índice en el vector x y las filas
con índice en el vector y , y A (x ) convierte la matriz en un vector concatenando las traspuestas
de sus columnas y toma los elementos del vector con índice en x . Los vectores de índice se
pueden sustituir por : para tomar todas las filas o columnas. Los índices empiezan por 1.

A (x , y ) = expr o A (x ) = expr asigna los elementos de la submatriz a la izquierda del
= a los de la devuelta por la expresión, que debe ser del mismo tamaño. Si la variable no existe,
se crea, y si la submatriz indicada supone que A es más grande de lo que es, esta se amplía y
se rellena con ceros.

A.1.2. Números
El operador + suma matrices numéricas de igual tamaño, - las resta y * multiplica matrices

o una matriz por un escalar. Si a y b son escalares con b ̸= 0, a /b es su cociente.
Llamamos vector a una matriz fila. Entonces a :b genera el vector (a , a + 1, . . . , b ) y

a :t :b genera el vector (a , a + t , . . . , b ). Cuando es posible, A\B devuelve una matriz X tal
que AX = B . A ′ es A ∗.

A.1.3. Booleanos
Los booleanos son números: 0 para falso, cualquier otro número (normalmente 1) para

verdadero. Entonces | o || es el operador disyunción; & o && es la conjunción. Los operadores
de comparación ==, != (o ~=), <, <=, > y >= hacen lo que se esperaría.

A.1.4. Listas
Las listas pueden contener elementos de distintos tipos. No se asigna a una lista, sino a sus

elementos, a los que se hace referencia por lista {índice }. Los índices empiezan por 1. Si se
asigna a un índice mayor que el tamaño de la lista, esta se amplía y se rellena con matrices
numéricas 0× 0.

A.1.5. Funciones anónimas
Una función anónima se expresa como @(par , ...) expr , puede asignarse y puede usarse

como una función normal. Solo puede devolver un elemento.



A.2. Control de flujo
La sentencia

for var = vector
stmt ...

endfor
evalúa los stmt una vez por cada elemento del vector con var tomando el valor del elemento.
El vector también puede ser una lista, pero entonces devuelve listas de un elemento a las que
hay que acceder con el índice 1.
while condición

stmt ...
endwhile
evalúa los stmt repetidamente mientras la condición se cumpla, comprobándola al principio
de cada iteración.
do

stmt ...
until condición
evalúa los stmt repetidamente mientras la condición no se cumpla, comprobándola al prin-
cipio de cada iteración salvo la primera.
if condición

then-stmts
[else

else-stmts ]
endif
evalúa condición y, si se cumple, ejecuta then-stmts , y de lo contrario, si está, ejecuta
else-stmts .

La sentencia break sale del bucle (for o while) más interno en que se encuentra, continue
pasa a su siguiente iteración y return sale de la función.
try

stmts
catch

handle-stmts
end_try_catch
ejecuta los stmts y, si hay una excepción, la captura y ejecuta los handle-stmts .

A.3. Biblioteca estándar
La mayoría de funciones que reciben un número y devuelven otro también funcionan ele-

mento a elemento con matrices.

abs(z ) |z |.

addpath(dir ,...) Añade los directorios indicados a la lista de rutas donde buscar scripts y
funciones.

and(x1 ,x2 ,...) x1 & x2 & ...

clc Limpia la pantalla de la shell.



clear Borra todas las variables.

clf Vacía la ventana de gráficas, creándola si no existía ya.

cond(A ,p ) norm(A , p ) * norm(inv(A ), p ).

cond(A ) cond(A ,2).

contour(x ,y ,v ,h ,style ) Si a cada par formado por un elemento de x y el correspondiente
de y se le asigna el elemento correspondiente de v , dibuja la curva de nivel (aproximada)
de la gráfica a la altura h . El parámetro style es una cadena donde cada caracter indica
una propiedad: r rojo, b azul, m magenta, etc.

contour(x ,y ,z ,h ) Como la anterior, con el estilo por defecto.

diag(A ,k ) Si A es vector, devuelve una matriz diagonal con elementos del vector en la dia-
gonal {(i, j) | i+ k = j}, y de lo contrario devuelve un vector con los elementos de dicha
diagonal de A .

diag(A ) diag(A ,0).

disp(x ) Imprime el valor de x .

dot(x ,y ) Producto escalar hermitiano ⟨y , x ⟩.

[V ,lambda ]=eig(A ) Devuelve una matriz diagonal lambda en la que los elementos de las
diagonal son los valores propios de A y una matriz V cuyas columnas son los vectores
propios correspondientes.

eps Menor ϵ tal que 1 + ϵ > 1 con la precisión de la máquina.

error(text ) Lanza una excepción con un cierto texto.

exp(z ) ez .

eye(n ) Matriz identidad de tamaño n .

feval(función ,...) función (...).

figure(n ) Crea una ventana para gráficas identificada por n si esta no existe, y la usa para
los dibujos posteriores.

fminunc(f ,x0 ) Busca un mínimo local de f partiendo de una aproximación inicial x0 .

format opción Cambia el formato en que se imprimen los números por defecto. Posibles
valores son short o long para la cantidad de decimales (pocos o muchos), seguido op-
cionalmente por e para notación científica o g para elegir en cada caso si es mejor usar
notación científica o normal.

fprintf(fmt ,...) printf(fmt ,...).

inv(A ) Inversa de la matriz cuadrada no singular A .

isosurface(x ,y ,z ,v ,val ) Como contour para funciones de 3 variables (x , y , z ).



length(A ) max(size(A )).

linspace(start ,end ,n ) Vector de n puntos equiespaciados de start a end .

[L ,U ,P ,Q ]=lu(A ) Descomposición de Gauss de A con elección de pivote total.

[L ,U ,P ]=lu(A ) Descomposición de Gauss de A con elección de pivote parcial.

max(x ,y ) máx{x , y }.

[w ,iw ]=max(v ) Obtiene w = máx v i e iw con w = viw .

max(A ) máx A ij .

[xx ,yy ]=meshgrid(x ,y ) Si x es un vector de m elementos e y es un vector de y elementos,
xx e yy son matrices m× n donde las filas de xx son copias de x y las columnas de yy
son copias de y .

min(x ,y ) mı́n{x , y }.

[w ,iw ]=min(v ) Obtiene w = mı́n v i e iw con w = viw .

min(A ) mı́n A ij .

norm(A ,p ,opt ) Si opt es "columns" o "cols", vector fila con la norma p de cada vector
columna en A . Si es "rows", vector columna con la norma p de cada vector fila en A .

norm(A ,p ) Norma p de A , matricial o vectorial según corresponda, donde p es un entero
positivo o Inf.

norm(A ) norm(A ,2).

ones(m ,n ) Matriz m× n formada por unos.

or(x1 ,x2 ,...) x1 | x2 | ...

printf(fmt ,...) Imprime los argumentos con un cierto formato fmt , una cadena con ca-
racteres normales que se representan a sí mismos y secuencias de escape que empiezan
por %. Por ejemplo, %f imprime el siguiente argumento como número de punto flotante
con varios decimales, %e también pero con notación científica, %d también pero con pocos
decimales, %s como cadena y % % representa un caracter %.

rand(m ,n ) Matriz de m filas y n columnas con elementos aleatorios entre 0 y 1.

rmpath(dir ,...) Elimina los directorios indicados de la lista de directorios donde buscar
scripts y funciones.

size(A ) Devuelve un vector con el número de elementos en cada dimensión de A . Las matrices
tienen dos dimensiones, y las listas también con primera dimensión de tamaño 1.

sign(z ) Si z = 0, 0, de lo contrario z
|z | .

sort(v ) Copia del vector v con sus elementos en orden creciente.



sortrows(A ) Copia de la matriz A con sus filas en orden de menor a mayor primer elemento,
o segundo en caso de empate, etc.

sqrt(z )
√
z .

sum(A )
∑

A ij .

[U ,S ,V ]=svd(A ) Devuelve dos matriz ortogonales U y V y una diagonal S tales que A =
U S V ∗.

title(str ) Da un título a la gráfica.

trace(A ) Traza de A .

transpose(A ) A t.

tril(A ,k ) Matriz como A pero con los elementos (i, j) con j − i > k a 0.

tril(A ) tril(A ,0), matriz triangular inferior.

triu(A ,k ) Matriz como A pero con los elementos (i, j) con i− j > k a 0.

triu(A ) triu(A ,0), matriz triangular superior.

vander(c ,n ) (c n−j
i )ij ∈Msize(c )×n.

warning(text ) Muestra un texto a modo de alerta.

xlabel(str ) Indica la leyenda del eje X de la gráfica.

ylabel(str ) Indica la leyenda del eje Y de la gráfica.

zeros(m ,n ) Matriz nula de m filas y n columnas.

zlabel(str ) Indica la leyenda del eje Z de la gráfica.
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