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Capitulo 1

Conjuntos y elementos

Podemos definir conjuntos:
= Por extension: A ={Xy,...,X,,...}

= Por comprehension: A = {X € B|p(X) (es verdadera)}. Si es obvio quién es B, se
puede omitir.

Cualquiera de ambas escrituras determina un tnico conjunto. Paradoja de Russell: si U/ es
la coleccion de todos los conjuntos y A = {z € U|x ¢ =}, entonces A € Asiysoélosi A¢ A.
Lo que ocurre es que U no es un conjunto.

» Pertenencia: a € A. Contrario: a ¢ A.

= Inclusién: A esta contenido, o es un subconjunto, de B: ACB:<= (e €A = a€
B). Es transitiva: A C BAB C C = A C C. Contrario: A ¢ B. Subconjunto estricto:
ACB < AC BAA# B. AC B es ambiguo, aunque se suele usar como A C B.

= Igualdad: A=B:<= (a€ A < a€B) < ACBABCA.

Multiplos de un namero n como nZ = {nt|t € Z} = {nt}iez. Asi, m € nZ = mZ C nZ.
Relacion «m divide a n» o «n es multiplo de m»: mjn <= It € Z:n=1tm.Si A={z €
Blp(x)} vy A’ = {x € Blp'(z)}, entonces (p(z) = p'(x)) = AC A

Un conjunto vacio es aquel que no tiene elementos. Si A es vacio, entonces A C B, dado
que si A ¢ B significaria que 3a € A : a ¢ B, por lo que A no estarfa vacio. De aqui podemos
deducir que solo hay un conjunto vacio, y lo llamamos 0. A =0 : <= Vaz,z ¢ A.

El conjunto P(A) = {B|B C A} es el conjunto de las partes de A o el conjunto potencia
de A. También se llama 24 porque si A tiene n elementos, P(A) tiene 2", de lo que deducimos

que A # P(A).
1.1. Operaciones con subconjuntos
Los diagramas de Venn aportan una mejor comprension de los conjuntos y sus opera-

ciones. Los conjuntos se representan como formas (normalmente circulos y cuadrados), que
pueden ir acompanados del nombre del conjunto, y se colorea la parte deseada. Operaciones:



Unién: AUB = {z|z € AV € B}.

Interseccion: AN B = {z|r € ANz € B}.

e Ay B son disjuntos si AN B = 0.

Diferencia de conjuntos: A\B = {z|z € AAx ¢ B}.

Complemento: Si A C U, siendo U un «universo» en el contexto en el que operamos,
el complemento de A en U se define como A% =4 = U\ A.

Propiedades:
= ANBCACAUB
= VACB/AUXCBUXANANXCBNX
= ACCABCC = (AUB)CC
= (ANB)NC=AN(BNC); (AUB)UC =AU ((BUC)
= ACB <= AUB=B «<— ANnB=A
s AUD=A; AN0 =10
s XC(ANB) < (XCAAN(XCB);(AUB)CX <= (ACX)AN(BCX)
= AN(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)
= (A\B)U(B\4) = (AU B)\(AN B)
= Leyes de Morgan: (AN B)t = AU BE; (4uB)t = A°n BC.

1.2. Familias de conjuntos

Una familia de conjuntos es una coleccién {A;|i € I'} donde I y A; son conjuntos. Si todos
los elementos son diferentes, tenemos un conjunto. Algunas definiciones:

= Unioén arbitraria: UC = {x|FA € C |z € A}; UijcrA; ={z|Fi €I |z € A4;}

= Interseccion arbitraria: N\C = {z|VA € C |z € A}; NiesA; ={x|Vie T |z € A;}
Propiedades:

1.NCCACUCVA€eC;NA; CA; CUANj el

2. XCNC < XCAVAeC,UCC X «<— ACXVAeC

3. Uier(AN B;) = AN (UierB;); Nier(AU B;) = AU (Nier B;)

Clx€VUier(ANB;)) = Jiel:z€(ANB;)) = (€ A)A(x € B; CUB))
Dz e AN(UierB;)) = Ji: (€ ANz € B;)) = x€UANDB;)

4. (NA)® =uAl; (U4t =nAC



1.3. Pares ordenados, producto cartesiano y relaciones bi-
narias

El par ordenado o pareja ordenada formada pora € Ay b € Bes (a,b) = {{a},{a,b}}.
Asi, (a,b) = (¢,d) <= a = cAb = d. El producto cartesiano de Ay Bes AXx B =
{(a,b)|a € ANDb € B}. Este no es asociativo, pues en general, (A x B) x C # A x (B x C), pero
son biyectivos. Por ahora no tenemos descripciéon en términos de conjuntos para la expresion
(a,b,c). Propiedades del producto cartesiano:

s AXxP=0xA=10
= Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
= Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

Una relacién binaria o correspondencia entre elementos de A y B es un subconjunto
R C Ax B.Si (a,b) € R, decimos que a esté relacionado con b, escrito aRb. Si A = B, tenemos
una relaciéon en A. Definiciones:

= Conjunto inicial: A.

= Conjunto final: B.

= Dominio: DomR = {a € A|3b € B | (a,b) € R}.
» Imagen: ImR = {b € B|da € A| (a,b) € R}.

Podemos representar las relaciones en graficas planas.



Capitulo 2

Aplicaciones

Una aplicacién entre dos conjuntos A y B es una relacion f C A x B tal que Va € A,3b €

B : (a,b) € f. Escribimos f: A— Bo A N B, y lamamos b = f(a) < (a,b) € f. Por
ejemplo, podemos definir f : N — N tal que f(n) = n?, de modo que f = {(n,n?) | n € N}. Si
partimos de una igualdad y queremos interpretarla como la regla de una aplicacién, la llamamos
funcién. Podemos representar una aplicacion:

1. Como dos conjuntos representados de forma similar a un diagrama de Euler-Venn, en el
que de cada elemento de A parte una flecha hacia uno de B.

2. Como una grafica, en la que los elementos de A se representan en el eje horizontal y los
de B en el eje vertical, y las relaciones se representan con puntos.

Definimos:
= Dominio de f: Domf = A, por lo que el término «conjunto inicial» no se usa.

= Codominio de f: «Conjunto finaly.

Imagen o imagen directa de f: Imf = f(A)={be€ B|3a| f(a) =b} C B.

Regla de correspondencia de f: Igualdad b = f(a).
= Sib= f(a), a es una preimagen de by b es la imagen de a.

s e, . A o ' . .
Una ley de composiciéon externa es una aplicacion B x A — A. Una operacién binaria
. ., [e]
en A es una aplicaciéon A x A — A.

2.1. Aplicaciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas
La aplicacion f: A — B es:
= Inyectiva o uno a uno si f(a) = f(b) = a =0b.

= Suprayectiva, sobreyectiva o exhaustiva si Vb € B,3a € A : f(a) = b.



= Biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

La restriccion de f a su imagen es una aplicacion f : A — Imf dada por f(a) = f(a). Se
dice que f «actia igualy que f. Siempre es suprayectiva.

2.2. Imagenes directas e inversas
Para X C A, definimos la imagen directa de X como f(X) = {f(x)|z € X}. Propiedades:

1. f(0) = 0.
Se deriva de que ) x B = .

2. XCY = f(X)Cf(Y).

yef(X) = FreXyeY: flz)=y = flr) e f(Y) = ye [(Y)

3. XY CA = f(XUY)=fX)UFY): f (UnerXa) = Uner f(Xa).
C] Seay € f(UnerXa). Entonces 3 € Uaer X, @ f(z) = y. Como = € Uyer X, entonces
Jael:xe X, luegoy € f(Xa) C Unerf(Xa).
D] Considérese y € Uqerf(X4). Entonces Ja € I : y € f(X,), por lo que Jz € X, :
f(z) =y. Entonces x € UyerXa, asi que y = f(z) € f(UnperXa)-
L XY CA = fXNY)CFX)NFY): f(Naer Xa) € Naer f(Xa)-

Sea y € f(NaerXe). Entonces 3z € Nper Xy : f(z) = y. Como x € Nyer Xy, entonces
Va € I,z € X,, luego Va € 1,3z € X, : f(z) = y. De aqui deducimos que Vo € I,y €
f(Xa) y por tanto y € maelf(on)'

ParaY C B, definimos la imagen inversa de Y como f(Y)™! == f~1(Y) := {a € A|f(a) € Y}.
Propiedades:
L fO)~'=0.
Se deriva de que A x () = 0.

2. f(B)~ = A
3. XCB = (f(x))° :f(XC)_l.

4. XCYCB = f(X)"'Cf(Y)™"

5. X,YCB = f(XUY) ™ = f(X) " ULY)™Y F (Uner Xa) ™ = Uner F(Xa) ™
Sea x € f(Uye; Xa) ™! Entonces f(z) € Uyer Xas por lo que Ja € I f(z) € X,, de
donde x € f(X,)" %

6. X,YCB = f(XNY) ™ = X)) (Nuer Yo) = Naes f(Ya) ™

C] Seax € f((N,es Ya) ' Entonces f(z) € N,c; Ya: por lo que f(z) € Yy, y por tanto

z € f(Ya)"!, para todo a € I. De aquf se tiene que z € (o, f(Ya) ™'



D] Sea z € N,y f(Ya)™'. Entonces x € f(Y,)™', y por tanto f(z) € Y,, para todo
o € I. Esto significa que f(z) € (,¢; Ya, por lo que z € f((N,e; Ya) ™"

Si f: A— B es una aplicacion, para todo X C A, X C f(f(X))™!, y para todo Y C B,
f(f(Y)™1) C Y, y ambos contenidos pueden ser estrictos.

2.3. Composicion

Sean f: A — By g:B — C, definimos la composiciéon de f seguida de g como la
aplicacion go f : A — C tal que (go f)(z) = g(f(x)). Entonces Dom(g o f) = Domf y el
codominio de g o f es igual al de g. Ademés, si f: A —- B,g: B —-Cyh:C — D son
aplicaciones, entonces ho (go f) = (hog) o f. La demostracion parte de la coincidencia entre
dominios y codominios que permite considerar las distintas composiciones:

(ho(gof))la)=h((ge f)a)) = hlg(f(a))) = (hog)(f(a)) = ((hog)o f)(a)

= La composiciéon de aplicaciones inyectivas es inyectiva.
Sean f y g aplicaciones inyectivas y a,a’ € A tales que (go f)(a) = (go f)(a’). Entonces
g9(f(a)) =g(f(a')), y como g es inyectiva, f(a) = f(a'), y entonces a = a’.

= La composicion de aplicaciones suprayectivas es suprayectiva.
Sean fy g suprayectivasy ¢ € C'. Entonces 3b € B: g(b) =cyasuvezda € A: f(a) = b,

por lo que (go f)(a) =c.
= La composiciéon de aplicaciones biyectivas es biyectiva.

= Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Sean a,a’ € A tales que f(a) = f(a’). Entonces g(f(a)) = g(f(a’)), por lo que (go f)(a) =
(go f)(a'), y porelloa=d'.

Si g o f es suprayectiva, g también lo es.

Para cualquier ¢ € C, Ja € A: (go f)(a) = g(f(a)) = ¢, y por tanto If(a) =b € B :

g(b) =c.

Dados f: A — By X C A, la restricciéon de f a X es la aplicacion f|x : X — B dada por
flx(xz) = f(x). También se puede interpretar como que f|x = fowu con v : X — A como
la aplicacion inclusién, dada por u(x) = z. Al restringir una aplicacion pueden variar sus
propiedades.

2.3.1. Inversa de una aplicacion biyectiva

Definimos la aplicaciéon identidad en A como 14 : A — A con 14(a) = a. Entonces
decimos que f : A — B es una aplicacion invertible o que tiene inversa si existe g : B — A
tal que go f =14y fog=1p. Ahora supongamos que g y h son inversas de f. Entonces,

g=golg=go(foh)=(gof)oh=1p0h=h

Por tanto la inversa de una aplicacion es tinica, y la llamamos f~!. Ademas f es invertible si
y solo si es biyectiva.



=] Sean a,a’ € A. Si f(a) = f(a') entonces f~1(f(a)) = f~(f(a’)), luego a = a’ y f es
inyectiva. Ahora, Vb € B,3a = f~1(b) € A: f(a) = b, por lo que es suprayectiva.

<= Para cada b € B consideremos la imagen inversa f({b})~!. Como f es suprayectiva,
FHOH) ™Y #£ 0, y sia,d € f({b})™! entonces b = f(a) = f(da’), y como es inyectiva,
a = a'. Entonces f({b})~! tiene un solo elemento. Ahora definimos g : B — A tal que
g(b) € f(b)~!. Es inmediato comprobar que g = f~*.

Asi, si f y g son invertibles, g o f también lo es y su inversa es (go f)™! = f~log~!. Un
ejemplo de aplicaciones invertibles son las permutaciones. Sea 0 #n € Ny A = {a1,...,an}.
Entonces una permutaciéon de A es una biyeccion o : A — A. Se suelen denotar como

o a1 . Qg
"\ olar) ... ol(ay)
Llamamos S(A) al conjunto de las permutaciones de A. Si A = {1,...,n}, se escribe como
Sh.

2.3.2. Producto directo

Sea I un conjunto y F' = {A;};c; una familia de conjuntos, se define el producto directo
de F' como el conjunto

fli) e AVi e I}

HAi: {f |1 — U
i€l iel

Si f € [],c; Ai, escribimos f = (2;)ier. Si I es finito y se escribe como una lista, podemos
escribir el conjunto como Ay x --- x A, = {(z1,...,2,) | 2; € A;,4=1,...,n}. Sino se quiere
escribir el conjunto de indices, este se presupone.

Debemos tener en cuenta que el producto cartesiano se usa en la definicién de relaciéon y
aplicacion, por lo que el producto directo requiere de la definiciéon del cartesiano y no puede
sustituirlo, aunque exista una biyecciéon cuando el ntimero de factores es finito y usemos la
misma escritura.

Sean I y J conjuntos y F' = {A;}icr v G = {B,}jecs familias de conjuntos. Si existe
una biyeccion o : I — J y un conjunto de biyecciones {f; | A; — Bs(;)}icr, entonces existe
una biyeccion f : [[;c; Ai = [[;e; B;j dada por f(z); = fo-1(j) (z5-1(j)) para x € [[;c; A;.
Demostracion: para cada x € [],.; 4; y cada j € J existe un tnico f,—1(;) (z,-1(;)), de modo
que la relacién es de aplicacion, y debemos ver que es biyectiva. Sea g : [] jed Bj = lier A
dada por g(y); = f[l (yg(i)) (f;1 : By(iy — A;). Como también es aplicacion, debemos probar
que sean inversas. Entonces:

9(f(@)i = [T (@)ow) = F" (For00)) @o-1(00y)) = F7 (fi(@:)) = 5

De forma anéloga, f(g(y)) =y, y como tiene inversa, la aplicacion es biyectiva.
Axioma de Eleccidn: Si I es un conjunto no vacio y {A;};cr una familia de conjuntos no
vacios, entonces [[,.; A; es no vacio.

i€l



Capitulo 3

Ordenes en conjuntos

3.1. Relaciones de orden

Una relacién R en un conjunto A se dice que es:
» Reflexiva si (a,a) € R.

» Transitiva si (a,b), (b,c) € R = (a,c) € R.
» Simétrica si (a,b) € R = (b,a) € R.

= Antisimétrica si (a,b), (b,a) € R = a=hb.

Una relacion < en A es de orden parcial (o un orden parcial) si es reflexiva, transitiva y

antisimétrica. Un ejemplo es el orden lexicografico en K™: (z1,...,2,) < (y1,...,Yn) siy solo
si 1 < y1, 0 £1 = y1 y bien los vectores son de un elemento o bien (xa,...,2,) < (Y2, -, Yn)
en K" 1,

Un conjunto parcialmente ordenado (CPO o COPO) es un par (A, <) donde A es un
conjunto y «<» una relacion de orden en A. Si el contexto no deja dudas, diremos que A es
un COPO. Notacién: a <b: <= a<bAa#b.

A es un conjunto totalmente o linealmente ordenado, y < un orden total o lineal,
si se satisface la ley de la tricotomia, es decir, si dados a,b € A, ocurre que a = b, a < b o
b<a.

Podemos representar conjuntos ordenados mediante diagramas de Hasse, también llama-
dos «upward drawing» o diagramas de grafo de un orden parcial. Se representan los elementos
de A y se unen con una linea las que tienen relacion de equivalencia entre si, sin contar las
que se puedan deducir de la reflexividad o transitividad, y con el elemento mayor situado més
arriba. También se pueden representar mediante (-matrices, matrices (4 con indices en A, de

forma que
1 sia<b
ga,b = {

0 en otro caso



3.2. Elementos notables en un COPO

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y a € A:

= g es maximo de A cuando a > bVb € A. Si existe, es unico, pues si fueran a,a’ € A
maximos de A, se tendria que a < a’ y @’ < a, y por tanto a = d'.

= ¢ es minimo o primer elemento de A cuando a < bVb € A. Si existe, es tnico, y la
demostracion es analoga.

a es un elemento maximal de A cuando b >a — b=a.
= g es un elemento minimal de A cuando b<a — b =a.
Ademas, si B C A:

= ¢ es cota superior de B en A si a > bVb € B.

a es cota inferior de B en A si a < bVb € B.

a es supremo o extremo superior de B en A si es el minimo de las cotas superiores
de B en A. Si existe es tinico, pues el minimo de las cuotas superiores, al ser un minimo,
es Unico.

» g es infimo o extremo inferior de B en A si es el maximo de las cotas inferiores de B
en A. Si existe es tinico, por razonamiento analogo al anterior.

Dado b € B, b es maximo de B si y sblo si es el supremo de B en A.

=] Al ser maximo se tiene que V' > bv¥b € B y por tanto también es cota superior, pero si
hubiera una cota superior menor, a la que llamaremos ¢, entonces ¢ < b € B y por tanto
no es cota superior#.

<= Al ser supremo, es cota superior, por lo que a > bVb € B. Si a esto le unimos que a € B,
tenemos la definicion de maximo.

Esta propiedad se cumple de forma anéloga si en vez del maximo y el supremo tomamos el
minimo y el infimo.

3.3. Conjuntos bien ordenados

Un CPO es bien ordenado si todo subconjunto suyo no vacio tiene primer elemento.
Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado. Demostracién: Sea A bien ordenado y
B ={a,b} C A, como {a,b} # 0, tiene primer elemento, de lo que se desprende la tricotomia.

Principio de la Buena Ordenacién: Si A # (), existe un orden < tal que (4, <) es un
conjunto bien ordenado. Esto es equivalente al Axioma de Eleccion.



Capitulo 4

Relaciones de equivalencia

Una relacion es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. Si (a,b) € R,
escribimos aRb, a ~g b 0, si no causa confusién a ~ b.

4.1. Clases de equivalencia

Sea A # () y R una relacion de equivalencia en A. Para cada a € A, su clase de equivalencia
es [a] ={b€ A|a~ b}. Entonces:

[a]N[b] #0 < a~rb <> [d] = [b]
1l = 2]zecaNp = a~zAx~b = a~h

2 = 3] Por hipotesis a ~ b. Entonces z € [a] = z~a = z~b = x € [b.
Analogamente, y € [b] = y € [a].

3= 1 (a,a) ER = acla = = [q]N[b]#0.

Si C es una clase de equivalencia y a € C' entonces [a] = C, y decimos que a es un represen-
tante de C.

4.2. El conjunto cociente y la proyeccién candénica

Se define el conjunto cociente de A respecto de la relacion R como el conjunto de las
clases de equivalencia de los elementos de A respecto de R, y se denota A/R, A/ ~g, A/ ~ o
%. Calcular los conjuntos cociente consiste en dar un juego completo de representantes,
es decir, describir un conjunto R con uno y solo un representante de cada clase de equivalencia
(conjunto irredundante de representantes de las clases de equivalencia).

Llamamos proyeccién canoénica a la aplicacion ng : A — A/R con a — [a]. Siempre es
suprayectiva, por la definicion de A/R, y solo es inyectiva cuando R es la igualdad.



4.3. Relaciones de equivalencia y particiones

Sean A e I conjuntos y P = {B;}ics una familia de subconjuntos de A, decimos que P
forma una particién para A si se verifica que BiNB; = 0 <= i # jy U,c;Bi = A
Toda relacion de equivalencia induce una particion, pues [a] N [b] =0 <= a #£ b, lo que se
obtiene de las propiedades de las clases de equivalencia, y Upgeca/~la]l = A, pues b ~ b =
b € [b] € Ugea/~[a]. Del mismo modo, toda particion {C;j}icr en A determina una clase de
equivalencia, definida por a ~b: <= di € I : a,b € C;. Solo quedaria probar que esta es una
relaciéon de equivalencia y las clases de equivalencia son las C;.



Capitulo 5

Conjuntos numeéricos

Dos conjuntos son equipotentes si existe una aplicacion biyectiva entre ellos. Al ser una
relacion reflexiva, simétrica y transitiva, podemos agrupar a los conjuntos en «clases de equi-
potenciay que llamamos cardinales, y representamos con |A|.

Un conjunto A es infinito si existe B C A equipotente a A. En caso contrario es finito. Si
A es finito, f : A — A es inyectiva si y s0lo si es suprayectiva.

=] SeB=ImfCAy f : A — B la restricciéon a la imagen de f. Esta es entonces biyectiva,
y como A es finito, el subconjunto B no puede ser propio, por lo que es B = A, de modo
que Imf = Ay f es suprayectiva.

<= Para cualquier a € A se tiene que f({a})™' # 0, por lo que existe g : A — A €
[Taca f{a})™!. Por tanto f(g(a)) = aVa € A, es decir, f o g = 14, por lo que g es
inyectiva y, por la implicacién anterior, suprayectiva. Si a1, as € A verifican f(a1) = f(a2)
entonces existen, por la suprayectividad de g, b1,bs € A con g(b1) = a1 y g(b2) = as. Por
tanto b1 = f(g(b1)) = f(a1) = f(a2) = f(g(b2)) = b2, de donde a1 = g(b1) = g(b2) = a2
y f es inyectiva.

Igualmente, si A y B son conjuntos finitos con |A| = |B|, entonces g : A — B es inyectiva si y
solo si es suprayectiva. Demostracion: Al existir una biyeccion h : B — A, podemos definir
f=hog:A— A. Sig es inyectiva, f también, por lo que f es suprayectivay g =h ' o f
también. El reciproco se prueba de forma analoga.

Dados A C B, si A es infinito, B también lo es. Demostracion: Existe Ag C Ay f: Ag —
A biyectiva. Sea entonces By = AgU(B\A) C B, basta construir una biyeccion f’ : By — B
conz € Ag— f(z)y x € B\A— .

5.1. Numeros naturales

Un cardinal es finito si tiene un representante finito. De lo contrario es infinito. Llamamos
nameros naturales (N) a la colecciéon de cardinales finitos. El axioma del infinito afirma
que esta coleccion es un conjunto.

Dado n = |A|, llamamos sucesor de n a n* = |AU{x}| con = ¢ A. Tenemos que n* € N, y
escribimos n* = n + 1. Podemos entonces definir o : N — N tal que o(n) = n*, con lo que o es



inyectiva pero no suprayectiva y por tanto N es infinito. Vemos que 0 = |@| es el tnico ntmero
natural que no es sucesor de ningin otro. Escribimos N* = N\{0}, y entonces podemos definir
intuitivamente la aplicaciéon antecesor como 57! : N* — N.

Definimos |A| < |B| <= 3f : A — B inyectiva, y vemos que (N, <) es bien ordenado.
Entonces n* = min{z € N|n < 2} y por tanto, si a,n € N son tales que n < a < n*, entonces
a =n oa = n*. Demostracion: Sea M,, = {z € N|n < z} y a = min M,,. Sabemos que
existen A y N representantes respectivos de a y n junto con f : N — A inyectiva pero no
suprayectiva. Entonces existe z € A con « ¢ Imf. Sea g: NU{N} — A con g(b) = f(b) para
be Nyg(N) =z, podemos comprobar que g es inyectiva y por tanto n* < a, con lo que
n* =a.

El principio de induccién en los nimeros naturales afirma que si A C N cumple que
0eAyne A = n* € Aentonces A = N. Esto puede modificarse tomando que para k € N,
sike Ayk<ne A = n* € Aentonces {n € N|n > k} C A. La induccién matemética
es un método de demostraciéon consistente en demostrar la validez de la propiedad P en k y
luego probar la validez de P(n + 1) suponiendo la de P(n).

También, dados ACNykeNconke AyVvmeN,(k<m<n = meA) = neA,
se tiene que {n € N|n > k} C A. La aplicacion de esto se conoce como induccién matematica
fuerte. El principio de induccién, el del buen orden y el axioma de eleccién son equivalentes.

Todo conjunto finito totalmente ordenado esta bien ordenado y tiene méximo y minimo.
Por otro lado, N,, = {z € N|1 < 2 < n} cumple que [N, | = [{1,...,n}| = n y por tanto es
finito.

El conjunto de ntimeros naturales que hemos construido satisface los axiomas de Peano:

= 0eN

= Jo : N — N inyectiva.

= 0 ¢ Imo.

= Se cumple el principio de induccién.

Cualquier conjunto que cumpla estas condiciones es esencialmente igual a N, lo que se conoce
como unicidad del sistema de Peano.

Definimos la suma como + : NxN — N tal que n+0 = ny n+m* = (n+m)*. Esta cumple
que (n+1)4+m =n+ (m+ 1), y verifica las propiedades de conmutatividad, asociatividad
y cancelacion (a +c=b+c¢ = a=0b).

Definimos el producto como - : NXN - Nconn-0=0yn-m"=n-m+n,y
escribimos n - m = nm. Este cumple que (n + 1)m = nm + m, y verifica las propiedades
de conmutatividad, asociatividad, distributividad respecto de la suma y cancelacién
(nm=0 <= n=0Vm=0).

Teorema para la relaciéon del orden y las operaciones aritméticas:

l.a<b <= FueN:a+u=ba<a+uvueN.
Sea B ={n € Nla+n > b} y como b* € B entonces B # (), por lo que existe ¢ := min B.
Sea entonces u € N con u* = ¢. De aqui, a +u < b < a + u*, por lo que a + u = b.

2. a<b = a+c<b+ec
3. a<b = ac<bc.

Si a4+ u = b, llamamos u = b — a.



5.2. Numeros enteros
Llamamos nameros enteros al conjunto cociente Z = N x N/ ~ con
(a,b) ~ (n,m) < a+m=>b+n

Tenemos entonces que {(a,0)},enU{(0,b)}pen+ €s un conjunto irredundante de represen-
tantes. Asi, si n > m, (n,m) € [(n —m,0)], y si n < m, (n,m) € [(0,m — n)]. Denotamos
con n a [(n,0)] y los identificamos con los naturales, y denotamos con —n a [(0,n)]. Definimos
también ZT = {n € Z|0 #n € N}, Z= = {-n € Z|0 # n € N} y Z* = Z\{0}.

Definimos [(a,b)] < [(m,n)] <= a+n < b+ m, y de aqui que (Z,<) es un conjunto
totalmente ordenado en el que todo entero tiene predecesor y sucesor.

Definimos la suma como + : Z x Z — Z con [(a,b)] + [(m,n)] = [(a + m,b + n)]. Esta
estd bien definida y verifica las propiedades conmutativa, asociativa, existencia de neutro
0 = [(0,0)] (Va € Z,a+ 0 = 0) y existencia de opuesto o inverso bajo la suma (Va €
Z,3d' : a+ a’ = 0). Demostracion de que esta bien definida. Sean a,a’,b,b',m,m’,n,n’ € N
con [(a,b)] = [(¢/, V)] ¥ [(m,n)] = [(m',n’)]. Entonces a + b =b+a y m+n' =n+m/, de
donde a+ b +m+n"=b+d +n+m/, luego (a+m)+ ® +n') =@ +m)+(b+n)y
[(a+m,b+n)] =[(a+m b +n).

Definimos el producto como - : Z X Z — Z con [(a,b)] - [(m,n)] = [(am + bn,an + bm)].
Este esté bien definido y verifica las propiedades conmutativa, asociativa, distributiva respecto
a la suma y existencia de neutro 1 = [(1,0)].

5.3. Numeros racionales
Llamamos nameros racionales al conjunto cociente Q = Z x Z*/ ~ con

[(a,b)] ~ [(n,m)] < am =bn

Identificamos los enteros con los [(n,1)], escribimos ™ := [(m,n)] y denotamos con m a

T = [(m,1)]
1 4]

Definimos - < 7 <= nmb? < abm?, y decimos que un racional es positivo si es mayor
que 0 y negativo si es menor. Si m y b tienen el mismo signo, podemos considerar > < 7 <=
nb < ma. Se tiene que (Q, <) es un conjunto totalmente ordenado. Demostracioén: Dados -
y 3, se tiene que nb = ma, nb > ma o nb < ma.

Definimos la suma como +: Q x Q — Q tal que ¢ + ™ = %. Esta est4 bien definida,

y verifica las propiedades de conmutatividad, asociatividad, existencia de neutro 0 = [(0,1)] y
existencia de opuesto. Ademds, —* = - = — 1.

Definimos el producto como - : Q x Q — Q tal que 7 - ™ = 7. Este esta bien definido
y verifica las propiedades de conmutatividad, asociatividad, existencia de neutro 1 = [(1,1)] y
existencia de inverso para todo racional no cero (V7' € Q, 7 - & =1).

Una sucesion de ntimeros naturales (a,)nen (0 de cualquier subconjunto de C) es even-
tualmente periddica si 3m € N,q € N* : Vi > m,a; = a;44. Al menor m que satisface la
condicion se le llama término inicial del periodo, y al menor ¢, periodo. Una sucesion
eventualmente periédica con p = 1 se dice que es eventualmente constante. Por otro lado,

una sucesion de naturales (a,)nen es decimal si a,, € {0,...,9} paran > 0.



Teorema: Para todo a € Q con a > 0, existe una tinica sucesién decimal eventualmente
periodica de naturales (a,)nen tal que 0 < a—ap — 75 — -+ — g < 10% para todo n € N.
Esta relacion determina una biyeccién entre los racionales positivos y las sucesiones decimales
eventualmente periédicas que no son eventualmente constantes con término inicial 9.

Demostracién. Tomamos o = % con k > 0, d > 0 y med(k,d) = 1 y definimos ag = E(«)
y ro tal que a = ag + "¢, de modo que 0 < 79 < d. Definimos entonces por recurrencia
i1 = E(%{") y wdr" = Gnpi1 + r”’dJ’l, de modo que 0 < r,41 < d, y también S,, = ag +
a1107! + .- 4+ @,10™™. A continuacién probamos las siguientes afirmaciones:

1. Decimal: 0 < q,, < 10.

n 107y,
Ogan+1§an+1+7’;1: (; < 10

2. Lema: a = S, + 107",
Para n = 0, a = ap + *¢. Ahora asumimos que esto se cumple para un cierto n y
demostramos que se cumple también para n + 1:

107,

a=S,+-—210"*+D) = g, + (an+1 + E) 107 = 8§, )+ ’"’77“10*(”“)

d
3. Aproximacion: 0 < o — 5, < 10™

0<a—Sp = ”7“10*("“) <10~ (D)

4. Unicidad: a, 1 = E(10""(a — S,,)).

107,

ani1 = E ( ) —E (10”“10*"%”) — B(10™ (o — S,))

5. Periodicidad: Como 0 < r,, < dVn, los r,, deben repetirse, es decir, 3m,q € N,q > 0 :
Tm = Tm+q- Vemos por induccion que a; = a;44Vi > m+1. Parat = m+1, apmy1 Y "'m41
son cociente y resto de 107, /d, con 1o que @(m4q)+1 = Gm+1)+q Y T(m+a)+1 = T(m+1)+q
son cociente y resto de 107y,44/d = 107, /d, por lo que a1 = A(mt1)4+q Y Tmtl =
T(m+1)+¢- El paso de induccion es andlogo, partiendo de que r; = r; 4, para obtener que
Qi1 = A(itq)+1 Y Tit1 = T(itq)+1-

5.4. Estructuras algebraicas

Un conjunto A # () con una operacién suma + : A X A — A es un grupo abeliano si la
suma es conmutativa, asociativa, existe un elemento neutro 0 € A y todo a € A tiene opuesto
(be Acona-+b=0).

Si ademas tiene una operacion producto - : A x A — A, decimos que es un anillo si con
la suma es un grupo abeliano, el producto es asociativo, distribuye a la suma y tiene neutro
1 € A. Un anillo en que el producto es conmutativo es un anillo conmutativo, y si ademés
todo a € A\{0} tiene inverso (b € A con ab = 1), decimos que es un cuerpo.



5.5. Numeros reales

Podemos construirlos partiendo de los racionales de 3 formas:
1. IdentificAndolos con los desarrollos decimales infinitos.

2. Mediante las cortaduras de Dedekind, conjuntos ) # 3 C Q acotados superiormente
y sin maximo tales que y <z € § = y € .

3. Considerando el conjunto cociente de cierta relaciéon de equivalencia de las sucesiones de
Cauchy en Q.

Asumimos que es un conjunto no vacio (R,+,-) que contiene a los racionales y satisface los
siguientes axiomas:

1. Axiomas de cuerpo: (R,+,) es un cuerpo.

2. Axiomas de orden: R estda totalmente ordenado, * < y — z+2 < y+2zy
z,y >0 = zy > 0. z € R es positivo si x > 0 y negativo si x < 0. De aqui se tiene
que si x > 0, su opuesto —x <O, puesz >0 —= r—x>0—2xr = 0> —=z.

3. Axiomas de completitud: Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente
posee supremo.

5.6. Numeros complejos
Llamamos nimeros complejos al cuerpo definido por
C ={(a,b)|a,b e R}

junto con las operaciones (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) y (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc). Se
representan en el plano cartesiano en las coordenadas (a,b). Identificamos R con {(a,0)}scr-
Definimos i? = —1 y escribimos a + bi = (a,b). Entonces i" = i™ <= 4|n —m.

Llamamos conjugado de z = a + bi € C a Z = a — bi. Propiedades:

1. z==z.

5 z€eR <— zZ=1=z.

Dado z = a + bi € C, su parte real es Re(z) = a, su parte imaginaria es Im(z) = b, su
moédulo es |z| = Va2 + b2 y su argumento es Arg(z) = § = arctan 2, estableciendo primero
el cuadrante de forma que cos(f) = ﬁ y sin(f) = ﬁ, y es tnico salvo multiplos de 2.
Propiedades:

1. |2)? = 2z



3. |zw| = |2]lw]
4 |7V = |
5. [Re(z)| < |2|

6. Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w|.
Como 2w = zw, entonces 2w + zw = 2Re(zw). Asi, |z + w|*> = (z + w)(Z + W) =
2Z + w0 + 20 + zw = |22 + |w|? + 2Re(zw) < |2|* + |w|? + 2|2w] = (|2] + |w]|)?.

Sea z = a + bi con modulo r y argumento 6, la representacion polar de z es z — (r,0),
pues r es la distancia al centro cartesiano y 6 el angulo respecto del eje de abscisas. Asi, su
representacion trigonométrica es z — r(cosf+isiné), ysi z = (r,0) y w = (s, 0), entonces
zw = (rs,0+0). De aqui se deduce el teorema de De Moivre: Dado z = (r,0), 2™ = (r™, nf).
Por tanto, si 2" = (s,«), se tiene que r = sy 0 = %,k € Z, con lo que todo nimero
complejo tiene exactamente n raices n-ésimas complejas.

Para n > 2, w € C es una raiz n-ésima de la unidad si w™ = 1, y es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad si ademas w™ # 1 para 0 < m < n. Asi, todo niimero complejo tiene

o(n)={me{l,...,n—1} | med(m,n) = 1}

rafces m-ésimas primitivas. Esta funcion se conoce como funcién ¢ de Euler.
Se tiene que

x ,.n e n.2n+1
z xf _ o (_1)7Lx2n . . (—1) X
‘- nz:% al ST = Xnzo gy ST = ; (2n + 1)!

. . - \2
Por tanto tiene sentido definir que e'”® = cosp + isinp, pues e = 1 +ip + (Zg!) + =

1+4+14p— g—T — % + % + .-+ =cosp + isinp. Por tanto, podemos escribir z = (r,0) € C como
z =re?, y obtenemos la identidad de Euler:

e 4+1=0

5.7. Conjuntos numerables y no numerables

Un conjunto A es a lo mas numerable si |A| < |N|, numerable si |A| = |N| y mas
que numerable si |A| > |N|. Teorema de Bernstein o de Cantor-Schréeder-Bernstein
(CSB): Dados dos conjuntos A y B tales que existen f : A — By g : B — A inyectivas,
entonces existe una biyeccion entre ellos.

IN| = IN x N|. Demostracién: Para simplificar, interpretamos N sin el 0. Ordenamos las
parejas de N x N en orden lexicografico y luego vamos contando en diagonal. Entonces en cada
diagonal de (1,n) a (n,1) estan los pares cuyas coordenadas suman n + 1, y al terminar la
diagonal habremos contado S(n) = Y1 i = "("TH) pares. Entonces (1,n) — S(n —1) + 1,
(2,n—1) = S(n—1) + 2, etc. Asi, definimos ¢ : N x N — N con ¢(i, j) = W—i—z y
vemos que es una biyeccion.



Teorema: |N| = |Z| = |Q| < (0,1) = |R|. Demostracién de que |N| < (0,1): La aplicacion
f: N —= (0,1) con f(n) = n%_l es inyectiva. Para ver que no hay aplicaciones inyectivas
(0,1) — N usamos el método de la diagonal de Cantor. Supongamos que existe y hemos

numerado todos los elementos en (0, 1). Si los escribimos en su forma decimal, tenemos

z1 = 0,211212213 -
ry = 0,721020%23 - -
z3 = 0,231030233 -
etcétera. Ahora, sea (y, ), una secuencia de digitos con y,, € {0,...,9\{zn,} €
y1 = {1,...,8\{znn} (para evitar que el nimero formado sea 0 o 1). Entonces este nimero

difiere con cada uno de la lista en al menos un digito.



Capitulo 6

El anillo de los nimeros enteros

6.1. Aritmética de los enteros

Propiedades de Z:

1. Unicidad de los neutros: 310 € Z:Va € Z,0+a=a; NN € Z :Va € Z,1a = a.

2. Unicidad de los opuestos: Va € Z,3!/(—a) € Z : a + (—a) = 0.

3. Cancelacién en sumas: Va,b,c € Z,(a+b=a+c = b=c).

4. Multiplicacién por cero: Va € Z,a0 = 0.

5. Reglas de signos: Va,b € Z, (—(—a) = a A a(=b) = (—a)b = —(ab) A (—a)(=b) = ab).
6. Cancelacion en productos: Va,b,c € Z,a # 0, (ab = ac = b= c¢).

Teorema de la division entera: Va,b € Z,3lq,r € Z : (a =bg+r A0 < r < |b]). Llamamos
a ¢ el cociente de la division y a r el resto. Demostracion: Sean a,b >0y R = {z € Z|x >
OAIn €Z|z=a-bn} CN. Sabemos que R # () porque a = a — b-0 € R. Por tanto tiene
primer elemento r = a —bg € R. Sir > bentonces 0 < r —b € R#, luegor < b. Sia<O0y
b> 0entonces —a >0y —a=bg+rcon0<r<bSir=0a=>b-q)+0,ysir#0,
a=0b0-q¢) —r=0b(-¢g—1)+(b—-7).Sia#0yb<0entonces —b>0ya=(=bg+r
con 0 < r < —b=1b|, luego a = b(—q) +r con 0 < r < |b|. Finalmente, si a = 0 entonces
0 =100+ 0. Para la unicidad de ¢ y r, supongamos a = bg+r = bg' + 1’ con 0 < r, v’ < |b|.
Entonces b(q¢ — ¢') = r — 1/, con lo que |b||qg — ¢'| = |r — 7’|, pero como 0 < 7,7’ < |b|, entonces
g—¢ =0yr—r"=0.

Decimos que b divide a a o que a es multiplo de b (bla) si e € Z : a = be. Si a # 0,
también decimos que b es divisor de a. Para b # 0, bla equivale a que la division entera de a
entre b dé resto 0.

1. La divisibilidad es reflexiva y transitiva.
2. No es antisimétrica, pero alb Abla = |a| = |b].
3. alb <= a| —b, conlo que si b# 0, by —b tienen los mismos divisores.



4. alb <= —alb, luego a y —a tienen los mismos miltiplos.
5. claAclb = c|ra+ sb.

6. alb Acld = ac|bd.

7. alb = calcb. El reciproco es cierto si ¢ # 0.

8. Sib#0,alb = la|] < |b].

Dados a,b € Z, su maximo comun divisor es mcd(a,b) = max{d € Z | d|a A d|b} (excepcion:
med(0,0) = 0). Este existe porque el conjunto de divisores comunes es no vacio (contiene al 1)
y finito, luego tiene méximo. Propiedades:

1. med(a,b) = med(a, [b]) = med(|al, |b|).
2. mcd(a,0) = |al.
3. med(a,b) =0 <= a=b=0.

Dados a,b € Z con alguno distinto de 0, med(a,b) = min{ra + sb > 0|r, s € Z}, y todo divisor
comtn de a y b lo es de med(a, b). Demostraciéon: Dado § # D = {ra+sb > 0O|r,s € Z} C Z*,
existe § = min D. Existen entonces «, 3 € Z tales que § = aa + £b. Por el algoritmo de la
division, a = g+ r con 0 < r < §, luego r = (1 — aq)a + (—¢pB)b, luego r es combinacion
lineal y entonces 7 € D o r = 0. Lo primero es imposible porque » < § = min D, luego r = 0
y 0|a. Analogamente d|b. Que sea méaximo, y que todo divisor comtn de a y b lo sean de 4, se
desprende de que cla A c|b = c|aa + Bb= 0.

De aqui que para todo a,b € Z existen r, s € Z tales que mcd(a,b) = ra+ sb. Una expresion
de la forma d = ra + sb es una identidad de Bézout. En particular, si a = da’ y b = db’ con
d = med(a, b), entonces med(a’,d’) = 1.

d = med(a,b) siy solo si dla, d|b, claAclpb = ¢|dy d>0.

— ] Las propiedades (1) y (3) son por definicion, y la (2) la acabamos de demostrar.

<] Sia#0o0b=#0,des el mayor entero que divide a a y b. Si a = b = 0, como 0|a, b,
entonces 0|d, luego d = 0.

El méximo comun divisor de ay,...,a, es mcd(ay,...,a,) = max{d € Z | Vi,d|a;}. Entonces
med(ay,...,a,) = mcd(med(ay, az),as,...,a,). Demostracion: Sea d = mcd(ay,...,an),
como d||ai,...,a,, entonces d|(f := mcd(a1,a2)),as,...,a,le = med(med(ay, az),as, ..., an)
y por tanto dle. Pero e|f,as,...,an, luego elay,...,a, y eld, y como d,e >0, d =e.

Teorema: Dados a1, ...,a, € Z*, med(ay, ..., a,) =min{} ;. ria; > 0|r; € Z}. Ademas,
d =mcd(ay,...,ay) siysolosidl|ay,...,an, clar,...,a, = c|dy d>0.

a,b € Z son coprimos o primos entre si si med(a, b) = 1, es decir, si Jo, f € Z : aa+pb =
1. Si a y b son coprimos:

1. albc = alc.
Sea 1 = awa + SBb, multiplicando por ¢, ¢ = aac + Bbe. Como albe, ¢ = aca + Bna y ale.



2. ale Ablc = able.

1c:7;a+8b - E:EmeEsb:Erb+£sb:b<fr+£s) =
STEZ a a a b a b a
c c
= c=uab (57“-1-75) = ablc
a

Se tiene que mcd(a,b) = med(a — sb,b) = med(a, b — sa), y en particular, sib#0y a=bg+r
con 0 < r < b, entonces med(a,b) = med(b, r). La aplicacion repetida de lo anterior se conoce
como algoritmo de Euclides. También permite obtener identidades de Bézout. Si llamamos
(a,b) = med(a, b):

a=bq +r (a,b) = (b,r1) r <b

b=r1q2+ 12 (byr1) = (11,72) ro < T

Tn—2 = Tn_1qn + 0 (Tn7277an71) = (’I"n7170) =Tn—1 0< Tn—1

Como b > ry; > --- > 0, el algoritmo acaba en un nimero finito de pasos. Ademas, cada dos
pasos del algoritmo, el resto se reduce a la mitad. Demostracién: Sean a = bg+71, b =rq¢ +s

yr=sq" 41, sis<3rentonces t <s< iry hemos terminado, y si s > 3r, entonces ¢” = 1
ytzr—s<r—%r=%r.

Dados a,b € Z*, su minimo comtn miltiplo es mem(a,b) = min{m € Z* | alm A b|m}.
Sia o b son 0, entonces mem(a, b) = 0. Propiedades:

1. mem(a, b) = mem(a, |b]) = mem(|al, |b]).
2. mem(a,b) =0 <= a=0VvVb=0.
3. mem(a, ab) = |ab|.

Teorema:

1. mem(a, b)med(a, b) = |ab|.
Para a,b > 0, sea d = mcd(a,b) con a = da’ y b = db/, sea m = a'b'd. Entonces a|m y
blm. Sea ¢ = aa = Bb con «, 8 € Z, entonces ada’ = Sdl, luego aa’ = BV, y como a’ y
b’ son coprimos, a’|8 y 8 = va’ con v € Z. Sustituyendo, ¢ = va'b = ya'db’ = ym > m,
luego m = mem(a, ).

2. ale Able = mcm(a,b)|c.

El minimo comin multiplo de a1, ...,a, es mem(ay,...,a,) = min{m € Z* | Vi,a;/m}. Asi,
m = mem(ay,...,a,) siy solosiay,...,an|m, ai,...,a,lc = m|cy m > 0.

Una ecuacion del tipo ax + by = ¢ en la que se buscan soluciones enteras es una ecuacién
diofantica lineal, en este caso de dos variables. Tiene solucion si y solo si d = med(a,b)|c, y
entonces estas son de la forma

r = zo0+2

y = yo+y
donde zg, yo es una solucién particular y 2,7’ es una solucién de la ecuacion homogénea
asociada, ax + by = 0. En particular, si aa + 80 =d y ¢ = ¢/d, entonces zg = c'a e yg = /.



=] Sean z,y € Z con ax + by = c. Entonces d|ax + by = c.
<= | Multiplicando la identidad de Bézout, (c’'a)a + (¢'B)b=c'd = c.

Si d = mced(a,b), a = a’dy b=10'd, las soluciones de az + by = 0 son

x = =bt

y = dt
para cualquier t € Z. Demostracion: ax = —by, luego o’z = —b'y. Como a’ y b’ son coprimos
y a'| — by, entonces a'|y, luego existe ¢ € Z con y = a't, con lo que o’z = —Va't y x = —b't.

Multiplicando, todos los enteros de esta forma son solucién.
Un entero p # 1, —1 es primo si sus tnicos divisores son 1, —1, p y —p. Asi,

p es primo <= (plab = pla Vp|b) <= (pla1---a, = Ti: pla;)
1 = 2] Si pla ya esta. Si no, med(p,a) =1y pld.
2 = 3] Por induccién con ay - - a, = aj(az - an).

3 = 1] Si alp entonces p = ab para cierto b, y bien pla (con lo que a = p o a = —p) o plb
(conloquea=10a=-1).

Teorema Fundamental de la Aritmética: Todo entero distinto de 0 y £1 puede escribirse
como producto de primos, y la factorizaciéon es tnica salvo signo y orden. Demostracion:
Consideremos el conjunto de todos los positivos distintos de 1 que no se factorizan en primos
¥, si este no es vacio, sea a € Z su minimo. a no es primo, luego a = be con b,c € ZT\{1}.
Pero como a es minimo, entonces b y ¢ si se factorizan en primos, luego a también.# Ahora sea
Aa=pP1-DPp=q1 " Qm CON P1 - Dp,q1 " Gm Primos y supongamos n < m. Procedemos por
induccién sobre n. Sin =1, a =p; = ¢q1 - q¢m, y como p; no tiene més divisores primos que
—p1 ¥ p1, debe ser m =1y q; = py. Si suponemos el resultado valido para n — 1, entonces p,
divide a a = q1 - - - g, y por tanto divide a algtn ¢ € {1,...,m}. Reordenamos los factores para
obtener i = m, es decir p,,|¢m, con lo que ¢, = £p,,. Entonces p; - - pp—10n = @1+ * Gm—1(EPn ),
con lo que p1- - prn_1 = £q1- - gm_1 yn—1=m—1, luego n = m y ademés, después de
ordenar si hiciera falta, ¢; = £p;.

Asi, para a € Z,a # 0,£1, a = £p7* ---pl* y estos primos y sus exponentes son nicos
(salvo orden). Entonces podemos calcular el med(a, b) tomando el producto de primos comunes
a a y b elevados a la minima potencia y el mcm(a,b) tomando el producto de primos entre
ambos elevados a la maxima potencia.

Como teorema, el conjunto de los ntimeros primos es infinito. Si no lo fuera, y fuera
{p1,.-.,Pn}, el nimero N :=py ---p, + 1 también lo es.#

6.2. Congruencias

Dados x,y € Z,m € Z*, z e y son congruentes moédulo m, z =y méd m 6 x = y (m),
si m|x — y. Esta relacion es de equivalencia. Propiedades:

1. Sir es el resto de a/m entonces a = r (m).



2.a=b(m)A0<a,b<m = a=0b.
3. a=b(m) siy solosiaybdan el mismo resto entre m.
4. a=ad (M)AD=V (m) = a+b=d +b (m).
a—a =XImyb—b = pum para ciertos A\, u € Z, luego (a +b) — (¢’ + V') = A+ p)m

5. a=a (m)Ab=V (m) = ab=a't (m).

ab—a't = (@' + 2 m)(V + pm) —d'V/ = 'V + (a'u + b\ + dpm)m — a’b' = 0 (m)

6. a =b(m) = ac = be(m). El reciproco es cierto si ¢ y m son coprimos.
La primera parte se sigue de lo anterior. Para la segunda, mlac — bc = (a — b)e =
mla—b = a=0b(m).

7. ¢#0 = (a=b(m) < ac = bec(mc)).
a—b=Xm < ac—bc= X mc

Denotamos la clase de equivalencia (llamada clase de congruencia médulo m) de a € Z
por @, y su representante canoénico es el resto de a/m. Llamamos entonces Z/(m) o Z,
al conjunto cociente, que tiene exactamente m elementos. Asi, para @,b € Z,,, definimos
G+b=a+bya-b=a-b,yvemos que estan bien definidas y que Z,,, es un anillo conmutativo.
Dadoa € Z,,:

@ tiene inverso (3b € Z,, :a-b=1) <= Gescancelable (a-T=a-§ = T=7) <
<= mcd(a,m) =1
1

1 = 2] Multiplicando por @~* en ambos lados de G- T =a - 3.

2 = 3] Simecd(a,m)=d > 1, sean a = a'd y m = m/d, entonces @-m' =a’ -d-m' =
o -m=0=a-0, perom’ #0.

3 = 1] Existenr,s € Zconra+sm=1,luego7-a=1.

Asi, Z,, es un cuerpo si y so6lo si m es primo, pues entonces todos los elementos tienen inverso.
Un entero es divisible por 3 siy solo si la suma de sus cifras lo es. Demostracion: 3|m <

m = 0(3). 10 =1(3), luego 10° = 1 (3) para todo s y si m se escribe como ay, - - - ag, entonces
m=a,10" + -+ ag = an + -+ + ao (3). De forma parecida se pueden sacar reglas para el 9
y el 11.

Dados a,b,t € Z:

tessol.dear =b€Z, < tessol.de ar =b(m) <= 3s€Z: (t,s) es sol. de az—my = b

La ecuacién ax = b(m) tiene solucion si y solo si d := mecd(a,m)|b, y las soluciones son
todos los enteros x = wo + A" con A € Z, donde xq es una solucion particular, de modo que la
ecuacion tiene d soluciones distintas modulo m. Demostraciéon: ax = b equivale a la ecuacion
diofantica axz —my = b, que tiene solucion si y solo si d|b. Sean pues b = db’, a = da’ y m = dm/,
entonces ax — my = b equivale a o’z — m'y = b’ y las soluciones son

T = mog+mA
y = yo+aA

Entonces zo + Am/ = zo + pm/ (m) < dm/ = pm/ (dm’) <= X = pu(d).



6.3. Teorema Chino de los Restos

Sean by,...,b, € Z arbitrarios y my,...,mg € ZT coprimos dos a dos, el sistema de
congruencias
Tr = b1 (ml)

x E b (mg)

tiene solucién tnica moédulo M = my - - - my. En particular, esta es by M1 Ny + - -+ + b My Ny,
donde M; = NML y N; es tal que M;N; =1 (m;).

Demostracion: Si p es un ntmero primo que divide a M; y m;, entonces divide a algtin
mj con j # i, lo cual contradice que med(m;, m;) = 1, luego M; y m; son coprimos y M;
tiene inverso N; modulo m;, teniendo en cuenta que M;N; = 0(m;) para j # i. Entonces
xg = by My Ny + - - - + by My N, es solucion del sistema. Ahora bien, si z e y son soluciones del
sistema, z,y = b; (m;), luego = y (m;), con lo que = — y es multiplo de todos los m; y por
tanto x =y (M).

Si los modulos no son coprimos, intentamos simplificar cada ecuaciéon dividiéndola entre
un namero, pues a’'dx = b'd(m'd) <= d'x = b’ (m'). Si esto no es posible, resolvemos una
ecuacion y sustituimos en el resto.

6.4. Teoremas de Euler y Fermat

Denotamos Z, = {z € Zp|z es invertible}, y definimos la funcién ¢ de Euler como
¢ : N — Ntal que ¢(m) = [{x € N]1 <z <m Amcd(xz,m) =1}| = |Z},|. Asi:

1. Si p es primo, ¢(p) =p — 1.

2. Si p es primo, ¢(p") = p" " L(p —1).
Los no-coprimos con p™ son precisamente los miltiplos de p, por lo que estos son %L =
pn—l y ¢<p7L> — pn _ pn—l — pn(p _ 1>.

3. Si med(n,m) = 1, entonces ¢(nm) = ¢(n)p(m).
Definimos f : Z},, — ZF x Z7, tal que f(z) = (, xm ), donde x,, y x,, son los restos de
dividir = entre n y m, respectivamente. Para abreviar asumimos que esté bien definida, y
pasamos a ver que es biyectiva. Si f(x) = (2, Zm) = f(y) entonces z =y (m) y x =y (n),
luego nm|(z —y) y en Z7,, es inyectiva. Para ver que es suprayectiva, consideramos
(a,b) € Zf x Z7,. Al existir una identidad de Bézout 1 = rn + sm, podemos hacer

m*
x :brn+asm conloque x =a(n)yz=>b(m).

4. Sim = pi*---p? es la descomposicion de m en factores primos, entonces

fp o2 ()

Teorema de Euler: Sea 1 < m € Z. Si a es coprimo con m entonces a®(™) = 1 (m). Demos-
tracion: Esto equivale a que @™ =T € Z,,. Sea Z*, = {77, ... \Tomy) ¥ a- Ly, = {az|z €
Z%,}. Demostramos que @ - Z¥, = 7% :



Clez=az,€a-Z, = xa "T;
Dl 7, €Z, = T, =aa 'T;€a-L

Entonces [[2"™z; = [[2'M az; = a®™ [[2"" 7, v dividiendo entre [[27 7, porque es
invertible, se obtiene el resultado.

Teorema Pequeno de Fermat: Si a € Z y p es un nimero primo que no divide a a,
entonces a?~! = 1(p), y para todo = € Z, 2P = z (p). Esto se deriva del teorema de Euler y de

que ¢(p) =p— 1.



Capitulo 7

Polinomios

7.1. Polinomios con coeficientes en un cuerpo

Un polinomio con coeficientes en el cuerpo K es una expresion de la forma
n
CLQ+(11X—|-(12X2+'~'+CL”X“ e E a; X;
i=0

con ag, ..., a, € K. El simbolo X se llama indeterminada y llamamos coeficiente de grado
i a a;, término independiente a a(y y coeficiente principal o lider a a, si es a, # 0.
Un polinomio es ménico si a, = 1. Los polinomios de forma ag se llaman constantes y los
identificamos con los elementos de K. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en
K se denota K[X], y dos polinomios P =ag+ -+ ap, X", Q =by+---+ b, X™ € K[X] con
n < m son iguales si a; = b; parai € {1,...,n} yb; =0para je {n+1,...,m}.

Definimos P + Q = (ag + bo) + (a1 + b)) X + -+ 4+ (an + 0,)) X", y PQ = ¢o + a1 X +
ot Cp X si e, = Ziﬂ-:k a;bj = apby + arbi—1 + -+ + arby. Asi, K[X] es un anillo
conmutativo.

P tiene grado n si P =" ;a,X" con a, # 0, y se denota con gr(P). Por convencion, si
P(X) =0, gr(P) = —oo. Si tomamos el convenio de que —oo+mn = —o0, (—o0) + (—00) = —c0
y —oo < n, se tiene que:

L gr(PQ) = gr(P) + gr(Q).

2. gr(P+ Q) < max{gr(P),gr(Q)}.
3. PQ=0 = P=0vQ=0.

4. 3P~1:PlP=1 < gr(P)=0.

Se define el valor de P(z) en b como P(b) = ag+ a1b+ -+ + anb™ € K, con lo que P define
una aplicacién P : K — K que llamamos funcién polinomial asociada a K.

Teorema de la divisién: Para A, B € K[X] existen dos tnicos polinomios, @) (cociente)
y R (resto) en K[X] tales que A = BQ + Ry gr(R) < gr(B). Teorema del resto: El resto
de la division de P/X — a es P(a).



Decimos que A divide a B, o que B es miltiplo de A (A|B) si 3C : B = AC. Si A|B # 0,
A es un divisor de B. Propiedades:

1. AIBAA|C = A|PB+QC.
2. A|BAB|C = A|C.
3. AIBAB|A = 3pue K\{0}: A= puB.

Los polinomios de la forma AA para 0 # A € K se llaman polinomios asociados de A. Cada
polinomio tiene un tnico polinomio asociado monico.

D es el maximo comin divisor de A, B € K[X|si D|A, B, S|A,B = S|D y D es monico.
Si D’ verifica las dos primeras condiciones, entonces es asociado a D. Ademaés, si A, B # 0,
entonces D es el tnico polinomio ménico de grado minimo que es combinacion lineal de A y
B.

A, B € K[X] son coprimos o primos entre si si med(A, B) = 1, es decir, si existen S,T €
K[X] tales que SA+TB = 1. En tal caso, A|[BC = A|C. Ademss, si A, B € K[X] con
alguno de los dos no nulo y D = med(A, B), entonces % y % son coprimos.

M es el minimo comin mdltiplo de A,B € K[X]si A,B|M, A,BIN = M|N y M es
monico. Si M’ cumple las dos primeras condiciones, entonces es asociado a M. Ademas, existe

p € K tal que mem(A, B) = M%'

7.2. Raices de polinomios

r € K esunaraiz de P € K[X]si P(r) =0. Si g, con p y q coprimos, es raiz de P, entonces
plag vy ¢lay,. La regla de Ruffini se basa en que a es raiz de P siy s6lo si X —a|P. Asi, decimos
que a es una rafz de multiplicidad s > 1 de P si (X — a)®|P pero no (X — a)**!|P. Una
raiz es multiple si tiene multiplicidad mayor que 1, de lo contrario es una raiz simple. Si
gr(P) = n # —oo, entonces P tiene a lo sumo n raices en K, contando cada raiz tantas veces
como su multiplicidad. Asi:

1. Si gr(P) = n y existen m > n raices de P en K, entonces P = 0.

2. Sigr(P)=n >0y existen ay,...,a, € K tales que P(a;) = Q(a;) con m > n, entonces
P=Q.

3. Si K es un cuerpo infinito y P,Q € K[X] son distintos, entonces las funciones P,(Q :
K — K son distintas.

4. Sea P =ag+ -+ ap, X" € K[X] con gr(P) = n y raices r1,...,7, (10 necesariamente
distintas), entonces P = ap (X —71) - (X —1p).

7.3. Factorizaciéon y raices de polinomios
P € K[X] con gr(P) > 0 es irreducible o primo si QP — gr(Q)=0vIke K:Q =
kP. Asi:
P es irreducible < (P|QR = P|QV P|R) < (P|Q1---Q, = Ji: P|Q,)

Teorema: Todo P € K[X] con gr(P) > 1 factoriza como producto de polinomios irreduci-
bles, y esta factorizacion es tnica salvo asociados y orden.



7.4. Polinomios irreducibles en R[X] y C[X]. Teorema Fun-
damental del Algebra

El Teorema Fundamental del Algebra afirma que todo P € C[X] con gr(P) > 0 tiene
al menos una raiz en C. Asi:

1. P € C[X] es irreducible si y sélo si gr(P) = 1.
2. VP e ClX],gr(P)=n>1,3r,7r1,...,7 €EC: P=7r(X —7r1) - (X —1p).
3. Si z € C es raiz de P € R[X], entonces Z también lo es.

4. Si P € R[X] es irreducible, entonces, o gr(P) =1, o gr(P) = 2 y no tiene raices reales.
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