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Capitulo 1

Polinomios

Trabajaremos solo con anillos conmutativos.

1.1. Propiedad universal

GyA

Primer teorema de isomorfia: Dado un homomorfismo de anillos [...| f : A — B, existe
un tnico isomorfismo [...] f: A/ker f — Imf tal que io fop = f, donde ¢ : Imf — B es
la inclusion y p: A — A/ ker f es la proyeccion. En particular,

A/ker f = Imf.

[...] Propiedad universal del anillo de polinomios (PUAP): Secan A un anillo
y u: A — A[X] el homomorfismo inclusion |[...| para cada homomorfismo de anillos |...]
f:A— Bybe B, el tnico homomorfismo f: A[X] — B tal que f(X)=by fou= fes

f (anX”> =" flpa)b.
]

1. Si A es un subanillo de B y b € B, el homomorfismo |...] de evaluacién en b es
Sy : A[X] — B dado por

Sp(p) = p(b) ==Y _ pab",

y su imagen es el subanillo generado por A U {b}, llamado A[b].

Por ejemplo, C = R[i]. Entonces b es trascendente sobre A si ker(S,) = 0, es decir, si
b solo es raiz del polinomio nulo, y en otro caso b es algebraico y llamamos ideal de las
relaciones algebraicas de b sobre A a ker(S;) # 0.



Ast:

1. Afb] = A[X]/ ker(Sp).

2. Si b es trascendente, Sp : A[X]| — A[b] es un isomorfismo.
3. Todo a € A es algebraico sobre A.

4. 7y e son trascendentes sobre Q.

5. R[i] = C.

GyA

Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo f : A[X] — B[X]
dado por

i) = Fpn)x”

1.2. Raices

GyA

Todo DIP [(dominio de ideales principales)| es un DFU. [...] Dado un dominio D # 0, una
funcion 6 : D\ {0} — N es euclidea si cumple:

1. Va,b € D\ {0},(a|b = d(a) < 4(b)).
2. Vae D,be D\ {0},3¢q,r € D:(a=bg+rA(r=0Vir)<dib))).

Un dominio euclideo es uno que admite una funcion euclidea. |...| Todo dominio euclideo
es DIP.

[...] Sean f,g € A[X], si el coeficiente principal de g es invertible en A, existen dos
unicos polinomios ¢,r € A[X], llamados respectivamente cociente y resto de la divisiéon
de f entre g, tales que f = g¢+r y gr(r) < gr(g), y [f y g son el dividendo y el
divisor|[...]. En particular, el grado es una funcion euclidea.

Teorema del resto: Dados f € A[X] y a € A, el resto de f entre X —a es f(a).

[...]| Teorema de Ruffini, [...] f es divisible por X — a si y solo si f(a) =0 [...].

Para f € A[X]\ {0} y a € A, existe m := méx{k € N | (X — a)* | f}. Llamamos a m
multiplicidad de a en f, y a es raiz de f siy solo si m > 1. [...] a es una raiz simple de
fsim=1y|.]es una raiz |...|[mualtiple] si m > 1.

La multiplicidad de a en f es el tnico natural m tal que f = (X — a)™g para algin
g € A[X] del que a no es raiz.

Si D es un dominio, f € D[X]\ {0}, [...] la suma de las multiplicidades de las raices
de f, y el ntumero de raices, no son superiores a gr(f).

En particular, si g € D[X] tiene infinitas raices en D entonces g = 0. Esto no tiene por qué
cumplirse si D no en un dominio.



GyA

Dado un anillo [...] 4, definimos la derivada de P := ", ax X" € A[X] como P’ := [...] =
dks1 ka,X*~1, y escribimos P() .= P y pntl) .= p(n),

GyA

Dados a,b€ Ay P,Q € A[X]:
1. (aP+bQ) =aP +bQ".
2. (PQ) =PQ+ PQ'.
3. (P") =nPr 1P,

Dados un dominio D de caracteristica 0, P € D[X]\ {0} y a € D, la multiplicidad de a
en P es el menor m € Ny con PU™ (a) # 0.

Si A es un anillo, a € A es raiz multiple de p € A[X] si y solo si p(a) = p'(a) = 0.

GyA
Si[...] @ = medS |[...| lamamos identidad de Bézout a una expresion de la forma
a=ais$1+ -+ ans, conay,...,a, €Ay sy,...,s, €S, que existe [...].

[...] Sile(S), medS=1.
[...] A[X] es un dominio euclideo si y solo si es un DIP, si y solo si A es un cuerpo.

donde aq, ..

Llamamos carA a la caracteristica del anillo A. Sean K C L cuerpos y f € K[X]:
1. Simed{f, f'} =1, entonces f no tiene raices miltiples en K.

2. Si f es irreducible en K[X] con una raiz en L, entonces f tiene raices multiples en L si
y solo si f/ = 0.

3. SicarK =0y f es irreducible en K[X], entonces f no tiene raices multiples en L.

4. Sip:=carK # 0, f/ = 0si y solo si f € K[X?]. En particular, si f es irreducible en
K[X] con alguna raiz en L, f tiene raices maltiples en L si y solo si f € K[XP].

1.3. Divisibilidad

Si p € A[X] esta formado por subsecuencias proporcionales, es decir, si viene dado por
0,...,0,109,...,01ak,0,...,0, @200, ...,a2ak,0,...,0, a0, .. .,qrax,0,...),

S, Q. A0, - --ap € A con ag,ax # 0, sea n; la posicion de a;ag para cada i, entonces

p= (CLQ —|—a1X—|—-~~—|—aka)(alX”1 + -~-—|—Otint).



GyA

Sean D un dominio y p € D |...] p es irreducible en D si y solo si lo es en D[X].

[...] Como teorema, D es un DFU si y solo si lo es D[X].

[...] Si D es un DFU [..][para p € D[X]], ¢(p) = {z | = medg>opr}, v [..] si
¢(p) = aD*, a es el contenido de p (a = ¢(p)). [...] p es primitivo si ¢(p) = 1, esto es, si
[...Jmedgpr = 1. [...] Dado f € D[X]\ D primitivo, f es irreducible en D[X] si y s6lo si lo
es en K[X][,siendo K el cuerpo de fracciones de D]...].

[...] Sean K un cuerpoy f € K[X]:

1. Sigr(f) =1, f es irreducible en K[X]. [...]
3. Sigr(f) € {2,3}, f es irreducible en K[X] si y solo si no tiene raices en K.

Si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, f ==Y, ax X* € D[X] y n == gr(f), todas
las raices de f en K son de la forma £ con r | ag y s | an.
Criterio de reduccién: [...] Si p € Z es primo, f = >, ax X" € Z[X] es primitivo,
n:=gr(f), pta,y f es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Z[X].
Criterio de Eisenstein: Sean D un DFU, f := Y, a;,X* € D[X] primitivo y n =
grf, si existe un irreducible p € D tal que Yk € {0,...,n — 1},p| ar y p*{ ao, entonces f
es irreducible en D[X].

Lairreducibilidad se conserva por automorfismos de dominios, por lo que si D es un dominio,
a€ D*ybe D, f e D[X]esirreducible si y solo si lo es f(aX +b). En Z[X], f :== X6+ X3 +1
es irreducible, pues f(X +1) = X6 +6X° + 15X* + 21X3 + 18X2 + 9X + 3 y, como este es
irreducible por Eisenstein con p = 3, f es irreducible.

Sip € Z es primo, f(X) = % = XP~1 4 XP=2 4 ... + X + 1 es irreducible en Q[X] y
en Z[X].

Un polinomio p € K[X] de grado n es reciproco si parai € {0,...,n} es p; = p,—;. Si K es
un cuerpo y n es par, las raices no nulas de p(X) son los ceros de f(z) = p(x)/z"/? : K* = K,
que sera de la forma

f(x) = pox® + -+ Pr_1T + P+ Pr—12 4+ por ¥,

donde k := n/2. Haciendo el cambio de variable y := 2+ 2! nos queda una funcién polinémica
de grado k y hemos reducido el grado a la mitad. Para hacer el cambio, calculamos y2, 32, . . ., y*,
sustituimos po(x* + %) por poy* mas un polinomio de grado menor, hacemos lo propio con
el grado k — 1, etc.

Para n,m € ZT, med{ X" — 1, X™ — 1} = Xmed{nm} _ 1,

1.4. Factorizaciéon en C[X]| y R[X]

FVC

Teorema fundamental del algebra: C es algebraicamente cerrado, esto es, todo poli-
nomio complejo de grado n es la forma p(z) = a[[;_,(z — ai) con a,ay,...,a, € C.




Si o € C es raiz de f € R[X], entonces @ también lo es, y ambas tienen la misma multipli-
cidad.

Los irreducibles de R[X] son los de grado 1 y los de grado 2 sin raices reales. Ademaés, todo
polinomio en R[X] se puede expresar de forma tnica (salvo orden) como

K S
aH(X e I_I(X2 — 2Req; X + |ay|*)™
i=1 i=1

conr,s €N a,er,...,¢, €ER aq,...,a e C\Ryky,...,k-,mq,...,ms € N*.

Las raices de X" — 7 € R[X] en C son las raices n-é¢simas de r de la forma {/rw* con
w = eeri/n.

Dado f :=Y? 4 3pY + 2¢ € C[X], si w = *™/3  existe k € {0, 1,2} tal que, si

3 3
ri=\—q+ V¢ + s =W\ =g — V¢ + 3,
las raices de f son 7 + s, rw + sw? y rw? + sw.

Si f:=aX?+bX?+ cX +d € C[X], podemos obtener las raices de f(X) obteniendo las
de (1f)(X - 3%), que sera de la forma X3 + 3pX + 2g.

1.5. Polinomios en varias variables

GyA

PUAP en n indeterminadas: Sean A un anillo conmutativo, n € N* y u : A —
AlX1,...,X,] la inclusion:

1. Dados un homomorfismo de anillos f : A — By b1,...,b, € B, existe un tnico
homomorfismo de anillos f : A[Xq,...,X,] = Btal que fou=fy f(Xg) = by
para k € {1,...,n}.

[f (z pX X) S b

1€EN"™ S\

[...]Dados dos anillos conmutativos A C By by,...,b, € B, el homomorfismo de
[...][evaluacion| S : A[Xy,...,X,] — B viene dado por
p(blv s abn) = S(p) = Z pib’il o b;”

ieN™

[y S(p) es la evaluacién o valor de f en b := (by,...,b,)|. [La imagen de S] es el subanillo
de B generado por AU{by,...,b,} [0 engendrado por by,...,b, sobre A|, A[by,...,by,]

[.].

Entonces by, ...,b, € B son algebraicamente independientes sobre A si ker'S = 0, y
son algebraicamente dependientes en otro caso, es decir, si b es cero de un polinomio no
nulo, en cuyo caso ker S es el ideal de las relaciones algebraicas de by, ..., b, sobre A.

AlX1,..., X
by, b,) = A1 X

ker S



y en particular, siby, ..., b, son algebraicamente independientes, A[by, ..., b,] = A[X1,..., X,
Por ejemplo, by :==1/7 y by := 1 + /7 son algebraicamente dependientes
Si B es un dominio, llamamos A(by,...,b,) al cuerpo de fracciones de A[by,...,b,], que en
general no esta contenido en B, pero si en su cuerpo de fracciones K, y de hecho es el menor
subcuerpo de K que contiene a AU {b1,...,b,}.

GyA

2. Sean A un anillo y ¢ una permutaciéon de N,, con inversa 7 := ¢!, tomando B =
A[X1,...,Xn] y b = Xo@) en el punto anterior obtenemos un automorfismo &
en A[Xy,...,X,] con inversa 7 que permuta las indeterminadas. [Llamamos f7 :=
5(/).

AIXy, L X Ve, LY 2 AX L XY Y] 2 AL YRl X L X,

por lo que en la practica no distinguimos entre estos anillos.

4. Todo homomorfismo de anillos [...] f : A — B induce un homomorfismo f :
A[Xy,...,X,] = B[Xy,...,X,] dado por f(p) == ZieN” flp) X3t X

Llamamos grado de un monomio aX{" - -- X aij4- - -4i,,y gradode p € A[X1, ..., X,]\
0, gr(p), al mayor de los grados de los monomios no nulos en la expresion por monomios
de p. Entonces gr(p + q) < méx{gr(p),gr(q)} y gr(pq) < gr(p) + gr(q).

Un polinomio es homogéneo de grado n si es suma de monomios de grado n. Todo
polinomio se escribe de modo tinico como suma de polinomios homogéneos de distintos
grados, [las componentes homogéneas del polinomio.]

1.6. Polinomios simétricos

Un f € A[Xy,...,X,] es simétrico si f7 = f para todo o € S, si y solo si todas sus
componentes homogéneas son simétricas.
Sea F € A[Xq,...,X,][T)] dado por

n

F:=(T-Xy)-- Z (X1, ..., Xn)TF,
k=0
llamamos polinomios simétricos elementales en las indeterminadas Xq,...,X,, alos s €

AlX1,...,X,], dados por

k
sp(Xy,..., X)) = > 11

1<ig <...<ip<n j=1

que son simétricos. En particular so =1, s1 = X1+ + X, vy s, = X1+ X,,. S1 81,...,8,1
son los polinomios simétricos elementales en las variables X1,...,X,,_1, entonces, para i €
{1,...,n—1},

§i(X1, .. ~;Xn71) = Si(Xl, e ,anl,O).



Sean A un subanillo de B, f € A[X]y ai,...,a, € B[X] con f=(X —aq) - (X — ap),
entonces, para k € {1,...,n}, s, = (—=1)* fz.

Teorema fundamental de los polinomios simétricos: Sea S[Xj, ..., X,,] el subanillo de
los polinomios simétricos de A[ X7, ..., X, ], el homomorfismo de evaluacion ¢ : A[X1,..., X,] —
S[X1,...,Xn] con p(X;) = s; es un isomorfismo, es decir, todo polinomio simétrico se escribe
de forma tinica como expresién polinémica en los polinomios simétricos elementales.

El orden lexicografico en N™ es el buen orden dado por (i1,...,%n) < (J1,---,Jn) SI ¥
solo si existe k con iy # ji y, para el menor de esos k, iy < ji. Sea

f= X wxp

i€N™

llamamos término superior de f al término aiX{I - Xin con a; # 0 y maximo i en orden
lexicografico. Para cada k, el término superior de s; es X7 X5 -+ Xj.

Si D es un dominio y f1,...,fr € D[X1,...,X,], el término superior de fi--- f, es el
producto de los términos superiores de los factores.

Si f es simétrico con término superior aXf1 . Xfl", entonces 71 > ig > - > iy,

Entrada: Dominio (D, +,+) y polinomio f € D[Xy,..., X,] simétrico.
Salida: Polinomio g € D[X1,...,X,] con g(s1,...,8,) = f.
g4 0;
mientras f # 0 hacer
Obtener el término superior M = aX{1 co Xin de f;
p aXil_iQXéé_is . X:ln:llflnX:‘ln;
f<f—p(s1,--.,8n);
g g+p;
fin
Algoritmo 1: Descomposicién de un polinomio simétrico en un dominio como expresion
polinémica de polinomios simétricos elementales.

El algoritmo [I] permite descomponer un polinomio simétrico en un dominio como expresion
polinémica de polinomios simétricos elementales.

Si f € D[Xy,...,X,] es un polinomio homogéneo con término superior aXf1 <o Xin Jaex-
presion sera una D-combinacioén lineal de polinomios del tipo s{l —Jz 5%2 I3 con jide A =
i1+ -+ y (1, dn) < (i1,...,1y), donde el coeficiente correspondiente a (i1, ...,4,) serd
a y, para casos sencillos, podemos determinar el resto dando valores «faciles» a las indetermi-
nadas y resolviendo las ecuaciones lineales en los coeficientes obtenidas.

Si D es un dominio, f/g € D(X1,...,X,) es una funcién racional simétrica si f7/¢g° =
f/g para todo o € S,. Esto esta bien definido, pues f/g = p/¢ = fq=gp = [f7°¢° =
9°p° = [f9/g° =p°/q¢°. Si f,g € D[Xq,...,X,] son simétricos con g # 0 entonces f/g
es simétrica, pero el reciproco no se cumple, pues X?Y/(X? + XY) es una funciéon racional
simétrica pero el numerador y el denominador no lo son. El conjunto de funciones racionales
simétricas en D(X1,...,X,) es precisamente D(s1,...,8y,).



Capitulo 2

Extensiones de cuerpos

Si K es un cuerpoy A # 0 es un anillo, todo homomorfismo de anillos h : K — A es un
isomorfismo K — h(K). En efecto, ker h C K es un ideal y los tnicos ideales de K son 0 y K,
pero como A # 0, 1 ¢ ker h, luego ker h = 0, h es inyectivo y h : K — h(K) es biyectivo.

Una extensiéon (de cuerpos) es un par de cuerpos (K, L) con K subcuerpo de L, que
representamos como K C L, L/K o,si K # L, como K C L.

Algunas extensiones son Q C R, R C C y, para todo cuerpo K, K C K(X), donde K(X)
es el cuerpo de fracciones de K[X]. Otras son Q C Q[/m] para m € Z no cuadrado de entero,
incluyendo Q[i].

Dados ¢,d € Z no cuadrados, Q(v/c) = Q(v/d) si y solo si cd es un cuadrado en Z.

GyA

Llamamos subanillo primo de A a Z1 := {nl4},cz, el menor subanillo de A.

[...] Sea K un cuerpo no trivial, existe un subcuerpo K’ de K llamado subcuerpo
primo de K contenido en cualquier subcuerpo de K, y este es isomorfo a Z, si la ca-
racteristica de K es un entero primo p o a QQ en caso contrario. Demostraciéon: Si la
caracteristica es un primo p, el subanillo primo de K, isomorfo a Z,, es un cuerpo y con-
tiene a cualquier subanillo de K |[...]. En otro caso [...| la caracteristica es 0, por lo que
f:Z — K dado por f(n) := nl es un homomorfismo inyectivo y la propiedad universal
[de los cuerpos de fracciones| nos da un homomorfismo f:Q(Z) =Q — K dado por
f(Z) = f(n)f(m)~!. Es claro entonces que K’ := f(Q) es isomorfo a Q, y queda ver que

m
esta contenido en cualquier subcuerpo de K. Dado un tal ', param € Z, f(m) =ml € F,

y para n € Z\{0}, f(n) #0y f(n)~! € F, luego f(%) = f(m)f(n)~! € F, y en resumen
fQCF.

2.1. Grado de una extension

Si K C L es una extension de cuerpos, L es un K-espacio vectorial con la suma y el producto
por escalares dados por la suma y el producto en L, y K es un subespacio de L. Llamamos



grado de K C L a [L: K] := dimg L. K C L es finita o infinita segin lo sea [L : K].
Entonces:

1. [L:K]=1 < L=K.

— ] Si hubiera o € L\ K, como o ¢ K = span{1}, a y 1 son linealmente independientes
y span{1,a} C L, luego [L : K] > 2#.
2. [C:R]=2.

Tomando la base (1,1).

3. Para m € Z no cuadrado, [Q[/m] : Q] = 2.
Tomando la base (1, /m).

4. Q@ C R es infinita.

Si fuera [R : Q] =: n < 400, habria un isomorfismo de espacios vectoriales R = Q™ y R
seria numerable.#

5. K C K(X) es infinita.
{X"™},en es infinito y linealmente independiente sobre K.

Dadas dos extensiones K C Ly L C M, [M : K| = [M : L|[L : K], y en particular, si
K C Ly L C M son finitas, [M : L],[L : K] | [M : K]. Demostracion: Sean (u;);c; una
base de M sobre Ly (v;);cs una de L sobre K, todo o € M se expresa de forma tnica como
a =: Ziel a;u; con los a; € L, y cada a; se expresa de forma tnica como a; =: ZjeJ CijVj
con los ¢;; € K, luego o = Z(m-)elxj ciju;v;. Pero agrupando, esta descomposicion es tnica,
luego (uiv;) (i jyerx. es base de M sobre K y [M : K] = |I x J| = |I||J| = [M : L][L : K].
Asi, si K C L tiene grado finito y primo, no hay ningtn cuerpo intermedio entre ellos.

2.2. Extensiones generadas y admisibles

Dado un conjunto C, la unién | JC es una unién dirigida si para A, B € C existe C € C
con A,BCC.

Dados una extension de cuerpos K C L y un S C L, llamamos K[S] al conjunto de
expresiones polindémicas de elementos de S con coeficientes en K, es decir, la unién dirigida
U{al,...,ak}gs Klay,...,ax], que es el menor subanillo de L que contiene a KUS, la interseccion
de todos ellos. K[S] es un dominio.

Llamamos K (S) al cuerpo de fracciones de K[S], que es la uni6n dirigida

U K(ala"'aak)

{a1,...,ap}CS

y el menor subcuerpo de L que contiene a K U S, es decir, la intersecciéon de todos ellos.
Claramente K(S) = K[S] si y solo si K[S] es un cuerpo.

Dos extensiones K C F; y K C FEs son admisibles si F; y Es son subcuerpos de un
mismo cuerpo L, y entonces F; N Ey es un cuerpo. Llamamos compuesto de E; y Fs a
K(Ey U Ey) = E1(E3) = E5(E1), de modo que tenemos las extensiones

KCENE, CEL,E,CEE,CL.



2.3. Grupos de Galois

Dadas las extensiones K C L'y K C L', un K-encaje o K-homomorfismo es un ho-
momorfismo de anillos 0 : L — L' con o|g = 1k. Entonces o es K-lineal e inyectivo. En
efecto, sean r € Ky o, € L, o(a+ ) = o(a) + 0(B) y o(ra) = o(r)o(a) = ro(a), y o es
inyectivo como todo homomorfismo que parte de un cuerpo. Si ademas o es suprayectivo, es
un K-isomorfismo y K C L y K C L’ son extensiones K-isomorfas.

Dado un homomorfismo de cuerpos f: K — L, K y L tienen un mismo subcuerpo primo
P (QoZy)y f esun P-encaje.

Si K C Ly K C L son extensiones finitas y o : L — L’ es un K-encaje, entonces
[L:K]|[L: K],

con igualdad si y solo si o es un K-isomorfismo. En efecto, K = o(K) C o(L) C L' y se
tiene [o(L) : K] | [L’ : K] con igualdad si y solo si [L' : 0(L)] =1, si y solo si L' = o(L), y
[L: K]=[o(L): K] porque ¢ : L — o(L) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dos extensiones finitas K C Ly K C L’ de igual grado no son necesariamente K-isomorfas.
Por ejemplo, [Q(i) : Q] = [Q(v/2) : Q] = 2, pero si hubiese un Q-isomorfismo o : Q(i) — Q(+/2)
seria (i) € Q(v2) CR y 0(i)? = 0(i?) = o(—1) = —1#-.

Los K-encajes llevan raices de f € K[X] a raices de f, pues dados un K-encaje o : L — L'
y una raiz o € L de f,

flo(@)) = i fio(a)' = Yio(fio(a)’ = o (3 fia') = o(f(a)) = o(0) = 0.

Un K-automorfismo de una extension K C L es un K-isomorfismo L — L. El conjunto
de todos los K-automorfismos en L es un grupo con la composicién de aplicaciones y con
elemento neutro 1, llamado grupo de Galois de L sobre K o de la extension K C L,y
denotado Gal(L/K) o Autk(L).

Ejemplos:

1. Gal(K/K) = {1.}.

2. Gal(C/R) ={1.,(z2— 2)} = Cs.
Sea o € Gal(C/R), como (1,4) es base de C sobre R y o(1) = 1, basta ver como actia
o(i), pero o(i)? = 0(i?) = o(—1) = —1 y por tanto o(i) € {£i}, de modo que o bien
o(t) =iy o =1, 0 0(i) = —i y o es la conjugacion. Finalmente, el anico grupo de 2
elementos es Cy y por tanto Gal(C/R) = Cs.

Extensiones K-isomorfas de K tienen grupos de Galois isomorfos. En efecto, sea o : L — L’
un K-isomorfismo, ¢ : Gal(L/K) — Gal(L'/K) dada por 6(f) :== g0 foo™! es un isomorfismo
de grupos, dado que 6(1z) =coo ! =15 y6(f)o(g) =cofootoogogoo=t=06(fg).

GyA

Si Desun DIP y a € D\ (D*U{0}), a es irreducible si y solo si (a) es un ideal maximal,
si y solo si % es un cuerpo, si y solo si % es un dominio.




2.4. Extensiones algebraicas

Teorema de Kronecker: Sean K un cuerpo y f € K[X]\ K, existe una extensién L
de K en la que f tiene una raiz. Si g es un factor irreducible de f, la extensiéon podria ser
K[X]/(g) y una raiz es X + (g)E| Demostracion: Como K[X] es un DFU y f ¢ K, f tiene
un factor irreducible g y las raices de g lo seran de f. Al ser g irreducible en el DIP K[X],
L := K[X]/(g) es un cuerpo. Como la inclusion i : K — K[X] y la proyeccion [] : K[X] — L
son homomorfismos y [-] o i es inyectivo por ser K un cuerpo, podemos identificar a € K con
[i(a)] € L, de modo que K C L y, usando la evaluacion S, : K[X] — L y que [] es un
homomorfismo,

Sa(g) = g(a) = g([X]) = Zgi[XV = [ZgiXi] = [g] = [0].

Por induccion, dados un cuerpo K y f € K[X]\ K, existe una extension L de K en la que
f tiene todas sus raices.
Sean K C L una extension y « € L:

1. Si « es algebraico sobre K, también lo es sobre cualquier cuerpo entre K y L.
Un f € K[X]\0 con f(a) =0 también esté en el cuerpo intermedio.
2. «a es trascendente sobre K siy solo si {a™},en es linealmente independiente sobre K.

3. Para m € Q2°, £1/m € R son algebraicos sobre Q.

4. SineN*yw:=e*/" e C, w,w?,...,w" son algebraicos sobre Q.
Son raices de X™ —1 € Q[X].

Una extension K C L es algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K, y es
trascendente en otro caso.

1. Toda extension finita es algebraica. En particular R C C es algebraica.

Sea K C L finita, si hubiera un « € L trascendente, {a™},¢cn seria linealmente indepen-
diente y la extension seria infinita.#

2. K C K(X) es trascendente.

{X™},en es linealmente independiente sobre K, luego X es trascendente.

3. Q C R es trascendente.

7 es trascendente.

[X1/(9)) el homomorfismo ¢(a) =

K
P (W(a) + (b)) y ab = (¥(a)y (b)),
para a € Lo \ ¢(K). Esto nos da una

IPara esto se usa el transporte de estructuras. Sea ¢ : K — (L
a+ (g), definimos L := K II (Lo \ ¢(K)) y las operaciones en L a +
donde v : L — Lo viene dado por v (a) := ¢(a) para a € K y (a) :
«copia» de Lg que es una extension de K.

@O

a



K C L es algebraica si y solo si todo subanillo A intermedio entre K y L es un cuerpo, si
y so6lo si para todo cuerpo intermedio F, todo K-endomorfismo en E es un automorfismo.

2.5. Extensiones simples

Una extension K C L es simple si existe a € L con L = K(«a). La extension dada por
el teorema de Kronecker es simple. En efecto, sean f € K[X]\ K, L = K[X]/I el cuerpo
dado por el teorema de Kronecker para f y a == [X] = X + I € L la raiz, para [p| € L
es p(a) = p([X]) = X, mlX]' = [, piX*] = [p], luego L = Kl[a] y, como L es un cuerpo,
Kla] = K(a).

Dados una extension K C L y un a € L trascendente, entonces K(a) = K(X), y en
particular K C K(«) es infinita, pues como K[X] = K|a], sus cuerpos de fracciones también
son isomorfos.

Sean K C L una extension y « € L algebraico:

1. « es raiz de un unico polinomio moénico e irreducible en f € K[X], el polinomio irre-
ducible de « sobre K, Irr(a, K).

S + K[X] — K]|a] tiene nucleo no nulo, y como K[X] es un DIP, existe f € K[X]\0

~

con ker(S,) = (f), que podemos tomar moénico. Como K[X]/(f) = Kla] es un dominio
siendo K[X] un DIP, f es irreducible. Si g € K[X] es un irreducible moénico con raiz a,
como g € ker(S,) = (f), f | g. Como ambos son irreducibles, son asociados, pero al ser
ambos moénicos deben ser iguales.

2. K|a] es un cuerpo.

Como K[X] es DIP, K[X]/(f) es un cuerpo si es un dominio, y lo es.
3. Vg € K[X],(9(0) =0 < [g).

gla) =0 <= geker(S,) =(f) < flg
4. Sean = grf, [K(a): K] =ny (a’)' es base de K(a) sobre K.

Si (ai)?;ol no fuera linealmente independiente, existiria (ag,...,a,—1) # 0 con

n—1

i_
E a;a' =0,
i=0

pero entonces g = Z;:ol a; X" € K[X]\ 0 tendria a o como raiz y por tanto f | g,
lo que contradice que grg < grf#. Para ver que (az)zzol es un conjunto generador,

los elementos de K[a] son de la forma h(a) para h € K[X], y dividiendo h entre f
con resto tenemos h = fq + r para ciertos ¢,r € K[X]| con grr < grf = n, luego

h(a) = f(a)g(a) +r(a) = r(a) = 715 ral,
Ejemplos:
1. Para z € C,
X —z, z € R;

Irr(z,R) =
() {XQ—QRer—HzQ, 2 ¢R.

2. Si m € Q no es un cuadrado de racional, Irr(y/m, Q) = X2 — m.



3. Si f € K[X] es irreducible de grado al menos 2, f no tiene raices en ninguna
extension finita L de K con [L : K| coprimo con grf.

4. Sean X" — a € K[X] irreducible, 8 una raiz de X™ — a en una extensiéon de K y
m | n, [K(8™): K] =n/m.

Sea K C L una extension, un « € L es algebraico sobre K siy solo si K C K(«) es finita,
si y solo si K[a] es un cuerpo.
Sean p,q € N primos, Q C Q[,/p] y Q € Q[,/q] son admisibles y

QlvrIQlvdl = {a +by/p + e/ + dVpatapeaco = AVP + /).

Demostraci()n Para p = ¢ esto es obvio, por lo que supondremos p # g. Sean F, := Q] ]
= Q[y/q], F, y F, son admisibles por ser ambos subcuerpos de R. Clarament S

{a+b\f+c\f+d\/>}a7b,c,deQ§FF Sea ahora o == \/p+ /g € S,

o® =p+q+2ypg = o —(p+q)=2ypq =
= o' —2(p+q)a® +2(p+q)* =4dpg = o' —2(p+q)a’ +2(p—q)* =0,

luego « es raiz del polinomio X* — 2(p + ¢)X? + 2(p — q)? € Q[X] y por tanto es algebraico,
con lo que Q[a] = Q(«). S es un anillo, pues es cerrado para restas y productos y contiene al
1, y como ademéas QU {a} C S, Q[a] C S. Finalmente, como

(R W/ eV Y eV P

N N N BN

VP — /4 € Q(a) y por tanto \/p, \/q € Q(), con lo que Fy,, F; € Q(a) y FF; € Q(a). Con
esto S C F,,Fy; C Q(a) = Q[a] C S, lo que prueba la igualdad.

Sean K un cuerpo y f € K[X]\ 0 con raiz o en alguna extension de K, [K(«a) : K] < grf,
con igualdad si y solo si f es irreducible sobre K.

Sean K un cuerpo, f € K[X] irreducible en K[X] con una raiz o, 0 : K — K’ un
isomorfismo de cuerpos y f' := o(f) con una raiz o/, o se extiende a un isomorfismo & :
K(a) — K'(¢/) con 6(a) = o/. Demostracion: Sea r el coeficiente principal de f, entonces
f =rhrr(a, K) y por tanto f' = o(r)Irr(o/, K'). Como K(«) = K[a] por ser K[a] un cuerpo,
sus elementos son de la forma g(a) con g € K[X]. Sea 6(g(a)) := o(g)(’), 6 esta bien definido,
pues si g(a) = h(a) entonces (g — h)(a) = 0 y por tanto f | r=1f = Irr(a, k) | g — h, luego
ff=0(f)|o(g—h)y, como f'(¢') =0, o(g)(a) —a(h)(c) = (9 —h)(a/) = 0. Entonces para
re Kesd(r)=o(r)y dla)=0c(X)(a) =, y & es un homomorfismo. Es biyectivo porque
671 se construye de forma anéloga a partir de o~ *

Sea K C L una extension, «, 3 € L algebraicos sobre K son K-conjugados si son raices
de un mismo irreducible sobre K, si y solo si Irr(a, K) = Irr(8, K), si y solo si existe un K-
isomorfismo o : K(a) = K(B) con o(a) = 3, si y solo si existe un K-encaje o : K(«) = K(B)
con o(a) = B, y entonces Gal(K (a)/K) = Gal(K(8)/K) como grupos.

)

1 = 2] Sea f dicho irreducible con coeficiente principal 7, r~! f = Irr(a, K) = Irr(3, K).

2 = 1] Obvio.



1 = 3] El automorfismo identidad en K se extiende a un isomorfismo o : K(«a) — K () con
o(a) = f5. Entonces K(a) =2 K(8) y Gal(K(a)/K) = Gal(K(8)/K).

3 = 4] Obvio.
4 = 2] Sea f :=TIrr(a, K), al ser « raiz de f, también lo es o(a) = 5.
Sean f € K[X] irreducible de grado n y o una raiz de f, si f tiene m raices en K(«):

1. |Gal(K (a)/K)| = m.

Un K-automorfismo o en K (a) queda determinado por o(«), que sabemos que debe ser
raiz de f. Ademaés, si 8 es otra raiz de f en K(«), existe un K-isomorfismo o : K(«a) —
K(B) con o(a) = 3, pero el K-isomorfismo implica que [K(«) : K] = [K(8) : K] y, como
K(8) C K(a), [K(a) : K(8)] =1y K(8) = K(«), luego este o € Gal(K(«)/K). Por
tanto hay biyeccion entre Gal(K («)/K) y las m raices de f en K (o).

2. Para toda raiz 8 de f, f tiene m raices en K(f3).
Al ser o y B raices de un mismo irreducible, Gal(K(a)/K) = Gal(K(8)/K), luego
|Gal(K (5)/K)| = m y el resultado se obtiene del punto anterior.

3. Si f no tiene raices multiples (por ejemplo, si carK = 0), entonces m | n.

Las n raices se reparten en extensiones K («a) de m elementos, y si una raiz « estuviera
en una extension K () siendo f otra raiz de f, entonces K(8) C K(«a) con [K(f) : K| =
[K(a) : K], luego K(a) = K() y ninguna raiz esta en dos extensiones distintas.

2.6. Algunos grupos de Galois

Gal(R/Q) = 1.

Demostracion: Sea ¢ : R — R un Q-automorfismo, y queremos ver que entonces o = 1g.
Para r,s € R, si 7 < s, existe a € R* con s —r = a?, y como a # 0, o(a) # 0y o(s) — o(r) =
o(a?®) = a(a)® > 0, con lo que o(r) < o(s). Entonces o conserva el orden, luego para t € R,
si o(t) <t,sea g€ Q cono(t) < q <t entonces o(t) < g =o(q) < o(t)#, y si o(t) > t, sea
g€ Qcont<g<o(t), entonces o(t) < o(q) = g < o(t)#, por lo que o(t) =t.
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[Si G es un grupo,| llamamos orden de G al cardinal del conjunto. Algunos grupos:
1. Si A es un anillo, [...] (A*,-) es su grupo de unidades |...|

3. Dada una familia (G;);cr de grupos, [[;c; Gi [...] con el producto componente a
componente.

4. Llamamos grupo ciclico de orden n € N* a C,, = {1,a,a?,...,a"" '} con [..]
atal = alitil ]



5. Si n € N*, llamamos grupo diédrico de orden 2n a
D, :={l,a,d®,...,a" ' b,ab,a®b, ..., a" b}
con la operacion (a1bi1)(ai2bi2) = qlitT(=1)" izln plirtizl2

[...] Teorema de Lagrange: Si G es un grupo finito y H < G, |G| = |H|[G : H].

...] Permutaciones entre conjuntos finitos, S, con n € N[, con la composicion]. |...]
Llamamos grupo alternado |[...] a A,, := kersgn, el subgrupo de S,, de las permutaciones
pares.

El grupo de Klein es Cy x Cs. Para todo grupo finito G, ExpG | |G|, y en particular,
para g € G, /¢l = 1. Dado un cuerpo K # 0, todo subgrupo finito de (K*,-) es ciclico. En
particular, si p es primo, Z, es ciclico.

Sean p € Z*t primo y € = *™/P Gal(Q(¢£)/Q) = »—1. Demostracion: Irr(§,Q) =
XP=l ... 4 X2+ X + 1 tiene p — 1 raices, los ¥ para k € {1,...,p— 1}, que estan en Q(&),
luego Gal(Q(€)/Q) tiene p — 1 elementos {04 }7_; donde o4, (€) = ¢*. Ademas, la biyeccion
Zy ={1,2,...,p— 1} = Gal(Q(£)/Q) dada por k + o} es un isomorfismo, pues 1 — lg) v,

para j, k € Z, (001)(§) = 0;(£%) = 0;()F = &% = 01(€), luego Gal(Q(£)/Q) = Z7 = Cp_y.

2.7. Extensiones finitamente generadas

Una extension K C L es finitamente generada si existen a1,...,a, € L con L =
K(aq,...,ap). K C L es finita si y solo si es finitamente generada y algebraica, si y solo si
existen aq,...,q, € L algebraicos sobre K tales que L = K(aq,..., ).

1 = 2] Toda extension finita es algebraica, y dada una base (a1,...,a,) de L sobre K,

L=K(a,...,on).
2 = 3] Obvio.

3 = 1] Paran=1, [L: K] = grlrr(ay, K) < +00. Para n > 1, supuesto esto probado para
1,...,n—1, K C K(ay) es finita y, como «s, . .., v, son algebraicos sobre K (1), K(ay) C
K(ay)(ag,...,an) = K(ag,...,an) = Les finita, y [L: K] = [L: K(an)][K(a1) : K] es
finito.

Dada una extension algebraica K C Ly aq,...,a, € L, K(ay,...,an) = Klag, ..., ap].

Sean K C L una extension y S C L un subconjunto cuyos elementos son algebraicos sobre
K, entonces K C K(S) es una extension algebraica, pues para o € K(S5), a € K(aq, ..., o)
para ciertos aq,...,ar € S, que son algebraicos, y por lo anterior K C K(ay,...,ax) es
algebraica y por tanto a es algebraico.

La clausura algebraica de una extension K C L o de K en L es

K1 :={a € L |« es algebraico sobre K}.

Es un cuerpo, pues para a, 3 € K1, K(a, 3) es una extension algebraica de K que contiene a
L,a—B, aBy, siB#0,aab !, yque al ser algebraica esta contenida en K. Asi, K, es el
mayor cuerpo intermedio de K C L algebraico sobre K.



Para todo cuerpo K, Kg(x) = K.

Un cuerpo de nimeros algebraicos es un cuerpo L entre Q y C tal que Q C L es finita.
Llamamos cuerpo de los ntimeros algebraicos a A := Q¢, y nimeros algebraicos a los
elementos de A, de modo que para todo cuerpo de nameros algebraicos L, L C A.

Q C A es algebraica pero no finita, pues para un primo p, A contiene a Q(¢,) para &, =
e?™/P pero [Q(£,) : Q] = p — 1, luego [A : Q] > p — 1 para todo primo p y por tanto [A : Q]
es infinito.

2.8. Propiedades de extensiones

Una torre de extensiones es una secuencia de extensiones de cuerpos de la forma (K;_; C
K;) ,, escrita como Ko C Ky C --- C K,,, y cada extension de la secuencia es una subex-
tension de Ky C K.

Una propiedad de extensiones es multiplicativa en torres si para cada torre de exten-
siones K C L C M, K C M cumple la propiedad si y solo si la cumplen K C Ly L C M. Son
multiplicativas en torres:

1. Ser finita.

[M:K]=[M:L][L:K].
2. Ser algebraica.
=] K C L es algebraica porque, para @ € L, « € M y « es algebraico sobre K, y

L C M lo es porque, para a € M, « es algebraico sobre K y por tanto sobre L.

<] Para a € M, existe f :== > ;" ja; X" € L[X] que tiene a o como raiz. Pero cada
a; € L es algebraico sobre K, luego K C L' := K(ao,...,a,—1) es finita, y como «
es algebraico sobre L’ por ser raiz de f € L'[X], L’ C L'(«) es finita, de modo que
K C L'(«a) es algebraica y « es algebraico sobre K.

Una propiedad relativa a extensiones es estable por levantamientos si, dadas dos extensiones
admisibles K C Ly K C M, si K C M cumple la propiedad, L C LM también.
Son estables por levantamientos:

1. Ser algebraica.

Si K C M es algebraica, los a € M son algebraicos sobre L al serlo sobre K, por lo que
L C L(M) = LM es algebraica.

2. Ser finitamente generada.
Sean aq,...,an, € M tales que M = K(aq,...,qy),
LM =LK(aq,...,an) = L(ag,...,amn),
pues LK (aq,...,ay) es el menor cuerpo que contiene a L U K U {aq,...,an} = LU
{0417 PN ,an}.
3. Ser finita.

Equivale a ser algebraica y finitamente generada.



Dadas dos extensiones admisibles K C Ly K C M:

1. [LM : K] es finito si y so6lo si lo son [L : K]y [M : K], en cuyo caso [L : K|,[M :
K] |[LM: K]y |[LM : K] <|[L:K][M : K].

2. Si L y M son extensiones algebraicas de K, también lo es LM.
3. Si[LM : K] =[L: K|[M : K], entonces L N M = K. El reciproco no se cumple.

4. Si[L: K] <2y LNM = K, entonces [LM : K] =[L: K|[M : K].




Capitulo 3

Cuerpos de descomposicidon

Sea K C L una extension de cuerpos, f € K[X]| de grado n > 0 se descompone o
factoriza completamente en L si existen c€ K y aq,...,a, € L con

n

FX) =c[[(X = ).

=1

Sean K un cuerpo y P C K[X]\ 0, un cuerpo de descomposicion de P sobre K es una
extension L de K en la que todos los polinomios de P se descomponen completamente y sus
raices generan L. Un cuerpo de descomposicion de f € K[X]\ 0 sobre K es uno de {f} sobre
K.

Sean K C L una extension de cuerpos, f € K[X]\ 0 de gradony P C K[X]\O0:

1. f se descompone completamente sobre L si y solo si lo hace el polinomio monico f/ fp,.
2. Sin €{0,1}, K es cuerpo de descomposicion de f sobre K.

3. Sean fi,..., fn € K[X]\0, L es un cuerpo de descomposicion de {f1,..., f,} sobre K si
y solo si lo es de f1 -+ f,, sobre K.

4. Si L es un cuerpo de descomposicion sobre K, K C L es algebraica.

5. Si L es un cuerpo de descomposiciéon sobre K, también lo es de P sobre cualquier cuerpo
intermedio entre K y L.

6. Si cada f € P se descompone completamente en L, sea S C L el conjunto de raices de
los elementos de P, K(S) es un cuerpo de descomposiciéon de P sobre K.

Asi, para obtener el cuerpo de descomposiciéon de P sobre K, basta considerar los polinomios
monicos correspondientes a los polinomios de P de grado al menos 2, u opcionalmente del
producto de todos ellos si hay un niimero finito de ellos, luego hay que encontrar una extension
de K en que estos polinomios tengan todas sus raices y quedarnos con el subcuerpo generado
sobre K por las raices.

Un cuerpo de descomposicion de X™ — 1 sobre Q es Q(&), con & = e2mi/m  que también es
el cuerpo de descomposicion de X"~ + ...+ X 4+ 1y de Irr(£, Q).



3.1. Cuerpos de descomposiciéon de conjuntos finitos

Si K es un cuerpo y f € K[X]\ 0 tiene grado n, existe un cuerpo de descomposicion L de
f sobre Ky [L: K] | n!. Demostracién: Paran =0, f € Ky L =K, luego [L: K] =1=0.
Sea n > 0 y supongamos esto probado para grf < n. Por el teorema de Kronecker existe una
extension L de K en la que f tiene todas sus raices, y podemos suponer L = K(aq,...,ay),
siendo aj, ..., q, las raices, posiblemente repetidas, de f. Si f es irreducible, fi = Trr(ay, K)

v [K(a) : K] =n, y como
[L: K(an)] =[K(ar1)(ag,...,ap) : K(ap)] | (n—1)!

por hipétesis de induccion, entonces [L : K] = [L : K(a1)][K(aq) : K] | n!. Si no es irreducible,
sean g, h € K[X]|\ K con f = gh y m = grg, podemos suponer que ay, ..., q, son las raices
de g y @m+1,-..,0ay son las de h, y como por hipotesis de induccion,

[L:K(a,...,0m)] = [K(a1, ..o yom)(@mits - an) t K(ag,...,am)] | (n —m)!
y [K(a1,...,00) : K] | ml, [L: K] | ml(n —m)!, pero (") = Wlm)' € Z, luego [L : K] |
ml(n —m)!| nl.

Esta cota no es mejorable; por ejemplo, las raices de X> —2 en C son o, aw y aw? con o ==
V2 y w = €2™/3, luego un cuerpo de descomposicion es Q(a, aw, aw?), y como w = 1a?(aw),
esto es lo mismo que Q(a,w), pero como Irr(a, Q) = X2 — 2 e Irr(w, Q(a)) = X2 + X + 1,
Q0 w) : Q] = [Q(e,w) : Q(@)][Q(a) : Q] =23 = 6.

Si K C L es una extension de grado 2, L es el cuerpo de descomposicion sobre K de un
polinomio de K[X]. Sean K C Ly K C M son extensiones admisibles:

1. Si L es un cuerpo de descomposicion de f € K[X]| sobre K, LM es un cuerpo de
descomposicion de f sobre M.

2. Si L y M son cuerpos de descomposicion respectivos de f,g € K[X] sobre K, LM
es un cuerpo de descomposiciéon de fg sobre K.

3.2. Grupo de Galois de un polinomio

Dados un cuerpo K y un f € K[X] con cuerpo de descomposicion L sobre K, el grupo de
Galois de f es Gy := Gal(L/K). Sean a4, ...,a, € L las raices distintas de f, cada 0 € Gy
lleva raices a raices y por tanto ol{a,,...a,} : 101, @n} — {a1,...,a,} es inyectiva por
serlo o y por tanto biyectiva. Sea ¢ : Gy — S, dada por ¢(0)(i) =j < o(w) = «j, ¢ es
un homomorfismo inyectivo y por tanto G = Imyp < S,,.

Para el polinomio ciclotémico @, con p primo, sea & = e2mi/p,

Go, = Gal(Q(¢)/Q) = Zy = Zy1.

3.3. Clausura algebraica

Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo f € K[X]\ K tiene una raiz en K, si
y solo si todo irreducible de K[X] es de grado 1, si y sélo si todo f € K[X]\ 0 se descompone



completamente en K, si y solo si existe un subcuerpo Ky de K tal que Ky C K es algebraica y
todo f € Ko[X]\ 0 se descompone completamente en K, si y solo si K no admite extensiones
algebraicas propias.

1 = 2] Todo f € K[X] con grf > 2 tiene una raiz y por tanto no es irreducible.
2 = 3] K[X] es un DFU.
3 = 4] Tomamos Ky = K.

4 = 5] Sea K C L una extension algebraica y queremos ver que K = L. Como Ky C K C L
son algebraicas, Ky C L también, luego para a € L existe Irr(a, Ky) y se descompone
completamente en K, conloquea € Ky L C K.

5 = 1] Para f € K[X]\ K, por el teorema de Kronecker existe una extensiéon algebraica L
de K en la que f tiene una raiz «, pero esta no puede ser propia, luego L=K y a € K.

Ast:
1. Ningtn cuerpo finito es algebraicamente cerrado.

Sea K un cuerpo finito, si hubiera una cantidad finita de irreducibles monicos en K[X], su
producto mas 1 serfa un irreducible distinto a todos ellos#, luego en K[X] hay infinitos
irreducibles moénicos y por tanto los hay de grado mayor que 1.

2. Ser algebraicamente cerrado se conserva por isomorfismos.

Los anillos de polinomios también son isomorfos y ser irreducible se conserva.

Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extension K C L algebraica con L alge-
braicamente cerrado. Si K C L es una extension con L algebraicamente cerrado, K es una
clausura algebraica de K. En efecto, K C K, es algebraica y, para f € K[X]|\ K, f tiene
una rafz « en L, de modo que a es algebraico sobre K7 y, como K C K C K(«a) son
extensiones algebraicas, K C K («a) también y por tanto K7 (o) C K1 y a € K, luego K,
es algebraicamente cerrado.

Asi, C es una clausura algebraica de R y, por lo anterior, el cuerpo A de los nimeros
algebraicos es una clausura algebraica de Q.

Como teorema, todo cuerpo tiene una clausura algebraica. Si K es un cuerpo y P C
K[X]\ 0, toda clausura algebraica K de K contiene un tinico cuerpo de descomposiciéon de P,
K({ae K |3f € P: f(a) = 0}), por lo que existe un cuerpo de descomposicion de P sobre
K.

Como teorema, si K C L es una extensién algebraica, todo homomorfismo de cuerpos
o : K — M con M algebraicamente cerrado se extiende a un homomorfismo 7 : L — M.

Dada una extension K C M, M es una clausura algebraica de K si y s6lo si K C M es
algebraica y toda extension algebraica K C L admite un K-homomorfismo o : L — M.

=] Por lo anterior, como M es algebraicamente cerrado, la inclusion ¢ : K < M se extiende
a un homomorfismo 7 : L — M, que es un K-homomorfismo.

=] Sea_ K una clausura algebraica de K, existe un K-homomorfismo o : K — M, luego
o(K) es algebraicamente cerrado por ser isomorfo a K y, como o(K) C M es algebraica

y 0(K) no admite extensiones algebraicas propias, o(K) = M.



3.4. Unicidad

Sean ¢ : K — K’ un isomorfismo de cuerpos y M y M’ clausuras algebraicas respectivas
de K y K’, entonces o se extiende a un isomorfismo @ : M — M’, pues si u : K’ — M’ es
la inclusiéon, v oo : K — M’ se extiende a un homomorfismo & : M — M’. En particular dos
clausuras algebraicas de K son K-isomorfas, tomando o = 1.

Sean ¢ : K — K’ un isomorfismo de cuerpos, L un cuerpo de descomposicion de P C
K[X]\ 0 sobre K y L' uno de P’ := o(P) sobre K, entonces o se extiende a un isomorfismo
o: L — L', y en particular dos cuerpos de descomposicion de P sobre K son K-isomorfos.

Dada una extension de cuerpos K C L, L es la clausura algebraica de K si y s6lo si es el
cuerpo de descomposicion sobre K de K[X]\ 0, si y solo si es el cuerpo de descomposicion
sobre K de todos los irreducibles de K[X].

3.5. Cuerpos finitos

Dado un anillo A de caracteristica prima p, h : A — A dado por h(a) := aP es un homomor-
fismo de anillos, el homomorfismo de Frobenius, pues conserva el 1, h(ab) = (ab)? = aPb?

y ha+b) = (a+b)P = 37 _o(})aPbP~* = a? + b7, usando que, para k € {1,...,p — 1},
(z) = (pf’ik!)!k! = 0 al ser un cociente de un multiplo de p entre algo que no es multiplo de p.

En particular h"™ = (a — aP ) es un homomorfismo.
Como teorema:

1. Si K es un cuerpo finito, existen p,n € Z™ con p primo tales que carK = p, |[K| =p" y
K es un cuerpo de descomposicién sobre Z,, de X X,

Como K es finito, carK # 0 y carK = p para cierto primo p. Entonces K es una
extension finita de su subcuerpo primo Z, y, tomando n = [K : Z ] |K| = p™. El grupo
multlphcatlvo K* tiene p" — 1 elementos, pero para g € K*, gl¥ | =g T=1yges
raiz de XP"~1 — 1y por tanto de f := XP" — X, del que tamblen es raiz 0. Como f tiene
a lo sumo p™ = | K| raices, K esta formado por las raices de f y por tanto esta generado
por estas.

2. Para cada p,n € Z* con p primo, sea Zp la clausura algebraica de Zj, el cuerpo de
descomposicion sobre Z;, de X P" _ X tiene p" elementos y viene dado por Fprn = {a €
Z, | a?" = a}.
Sea S = {a €7Z, | a?" = a} el conjunto de raices de f := X?" — X en Z,, el cuerpo de
descomposicion es Fpn = Z,(S), pero S es un cuerpo, pues 1 € Sy, para o, 5 € S, por
el homomorfismo de Frobenius, (a — §)P" = a?" — " = a — B, (aB)P" = a?" " = afp
y (a‘l)?n = (a?")"' = a7 Ademas, (1) =Z, C Sy Z,(S) = S, u como med{f, f'} =
med{X?" — X, —1} = 1, f no tiene raices multiples y [F,n| = |S| = p".

3. Para p,n € Z* con p primo, todo cuerpo finito de tamafio p" es isomorfo a Fpn.

Con esto:

1. Vistos como subcuerpos de Z,, Fym C Fyn <= m | n.

= | Zy, CFpm CFpn, luego m = [Fpm : Zyp] | [Fpr : Zp] = n.



mt

m n
=] Seat:= [ paraacona=a’ e a=ao’ =af.En efecto, parat =1 esto

o e mt
es trivial, y para ¢t > 1, supuesto esto probado para t — 1, o = «
m(t—1), m m(t—1) m m
oP P = (aP P =P =a.

2. XP" — X es el producto de todos los irreducibles moénicos de Zp[X] cuyo grado divide a
n.

Como F := X?" — X no tiene raices multiples, no tiene factores repetidos y es pues el

prt=DEm

producto de todos los irreducibles moénicos que lo dividen, y queremos ver que, para un

irreducible moénico f € Z,[X] de grado m, f | F si y solo si m | n. Sea entonces una
raiz a« € Z, de f, f = Irr(o, Zp) v [Zp() = Zp] = m, luego |Z,y(a)| = p™ y por tanto
Zp(a) = Fpm. Entonces, por la caracterizacion de Irr(a, f), f | F siy solo si « es raiz de
F, siysolosi o =q,siysolosiaec Fpn, siy solo si Fpm = Z,(a) C Fpn, siy solo si
3. Dada una extension de cuerpos finitos K C L de grado m, existe a € L tal que L = K(a),
Irr(o, K) tiene m raices distintas en L y |Gal(L/K)| = m.

Como L es finito, L* es ciclico y existe a € L* con L* = («), pero entonces L = L*U{0} =
K (). Como los elementos de L son las raices de f = X?" — X, a es raiz de f, con lo
que Irr(a, K) | f y las m raices de Irr(a, K) lo son de f y estan en m. Ademés estas
raices son distintas ya que f no tiene raices multiples, y como Irr(c, K) tiene m raices

en L = K(a), |Gal(K(a)/K)| = m.

4. Si K es finito, en K[X] existen polinomios irreducibles de cualquier grado m > 1.

Sean K =: Fpn y L = Fpnm, entonces K C L y, por lo anterior, existe o € L tal que
Irr(o, K) tiene m raices distintas en L y es un irreducible de grado m en K[X].

Si p es primo:
1. Todo « algebraico sobre Z, cumple Irr(a, Zp) = Irr(o®, Zp).
2. La funcion h : Fpn — Fpn dada por h(z) = 2P es biyectiva.
3. La suma de todos los elementos de un cuerpo finito con més de dos elementos es 0.

4. Si L es el cuerpo de descomposicién sobre Z, de un f € Z,[X] que se factoriza en
irreducibles como f =: f1--- f;, sea [L : Zp| = mem{grfi,...,grfr}.

Sip = 2k-+1 es un primo impar, llamamos restos cuadraticos modulo p a los cuadrados
no nulos en Z,, 12,22,... k2. Entonces Hle i = (1)1 y sip #3, Zle ik = 0.

1. F4 = {aa+b}q pez, se obtiene al afiadir a Zy una raiz « del irreducible X2+ X+1€
Zo[X]). Ff = (o) = (a+1).

2. Fs = {aB? + b3 + c}ap.cecz, se obtiene al afiadir a Zy una raiz 3 del irreducible
X3+ X +1€ Zy[X]. Fy = (z) para x € F; \ {1}.

3. Fg = {avy + b}a ez, se obtiene al anadir a Zs una raiz « del irreducible X2+1¢€
Z3[X]). F§ = (v + 1).




Capitulo 4

Raices de la unidad

Sean K un cuerpoy n > 2, un £ € K es una raiz n-ésima de la unidad o de uno si
& =1, y llamamos

Un(K) :={e K|" =1} ={{ € K| ok-(£) | n}.

En efecto, el orden de £ en K* es el menor m > 0 con £ = n, luego si m | n entonces
&= (§m)”/m =1/m =1 y si & = 1, sean ¢ y r el cociente y resto de n/m, entonces
1= ¢matr = (£m)9¢T = ¢7, pero como r < m debe ser r = 0 y mq = n.

U, (K) es un subgrupo ciclico de K*, pues contiene al 1, es cerrado por productos (§" =
1A =1 = (Eu)"=E&"u™ =1) y, como K* es ciclico, todos sus subgrupos también. Una
rajz n-ésima es primitiva si ox+(§) = n.

Propiedades: Si K es un cuerpo y n > 2:

1. Toda raiz n-ésima de uno es raiz tn-ésima de uno para t > 1.

2. 1 no es raiz n-ésima primitiva.

3. SicarK # 2, —1 es raiz cuadrada primitiva de uno.

4. £ € K es raiz n-ésima primitiva de uno si y solo si U, (K)| =n y U,(K) = (£).

5. K contiene alguna raiz n-ésima primitiva de uno si y sélo si U, (K)| = n.

6. Si K es finito, contiene alguna raiz n-ésima primitiva de uno si y sélo si n | |K|— 1.
Ejemplos:

1. U,(CT) = (emi/m).

2.
{£1}, n es par;

un(R) = {

{1}, n es impar.

3. Ni R ni ningin subcuerpo suyo contienen raices n-ésimas primitivas para n > 3.



4. F, tiene 2 raices cubicas primitivas; Fg tiene 6 raices séptimas primitivas, y Fg tiene 4
raices octavas primitivas y 2 raices cuartas primitivas.

5. SicarK = p # 0, la tnica raiz p-ésima es 1.

6. Una extension finita de Q tiene solo un nimero finito de raices de uno.

Dados un cuerpo K y n > 2, existe una extension L de K que contiene raices n-ésimas
primitivas de la unidad si y so6lo si carK { n.

=] Sea L un cuerpo de descomposicién sobre K de X™ — 1, como f' = nX" !y n # 0 al
ser carK t n, la tinica raiz de f’ es 0 y por tanto f no tiene raices miltiples, luego tiene
n raices raices distintas y U, (L)| = n.

<= ] Probamos el contrarreciproco. Si p := carK | n, existe t € Nconn =tpy X" -1 =
X' — 1P = (X' — 1)? por el homomorfismo de Frobenius, luego X" — 1 tiene a lo sumo
t =n/p < n raices y por tanto no tiene raices n-ésimas de uno primitivas.

GyA

Si [G es un grupo,] a[€ G] tiene orden finito y n > 0,

|a|
med{|al,n}’

"] =

CyN

Definimos la funcién ¢ de Euler como ¢ : N — N tal que ¢(m) = [{z € N|1 < z <
m A med(x,m) = 1}| = |Z%,]. |...] Si p es primo, ¢(p™) = p"~(p — 1). |...] Si p es primo,
¢(p") =p"Hp— 1)

Si un cuerpo K tiene una raiz n-ésima primitiva de uno &:

1. K tiene exactamente n raices nm-ésimas de uno, &,&2,...,€" = 1, y ¢(n) de ellas son
primitivas. En particular X™ — 1 se descompone completamente en K|[X].

2. Para cada d | n natural hay una raiz d-ésima primitiva en K, gnld,

Si K es finito, esto se cumple para n = |K| — 1, y si K C C, se aplica cuando e i ¢ K.

4.1. Polinomios ciclotémicos

Sean P un cuerpo primo (Q o Z,), n > 2 con carP { n y L el cuerpo de descomposicion
sobre P de X™ — 1, que contiene ¢(n) raices n-ésimas primitivas de uno &, ...,&,, llamamos
n-ésimo polinomio ciclotémico en caracteristica carP a

u(X) 1= (X — &)+ (X — &) € L[X].



Si carK {n, X" —1 =[]y, Pa(X), con el convenio de que ®;(X) =X — 1.
Si P es un cuerpo primo:
1. Si g # carP es primo, ®,(X) =X+ + X 4+ 1.
2. Sin > 3 es impar, ®3,(X) = &, (—X).
3. Sipes primoy k > 1, entonces ®,.(X) = ®,(XP ).

4. Sin=p - -pe con los p; primos distintos, &, (X) = B,,..., (XP1 P,
5. Sip es primo y no divide a n entonces ®,,(X)®,,(X) = &, (XP).
6. ®, € P[X].

4.2. Extensiones ciclotémicas

Una extension K C F' es una ciclotémica de orden n o F es el n-ésimo cuerpo cicloto-
mico sobre K si F es el cuerpo de descomposicion de X™ —1 sobre K, y F' también es el cuerpo
ciclotomico sobre cualquier K’ entre K y F. Cada cuerpo tiene una extension ciclotémica de
cada orden, tinica salvo isomorfismos. Ejemplos:

1. Q € Q(e*™/™) es una extension ciclotomica de orden n.
2. Zp C Fpn es ciclotomica de orden p™ — 1.
3. La extension ciclotomica de orden n sobre Z, con p{n es Fpm, con m = oz: (p).

Dado un cuerpo K con p = carK # 0y m € Z* con p { m, para r € N, las extensiones
ciclotbmicas de 6rdenes m y p"m coinciden. En efecto, por el homomorfismo de Frobenius,
(€™ —1)P" = €P"™ — 1, luego € es raiz de XP'™ — 1 si y solo si lo es de X™ — 1.

Como teorema, si carK 1 n y F es una extension ciclotomica de orden n sobre K:

1. F = K(£), siendo £ una raiz n-ésima primitiva de uno.

Como carF' = carK { n, existe una extension M de F' con una raiz n-ésima primitiva &,
luego € € F', K(£) C F'y, como el resto de raices de X™ —1 son potencias de &, F C K(£).

2. Gal(F/K) tiene tamano [F' : K| y es isomorfo a un subgrupo de Z.

|Gal(K (£)/K)| = [K (&) : K] porque el resto de raices de X™ — 1 y por tanto de Irr(¢, K)
estan en K(£). Cada o € Gal(F/K) lleva £ a una raiz & de X™ — 1 que debe tener el
mismo orden que £ por ser ¢ inyectiva, luego o(£) = &’ para cierto j coprimo con n.
Entonces f : Gal(F/K) — Z! dada por f(0) = j <= o(§) = &/, f esta bien definida,
es inyectiva y es un homomorfismo, ya que f(1) = 1y, llamando o; € Gal(F/K) al
elemento con 0;(§) =&, f(ojor) = f(ojk) = jk = f(o;)f(ok).

3. Sin es primo, Gal(F/K) es un ciclico.

Z, es ciclico y por tanto sus subgrupos también.



En general los polinomios ciclotémicos no son irreducibles en el cuerpo primo, pues por
ejemplo en Z7 las raices terceras primitivas son 2 y 4 y ®35(X) = (X —2)(X —4). Sin embargo,
como teorema, si £ es una raiz n-ésima primitiva de uno en C, ®,(X) = Irr(£,Q), luego
si &= 2™/ [Q(¢) : Q] = ¢(n) y Gal(Q(£)/Q) = Z%. Si n,m € ZT son coprimos y, para
r € Z*, & € C es cualquier raiz r-ésima primitiva de uno, entonces Q(&,,,6m) = Q(&um) v



Capitulo 5

Extensiones normales y separables

5.1. Extensiones normales

Una extensiéon K C L es normal, o L es normal sobre K, si es algebraica y todo irredu-
cible de K[X] con una rafz en L tiene todas sus raices en L. Basta considerar los irreducibles
monicos de grado al menos 3, pues los de grado 1 tienen su raiz en K y, si f = X2 +aX +b
tiene raices a1 y ao, @1 +as = —ay,sia; € L, as = —a1 —a € L.

Ejemplos:

1. K C K es normal.

2. K C K es normal.

Los irreducibles en K con una raiz en K son de grado 1.

3. Si[L:K]=2, K CL esnormal
Los irreducibles en K con una raiz « € L tienen grado grlrr(a, K) < 2.

Si K C L es algebraica, todo K-encaje o : L — L es un K-automorfismo. Demostracion:
Para o € L, sean f = Irr(a, K) y R = {1 = «,...,an} el conjunto de las raices de f en
L, entonces f = Irr(o;, K) para cada i y, como o lleva raices a raices, c(R) C R, pero o es
inyectiva, luego o|r : R — R es biyectivay a € R =0(R) C o(L).

Como teorema, una extension algebraica K C L es normal si y s6lo si L es el cuerpo de
descomposicion sobre K de un cierto P C K[X]\ 0, si y solo si para cada clausura algebraica
L de Ly todo K-encaje o : L — L es o(L) = L, si y solo si existe una clausura algebraica L
de L para la que todo K-encaje o : L — L cumple (L) = L.

1 = 2] Sean P := {fy = Irr(a, K)}aer € K[X]\ 0y S el conjunto de todas las raices de
los polinomios de P en una clausura L de L, cada o € L esta en S por ser raiz de f, y
cada 8 € S estd en L ya que es raiz de un irreducible f, € K[X] que ya tiene una raiz «
en L y por tanto las tiene todas, luego L = S es el cuerpo de descomposiciéon de P sobre
K.

2 = 3] Para f € Py « € Lraiz de f, como los K-encajes llevan raices a raices, o(a) es raiz
de f y estd en L, y como L esta generado por las raices de los f € P, o(L) C L, luego
por la proposiciéon anterior o es un K-automorfismo y o(L) = L.



3 = 4] Por la existencia de clausura algebraica.

4 = 1] Sean f € K[X] irreducible con una raiz « € L 'y 8 € L otra raiz de f, existe un
K-isomorfismo o : K(a) — K(B) con ¢'(a) = 3, pero como K(3) C L, podemos ver
o' : K(a) = Ly, como K(a) C L es algebraica por serlo K C L, ¢’ se extiende a un

K-homomorfismo o : L — L, pero por hipétesis o(L) = L, luego B = o¢/(a)) = o(a) € L.

Una extension finita K C L es normal si y solo si L es el cuerpo de descomposiciéon sobre K
de un polinomio de K[X].

=] Si L=K(a,...,an), sean f, = Irr(a, K) para o € L'y S el conjunto de las raices de
fars--+s fa,, cada 8 € S esta en L por ser raiz de un f,, € K[X] teniendo f,, una raiz
en L y siendo K C L normal, luego S C Ly K(S) C L, pero {ay,...,a,} C Sy por
tanto L = K(a1,...,a,) C K(S), luego L = K(5) es el cuerpo de descomposicion sobre
K de{fa,, -y fa,} ypor tanto de fo, - fa,-

<= Por el teorema.
Dada una torre K C E C L:

1. Si K C L es normal, £ C L también.
Si L es cuerpo de descomposicion de un P C K[X]\ 0 sobre K, también lo es sobre E.

2. Que K C L sea normal no implica que K C F lo sea.

Q C Q(V2, 62”/3) es normal por ser el cuerpo de descomposicion de X3 — 2, pero
Q C Q(¥/2) no lo es ya que solo una raiz del irreducible X* — 2 esta en Q(3/2).

3. Que K C F y E C L sean normales no implica que K C L lo sea.
Q C Q(v2) y Q(+v/2) € Q(+v/2) son normales por tener grado 2, pero Q C Q(+/2) no lo

es ya que dos de las raices del irreducible X% — 2 no estan en Q(v/2).

Si K C L es normal, K C E lo es si y sblo si E es estable en K C L, es decir, si
Vo € Gal(L/K),o(FE) = E. Una extension K C L es normal si y solo si existe una
extension L € N con K C N normal y tal que todo K-encaje de L en N es un K-
automorfismo de L.

Sean K C L y K C M extensiones admisibles, si L es el cuerpo de descomposicion sobre
K deun P C K[X]\0 entonces LM es el cuerpo de descomposicion sobre M de P. En efecto,
sean S el conjunto de raices de los polinomios de P en L, como L = K(S), LM = ML =
MK(S) = M(S). Ser normal es estable por levantamientos, pues lo es ser algebraica y ser
cuerpo de descomposiciéon de un P.

Si K € Ly K C M son normales y admisibles, K’ C LM es normal. En efecto, L es el
cuerpo de descomposicion sobre K de un P C K[X]\ 0y M el de un Q C K[X]\ 0, luego
si S el conjunto de las raices de polinomios de P y T es el de las raices de polinomios de @,
LM = K(S)K(T) = K(SUT) es el cuerpo de descomposicion sobre K de P U Q y por tanto
es normal.



5.2. Clausura normal

Si {L;}icr es una familia de extensiones admisibles de K y cada K C L; es normal, también
loes K C (),c; Li- En efecto, si f € K[X] es irreducible con una rafz en (., L;, entonces
tiene todas sus raices en todos los L; y por tanto en [, L;.

Sean K C L algebraica y L una clausura normal de L, la clausura normal de K C L en
L es la menor extensién normal de K entre L y L, y viene dada por

i€l

N = ﬂ{E intermedio en L C L | K C E normal}.

Como teorema:

1. Sean S C L con L = K(S) y P = {Irr(a, K) }acs, entonces N es el tnico cuerpo de
descomposicién de P sobre K en L.

Sea R el conjunto de raices en L de los polinomios de P, queremos ver que N = K(R).
Como SCRCL,L=K(S)CK(R)CLyK C K(R) es normal, se tiene N C K(R),
y como K C N es normal y cada o« € L C N, todas las raices de los Irr(c, K) estan en
N y por tanto RC Ny K(R) C N.

2. K C L es finita si y sélo si loes K C N.

=] Sea L =: K(ay,...,ap) y S = {a1,...,a,}, el conjunto R de raices de los polino-
mios Irr(a, K) con « € S es finito y, por el punto anterior, N = K(R), luego K C N
es algebraica y finitamente generada y por tanto finita.

«—] KCLCN.

3. Dos clausuras normales de K C L en distintas clausuras algebraicas de L son L-isomorfas.

L = K(L), N es un cuerpo de descomposicion de {Irr(o, K)}qcr sobre K y por tanto
sobre L y todos los cuerpos tales son L-isomorfos.

4. Si K C L es finita, existen Ey,...,E, C L K-isomorfos a L con N = E; - - - E,.

Sean L =: K(a1,...,a,) y R={p1,...,05-} el conjunto de raices de los f; := Irr(cy, K)
en L, cada $3; es conjugado con un o, luego existe un K-isomorfismo o : K (o) — K(8;)
con 0;(a;) = ;. Como N es el cuerpo de descomposicion de {f1,..., fn} sobre K, lo es
sobre K (o) y sobre K(f;), luego o; se extiende a un K-automorfismo ; : N — N, con
lo que E; := 7,(L) es un subcuerpo de N K-isomorfo a L con §; = 0,(a;) = 7(;) €
EJ(L) = Ej Yy por tanto N:K(ﬂl,...,ﬂr) :K(ﬂ1>K(Br) Q El"'Er Q N.

5.3. Extensiones separables

Sea K un cuerpo, f € K[X] es separable si no tiene raices miltiples en un cuerpo de
descomposiciéon de f sobre K. Dada una extension L de K, a € L es separable sobre K si es
algebraico sobre K e Irr(a, K) es separable. Entonces K C L es separable si cada o € L es
separable sobre K. K es perfecto si todo irreducible en K[X] es separable, si y solo si toda
extension algebraica de K es separable sobre K.

Dado un cuerpo K y un f € K[X] irreducible:



1. Si carK =0, f es separable.

Sea L el cuerpo de descomposicion, como carK = 0 y f es irreducible en K[X], f no
tiene raices miltiples en L.

2. Sip=carK #0y f € K[X] es irreducible, f es no separable si y solo si f € K[X?].

Para K C L, como f es irreducible en K[X] con alguna raiz en L, f tiene raices multiples
en L siysolosi fe K[XP].

3. Si K es de caracteristica 0, finito o algebraicamente cerrado, K es perfecto.

Si carK = 0 ya lo hemos visto. Si K es finito y f € K[X] es irreducible, existe una
raiz « de f en un cierto K(«), que es finito y por tanto esta formado por las raices de
XK@ — X que no tiene raices multiples, pero como f = Irr(a, K), f | XK@ | X y f
no tiene raices multiples. Si K es algebraicamente cerrado, los tnicos irreducibles son de
la forma X — a y no tienen raices multiples.

4. Sip:=carK # 0, K es perfecto si y solo si todo a € K tiene una raiz p-ésima en K.

5. Una extension algebraica de un cuerpo perfecto es perfecta.

Ademas:

1. No todos los polinomios irreducibles son separables.

Sean K = Z,(T) y f(X) = XP —T € K[X], f es irreducible por Eisenstein al ser T’
irreducible en Z,[T], pero si « es una raiz de f en una extension de K, entonces a? =T
y, en K(a)[X], f(X)=XP —aP = (X — a)P, con lo que « es raiz multiple.

2. Si1 K C Ly K C F son admisibles y a € L es separable sobre K, lo es sobre F.

Sean f = Irr(a, K) y g := Irr(a, F), como « es raiz de f € F[X], g | f, y como f no
tiene raices multiples, tampoco las tiene g.

3. Dada la torre K C F C L, si K C L es separable, también loson K C Fy F C L.

Todo a € L es separable sobre K y, por lo anterior, sobre F', luego F' C L es separable.
Todo a € F estéd en L y por tanto es separable sobre K, luego K C F es separable.

Si K C L es una extension normal, separable y finita, |Gal(L/K)| = [L : K]. Si el cuerpo K es
perfecto, para f € K[X]\ K, Gy es el grupo de Galois de una extension normal, separable y
finita. Dada una extension K C Ly S C L con L = K(S), si todo elemento de S es separable
sobre K, K C L es separable.

Como teorema, la separabilidad es multiplicativa en torres y estable por levantamientos,
vy si K C L es una extension separable y N es una clausura normal de K C L, entonces K C N
es separable.



Capitulo 6

Teoria de Galois

Gal(K (X)/K) = { ‘HabcdeK|<ad be £ 0 A o(X) = Zﬁiz)}

6.1. Conexion de Galois

Sean K C L una extension de cuerpos, G := Gal(L/K), F el conjunto de cuerpos interme-
dios de K C L y H el conjunto de subgrupos de GG, llamamos correspondencia o conexién
de Galois asociada a K C L al par (f : F — H,g: H — F) dado por

f(F)=F :={ceG|VaeF,o(a)=a}=Gal(L/F),
g(H):=H' :={aeL|VYoe Ho(a)=a}= n Fixo.

En particular, para 8 € L, K(8) = {oc € G | 0(8) = B}, y para T € G, (1)’ = Fixr.
Propiedades: Sean K C L, G = Gal(L/K), F, Fy, F> cuerpos intermedios de K C Ly
H, Hy, Hy subcuerpos de G:
1. I’ ={l¢}, {l¢} = Ly K' = G, pero en general no es G' = K
= Gal(L/L) = 1,1 = Fixlg = Ly K/ = Gal(L/K) = G, pero si la extension es
Q C Q(3/2), como /2 es la tinica raiz de X3 — 2 en Q(+/2), debe ser o(v/2) = /2 para
todo ¢ € Gy por tanto G =1,y G' =1' = Q(v/2) # Q.

- W

FCF".
5. HC H".

6. F' =F".
F' C(F")", ycomo F CF" (F"Y CF.



7. H =H".

Sea K C L una extension con reticulo de cuerpos intermedios F y G := Gal(L/K) con reticulo
de subgrupos H, un F' € F es cerrado si F' = F", siy solo si existe H € H con F = H', y un
H € H es cerrado si H = H”, si y solo si existe F' € F con H = F’. Asi, la conexion de Galois
induce biyecciones inversas una de la otra, que invierten las inclusiones, entre el conjunto de
cuerpos cerrados en F y el de subgrupos cerrados en H.

GyA

Dados H < G, definimos la relacion de equivalencia en G
a=;bméd H : <= a ‘b e H;

la clase de equivalencia de a € G, llamada clase lateral médulo H por la izquierda,
es aH = {ah}pecp, y lamamos G/H = G/(=; méd H). [...] Llamamos indice de H en
GalG:H|=|G/H|.

[...] Si G es un grupo finito y H < G, |G| = |H||G : H]. [..]]

Un subgrupo N < G es normal si [...] Vo € G, Nz = N, [...] escribimos N <G, y si
ademas es propio, escribimos N <1 G.

Si H < J < G son grupos, G/H es un grupo siy sdlosi H <G,y [G: J|[J: H] =[G : H].
Sean K C L una extension con grupo de Galois G:
1. Dada una torre K C E C F C L, si [F : E] es finito, [E' : F'] < [F : E].

Hacemos induccion sobre n == [F : E]. Sin =1, E = F y es trivial. Si n > 1, sea
a € F\ E, entonces 1 < s := [E(a) : E] < [F: E] =n, luego [F : E(a)] = n/s < n. Si
s < m, por la hipotesis de induccion, [E' : F'] = [E' : E(a)|[E(a) : F'] <s-2 =n.

En otro caso, [F': E(a)] =1y F = E(«), luego f := Irr(a, E) tiene grado n. Sea R el
conjunto de raices de f en L, como cada o € E’ fija los elementos de E y lleva « a un
elemento de R, podemos definir f : E'/F’ — R como f(cF') = o(a), y esto esta bien
definido y es inyectivo ya que
oF =7F <= 1770 € F/ = B(a) <= (77'0)(a) = a < o(a) = 7(a),
por ser T y ¢ biyectivos, luego [E' : F'| < |R| <n=[F: E].
2. Si H C J son subgrupos de G y [J : H] es finito, [H' : J'] < [J : H].
Como teorema, sean K C F C F C L una torre de extensiones, G := Gal(L/K)y H C J
subgrupos de G:

1. Si E es cerrado y [F : E] es finito, entonces F es cerrado y [E' : F'] = [F : E].
[F:E|>[E:F]>[F':E"=[F':E =[F": F[F:E>[F:E] o que dala
igualdad, y como entonces [F” : F] =1, F = F" es cerrado.

2. Si H es cerrado y [J : H] es finito, J es cerrado y [H' : J'] = [J : HJ.

Analogo.
3. Todo subgrupo finito de G es cerrado.

Sea J tal subgrupo, como 1 es cerrado [J : 1] es finito, J es cerrado.



6.2. Extensiones de Galois

Una extension K C L con grupo de Galois G es de Galois si K es cerrado, es decir,
si K = G, siysolosi G C K, siysolosiVa e L,(Vo € Gyo(a) =a = a € K),
siysolosiVa € L\ K,30 € G :0(a) # a. Si G = (1), K C L es de Galois si y solo si
VaeL,(r(la)=a = a€K),siysblosiVa e L\ K,7(a) # a.

Ejemplos:

1. Las extensiones propias K C L con Gal(L/K) trivial no son de Galois.
Gal(L/K) =1 =L #K.

2. R C C es de Galois.
Si o es la conjugacion, Gal(C/R) = (o), pero o(a) =a = a € R.
Sea K C L una extension y F' un cuerpo intermedio cerrado, F' C L es de Galois, pues F' =

F" = Gal(L/F)’. En particular Gal(L/K)" C L es de Galois, pues Gal(L/K)' = Gal(L/K)".
Como teorema, una extension es algebraica y de Galois si y s6lo si es normal y separable.

=] Sea K C L la extension, queremos ver que si un irreducible ménico f € K[X] tiene una
raiz o € L entonces tiene n = grf raices distintas en L. Sean entonces o = «yq, ...,
las raices distintas de f en Lconr < nyg:=(X—-a1) (X — ) € L[X], cada
o € G := Gal(L/K) permuta las raices de f y por tanto o(g) = g, luego los coeficientes
de g quedan fijos y estan en G’ = K. Por tanto g € K[X], f |gy n=grf < grg=r.

<= Como es normal es algebraica, y hay que ver que, para o € L \ K, existe o € Gal(L/K)
con o(a) # a. Sea f = Irr(a, K), como a ¢ K, n = grf > 1, pero por la hipotesis,
f tiene n raices distintas en L y en particular tiene una raiz 8 # «, luego hay un K-
isomorfismo o : K(a) — K(8) con o(a) = 5. Como K C L es normal, L es el cuerpo de
descomposicion de cierto P C K[X]\ 0 sobre K y por tanto sobre K(«a) y K(8), por lo
que se extiende a un K-automorfismo & : L — L con o(a) = 5 # «.

Asi:
1. «Ser una extension algebraica de Galois» es estable por levantamientos.

2. Si K es perfecto, K C L es algebraica y de Galois si y s6lo si es normal, y es finita y de
Galois si y solo si L es el cuerpo de descomposicion sobre K de un polinomio de K[X].

3. Toda extension ciclotémica K C F con carK { [F : K] es finita y de Galois.

4. Si K C L es separable con clausura normal N, K C N es de Galois.

6.3. Teoremas fundamentales

Primer Teorema Fundamental de la Teoria de Galois: Si K C L es finita y de Galois
con grupo de Galois G:

1. |G| =[L: K].
Como K C L es finitay K es cerrado, [L: K] =[K': L' =[G :1] =|G|.



2. Todos los cuerpos intermedios entre K y L y todos los subgrupos de G son cerrados.
Sea F' un cuerpo intermedio, K C F es finita por serlo K C L y K es cerrado, luego F
es cerrado. Si H < G, [H : 1] es finito por serlo [G : 1], luego H es cerrado.

3. Si X CY son cuerpos intermedios o subgrupos, [X': Y'] = [V : X].

Por lo anterior, X es cerrado e [Y : X] es finito.

4. La correspondencia de Galois establece biyecciones inversas una de la otra, que invierten
las inclusiones, entre el conjunto de cuerpos intermedios de K C L y el de subgrupos de

G.

Estas se dan entre los cerrados, pero ahora todos son cerrados.
Una extension finita K C L es de Galois si y solo si |Gal(L/K)| = [L : K].
=] Por el teorema.

<] Sean G := Gal(L/K) y Ko = G', Ko C L es finita por serlo K C L, y es de Galois con
Gal(L/Ky) = K, = G, luego por el teorema es |G| = [L : Ko, pero |G| =[L: K] =[L:
KOHKO : K], luego [K(] : K] =1 y K = Ko.

Sean K C L1 y K C Ly extensiones finitas y de Galois admisibles, K C LiLs es finita y de
Galois y ¢ : Gal(L1L2/K) — Gal(L1/K) x Gal(Ly/K) dado por (o) = (o|r,,0|r,) es un
homomorfismo inyectivo de grupos, que es biyectivo si L1 N Ly = K.

Si K C L tiene grado 2 y carK # 2, Gal(L/K) = Cs.
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