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Capitulo 1
Logica

La légica estudia las oraciones y los razonamientos, y existen tantas como tipos de oraciones
y razonamientos. En informatica, es la base de la programacion, representa el conocimiento
en inteligencia artificial, sirve para demostraciones de resultados teéricos y diseno de circuitos
logicos y define los problemas NP-completos (SAT). Existen distintas logicas, como las logicas
clasicas (proposicional, categorica, de primer orden...) y la logica difusa.

1.1. Oraciones

Dentro de una misma légica, una oracion logica es una oracion del lenguaje natural que
cumpla ciertas condiciones. En las logicas clésicas, es aquella que es enunciativa y cumple la
ley del tercero excluido (solo puede ser verdadera [V] o falsa [F]) y la ley de no contra-
diccién (no puede ser V' y F a la vez). Estas pueden ser simples (atémicas) o compuestas
(moleculares), dependiendo de si tienen uno o mas predicados.

1.2. Razonamientos

Un razonamiento es una estructura que enlaza oraciones, de las cuales una es la conclusién
de otras (premisas) y todas (salvo ella misma) proporcionan evidencias para justificarla. Asi,
un razonamiento estd formado por axiomas o premisas; conclusiones o teoremas, y una
demostracion. Existen dos tipos de razonamiento:

= Deductivo: Se basa en la implicacién.

= Inductivo: Parte de casos y llega a una conclusion general. S6lo es valido si se consideran
todos los casos; de lo contrario la conclusién es probablemente, pero no necesariamente,
cierta.

Un razonamiento es vélido si la conclusion es necesariamente cierta cuando lo son las premisas,

y se escribe como {ai,a9,...,a,} F 8 . Para representarlo:
Premisas Conclusién



= Representacion grafica:
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= Representaciéon estandar:
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P
Ci Py P
P3
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1.3. Tipos de definiciones

= Extensiva o extensional: Lista de elementos que cumplen la condicién.
= Comprensiva o intensional: Lista de propiedades necesarias.

= Recursiva: Formada por una regla base, que define casos concretos, y una regla re-
cursiva, que define todos los demés casos a partir de casos ya conocidos mediante una
relacion. También puede contener una regla de exclusion.

1.4. Lenguajes formales

El lenguaje natural es ambiguo, y suele ser vago, paradéjico, complicado... Por tanto, en
ciencia es imprescindible un lenguaje formal para obtener rigor. Un lenguaje formal consta de
un conjunto de simbolos (alfabeto o vocabulario) y una definicion recursiva para conectarlos
(gramatica o sintaxis), y es el conjunto de todas las formulas bien formadas (f.b.f.) obtenidas
a partir de estas. En la practica, necesitamos un sistema de codificacion (formalizacion) y de
interpretacion.

1.5. Formalizacién e interpretaciéon

Formalizar es obtener una oracion o f.b.f. en lenguaje formal a partir del lenguaje natural,
mientras que interpretar es entender una f.b.f. expresandola en lenguaje natural.



Capitulo 2

Logica proposicional

Las oraciones logicas en logica proposicional (LO) se llaman proposiciones. Las proposi-
ciones atomicas, también llamadas sentencias o atomos, se agrupan mediante operadores
logicos para formar oraciones compuestas.

2.1. Sintaxis

» Constantes: Verdadero (V) o falso (F). B = {V, F}.

Sentencias: Se representan por un conjunto de letras latinas. El conjunto de todos se
denota por P.

Operadores logicos: Negacion (—) y conectivos. Los conectivos son: conjuncion (A),
disyuncion (V), implicacion (—) y doble implicacion ().

= Paréntesis o corchetes, para agrupar expresiones.

Definiciéon recursiva de una f.b.f.:
» Forma baéasica: Todo 4tomo es una f.b.f.

= Forma recursiva: Si « y 8 son f.b.f., también lo son -, (a A B), (aV ), (& = B) v
(a +» B). La presencia o ausencia de paréntesis es importante.

En la practica, podemos eliminar paréntesis segiin estas reglas:
= Se pueden eliminar los paréntesis exteriores.
= Prioridad: De mayor a menor: -, (A, V), (=, <).
= Asociatividad: A igual prioridad de operadores, se asocia por la izquierda.

También podemos anadir paréntesis a cualquier expresion que no sea una negacion.



2.2. Formalizacion

= Los atomos corresponden a oraciones enunciativas afirmativas, en forma presente y con
sujeto (salvo verbos impersonales).

= —-a: No a, no es el caso de a, no es cierto que «, es falso que a, no sucede que «, la
negacion de a.

= aAB:ay f (pero, aunque, ademas, sin embargo, también, a la vez, ain, no obstante).
= aV B0 aof;yaa, ya 5, ya ambas.

= a — f:Siap,siaentonces B, a solo si B, solo « si B, es suficiente a para que 3, siempre
que « entonces 3, no « a menos que 3, es necesario § para que «, a no ser que 3 no a.

a < [B: asiy solo si B, a equivale a 8, a cuando y sélo cuando (8, a cuando tnicamente
B, a es condicion suficiente y necesaria para que 3.

2.3. Interpretacion

Procedimiento que traduce las formulas atémicas a oraciones naturales. Una asignacion
vy es el procedimiento que establece un valor de verdad a una féormula atémica segiin una
interpretacion I. En L0 no se suele hacer distincion, y hace referencia a una funcién vy : P, — B
talque V—Vy F— F.

La evaluacion es la obtencion del valor de verdad de una oracion a. Decimos V(a) =V o
V(a) = F, segtn corresponda.

= Regla base: Si a € P, entonces V(a) = vr(a).

= Regla recursiva:

_JV siV(e)=F
Vice) = {F siVia)=V
Viang) = V siV(ie)=Vy V() =V
F en otro caso
Viavp) = F siV(e)=FyV(B)=F
V' en otro caso
Via—g) = F siV(a)=VyV(B)=F
V'  en otro caso
Via o) = V o siV(a)=V(8)
@ N F  en otro caso



2.4. Grafos semanticos

Un grafo semantico es un arbol que representa una f.b.f. El nodo principal contiene el
operador principal (o el tnico atomo). De cada conectivo parten dos ramas (o una si es ) con
las subformulas que conecta, y los a&tomos son hojas.

2.5. Decidibilidad

Una oracién puede ser:

= Satisfacible si V(a) =V en alguna interpretacion.

= Falseable si V(a) = F en alguna interpretacion.

= Contingente o contingencia si es a la vez satisfacible y falseable.

= Tautologica, valida o tautologia si V(«) = V en todas las interpretaciones. Escribimos
Fa.

» Insatisfacible o contradiccion si V() = F' en todas las interpretaciones.

El problema SAT, determinar si una oracién logica es satisfacible, es el primer problema cono-
cido NP-completo, y de hecho todos los problemas NP-completos se pueden reducir a SAT, de
modo que si uno de resuelve como P, se resuelven todos.

Un conjunto de formulas F = {aq, ..., a,} es satisfacible si su conjuncion lo es, y llamamos
modelo de F a cualquier interpretacion en la que V(ag A+ A «ay) = V. Definimos del mismo
modo conjunto insatisfacible. El conjunto F = {} es modelo en todas las interpretaciones.

Para hallar los valores de verdad de una oracién en funcién de la interpretacion, podemos
construir una tabla de verdad. Si « tiene n d4tomos y m operadores, construimos una tabla
con 2" filas (mas la cabecera) y n + m columnas. En cada fila establecemos una asignacion
hasta establecer todas las asignaciones posibles y obtenemos las evaluaciones para las oraciones
definidas por cada operador, en orden de evaluaciéon y terminando con el operador principal,
que establece el valor de verdad. Debemos indicar el orden de evaluacion.

Otra forma es la propagacion de literales. Un literal es un atomo o la negacién de un
atomo. Dada una formula ¢, definimos ¢(p) = ¢y (p)=v a la formula mas simplificada que,
en las interpretaciones en las que V(p) = V, tenga los mismos valores de verdad que ¢. Por
ejemplo, dada la oracion ¢ = (p — ¢q) — (—=p — —q), tendriamos que ¢(p) = Py (p)=v =
Vo9 =V =9 =qg— (F—q) =q—V =V, mientras que ¢(—p) = djv(-p)=v =
Svipy=r = (F —q) = (-F = =q) =V = (V = =q) =V — —¢ = ~q. En el segundo caso,
tendrfamos, por ejemplo, que ¢(—p)(q) = ¢(—p,q) = ¢(—p)jv(g=v = -V = F. En la practica
bastaria con escribir ¢(—p, q) = -V = F para este altimo caso.

Para comprobar los valores de verdad realizariamos un arbol seméantico. En este, la raiz
seria la féormula inicial, y de cada nodo, que contendréd una férmula &, partiran dos ramas con
&(p) vy &(—p) para algtn dtomo ! en ¢ (normalmente el que més aparece), salvo si £ = V o
¢ = F. A la hora de dibujarlo, la linea que une una expresiéon con otra derivada se etiqueta
con el literal a propagar.



2.6. Equivalencias

Dos expresiones a y 5 son logicamente equivalentes si y solo si V(a) = V() para cualquier
interpretacion. Escribimos aa = 8. Asi, a = <= F a + 0.

= Propiedades conmutativas: a AB=FAa;aVE=FAa;a+ =6+ a.

= Propiedades asociativas: a A (BAY) = (e AB)Ay; aV (BVY) = (aVB) V7
oo (8 607) = (a6 B) o .

= Propiedades de De Morgan: —~(a A 8) = ~aV —=f; =(aV 8) = —a A =f.

» Propiedades distributivas: aA(5V7y) = (aAB)V(aAy); aV(BAY) = (aVE)A(aVy);
a—=(BVy)=(a=B)Via=7);a=(BAy)=(a—=PF)A(a—7)

= Propiedades de absorcion: aV (aAf)=a A (aVp) =a.

» Expresion booleana: aV (-mfAB)=aA(-FVE) =a.

= Reduccién al absurdo: ~a — (A —f3) = a.

= Propiedad de contraposicion o transposiciéon: a — 8 = -5 — —a.

= Exportacion: (¢ Ap) = vy=a— (8 — 7).

» Idempotencia: o = -~(-a) =aVa=aAa.

» Eliminacién del condicional: o« — = -a V = =(a A —f).

» Eliminacién del bicondicional: a <+ = (o = 8) A (8 — a) = (a A S) V (=8 A —a).
= Propiedades sobre tautologias: aV-a=V; VVvg=V; VAL=4.

= Propiedades sobre insatisfacibilidad: a A—-a=F; FV =6, FAS=F.

2.7. Razonamientos validos

Un razonamiento es valido si y sélo si en todas las interpretaciones en las que «a es verdad,
B también lo es. Igualmente, 3 es consecuencia logica de F = {ay,...,a,} si § es verdad
siempre que F sea un modelo. Escribimos a F 5 o F E 3, y sabemos que a F < F a — .

Teorema de la deduccion semantica: F U {a} F f <= F F a — §. Corolario: F F
B —=FaA - ANa, = B <= FE-(aaN-Na,A—=f) < a1 A---Aa, A— es insatisfacible.
Propiedades generales de F:

= Reflexividad: a F a.
= Transitividad: Si F F a y a F g entonces F F 3.

» Monotonia: Si F F « entonces F U {8} F a.

Si FE aykF 8, entonces F\{8} F a.

ma=0 << aFfypFa



Algunas propiedades:
= Simplificacion o eliminacién de la conjuncién: a A S F a.
= Adicidén o introduccién de la disyunciéon: a F a V 5.
= Silogismos: Forma de razonamiento deductivo con dos premisas y una conclusion.

e Categoricos
o Combinacién o introduccion de la conjuncién: {«, 5} F a A S.
o Inconsistencia: {«, —a} F 3.
e Hipotéticos
o Silogismo hipotético: {a — 3,8 > v} Fa — 4.
o Demostracion por casos: {a —» 7,8 > v}EaV g — 7.
o Prueba por casos: {a — 3,—a — S} F 5.

e Hipotéticos mixtos

o Modus Ponens: {a — §,a} F 3.
o Modus Tollens: {a — 8,8} F —a.

e Disyuntivo: {aV 3,6} E a.
= Dilemas: Forma de razonamiento con una premisa disyuncién que representa las opcio-
nes, normalmente contrarias.

e Constructivo: {aV ,a = 7,8 =} Fvy V.

e Destructivo: {—yV -§,a = v,8 = 0} E —a V4.

e Transposicion: a — f F =5 — —a.

e Eliminacion de la equivalencia: « + S F {a — 3,5 — a}.

e Introduccion de la equivalencia: {o — 3,8 — a} F a < .
El Corolario del Teorema de la Deduccién Semantica y las propiedades basicas de equivalencia y
razonamientos nos permiten considerar al menos dos estrategias de razonamiento deductivo: la
demostraciéon directa, comprobando que 3 es consecuencia logica de a mediante definiciones,

tautologias, teoremas o propiedades, y refutacion o demostracion por contradiccion (o — 8 =
aN—f = yA—y), buscando contraejemplos o encontrando un a tal que V(afa] — Bla]) = F.



Capitulo 3

Problema SAT

3.1. Algoritmos que no requieren cladusulas

3.1.1. Tablas de verdad

Construimos una tabla de verdad por filas, y si en una fila obtenemos que la oraciéon es
cierta para dicha interpretacion, la oracion es satisfacible. Si no es cierta en ninguna, la oraci6on
es insatisfacible.

3.1.2. Arboles semanticos

Una hoja de un arbol semantico es un nodo fallo si su etiqueta es F', y nodo éxito si
es V. Representamos el arbol como T, y observamos que, para comprobar la satisfacibilidad,
basta con encontrar un nodo éxito, y entonces no es necesario seguir desarrollando.

3.1.3. Tableaux semanticos

Un tableaux semantico es un arbol en el cual cada nodo estd formado por una lista
de oraciones (sin paréntesis de ningin tipo), y su raiz es la lista formada por la oracion ¢ a
desarrollar. Una oraciéon puede tener comportamiento conjuntivo (se le puede aplicar una
a-formula) o disyuntivo (se le puede aplicar una S-formula), o ser un literal. Para cada rama
del arbol:

1. Seleccionamos una oracién que no sea un literal, preferiblemente con comportamiento
conjuntivo.

2. Si no encontramos ninguna, el nodo es un nodo hoja. Lo marcamos como cerrado si
contiene un literal y su contrario, de lo contrario como abierto.

3. Si tiene comportamiento conjuntivo, aplicamos la a-féormula correspondiente y dibuja-
mos una rama con la etiqueta « : (nom. de formula) y el nodo resultado de sustituir

a7¢17"'a¢n por 04170127(2517""@5”'



4. Si tiene comportamiento disyuntivo, aplicamos la S-féormula correspondiente y dibujamos
dos ramas. La division se marca con la etiqueta 8 : (nom. de férmula) y los nodos son

los resultantes de sustituir 3, ¢1,..., ¢, por B1,¢1,...,0n Y Bo, 1y .., Gn.
] a-formulas I B-formulas \
’ &3 \ a1 \ a2 H B ‘ B ‘ B2
o !
anp & B ~(aAB) e —p
—~(a Vv B) T« - aV a ¢}
(o — B) a - a—p e B
a+ f a—=B | f—=al| (aep) | (a—=p) | ~(8—a)

Un tableaux completado o completo es aquel cuya construccion ha terminado. Decimos
que es cerrado cuando todas las hojas son cerradas, y abierto cuando hay alguna abierta.
Asi, ¢ es satisfacible si y solo si su tableau completado es abierto. Este método no detecta
tautologias, pero podemos determinar que ¢ es tautoldgica cuando —¢ es insatisfacible.

3.2. Algoritmos que requieren clausulas

Una férmula € estd en forma normal conjuntiva si es una clausula o conjuncién de
clausulas. Una clausula es un literal o disyunciéon de dos o mas literales (quitando todos los
paréntesis).

= Clausula unitaria: Con un solo literal.
= Clausula vacia: Sin literales. Se denota por [ y es insatisfacible.
= Clausula de Horn: Aquella que tiene como maximo un literal positivo.

Llamamos conjunto clausal o clausulado al conjunto de dichas clausulas, y decimos que
estd en forma clausal.

3.2.1. Obtencién de FNC

1. Aplicar las reglas de eliminacion de +» y — hasta tener solo =, Ay V.
Aplicar De Morgan hasta que las negaciones solo afecten a atomos.
Eliminar las negaciones multiples (—-).

Aplicar distributividad de V sobre A.

AN S

Reducir la cantidad de paréntesis.
Si queremos simplificar:
1. Eliminar literales opuestos: {V -0 =V; l Al =F.

2. Eliminar constantes y expresiones repetidas: VVa=V; FVa=VAa=a; FAa=F|
aVao=aNa=a.

3. Quedarnos con expresiones subsumidas: (aV 8) A a = «a.



3.2.2. Algoritmo DPLL

Al propagar un literal en una expresion en FNC, lo que hacemos es eliminar las clausulas
en las que aparezca (clausula cancelada) y las ocurrencias de literales complementarios
(ocurrencia eliminada). Al aplicar DPLL, representamos el conjunto clausulado como un
conjunto de conjuntos. Por ejemplo, si ¢ = p A (¢ V —r), entonces su conjunto clausal es
Qy = {p,qV —r}, y lo representamos como Qyrnc = {p,{q, ~r}}. Entonces consideramos 5
reglas:

1.
2.

Regla de la clausula unitaria: Si hay una clausula unitaria, propagar su literal.

Regla del literal puro: Si hay un literal para el que no se da su complementario,
propagarlo.

Regla de la tautologia: Eliminar las clausulas que contengan literales complementarios.

Regla de la inclusién: Si existen conjuntos clausales C,C2 € €24 tales que Cy C Co,
eliminar C de €.

. Regla de ramificacion: Considerar un literal [ (normalmente el que aparece més veces)

y propagar [ por un lado y —I por otro.

El algoritmo consiste en:

1.

Si Qg = {}, devolver true (se indica mediante una flecha de la expresion derivada a la
original etiquetada «true»), indicando que es satisfacible.

. Si 0 € Qg, devolver false.

En caso contrario, aplicar la primera de las reglas que sea aplicable y devolver su va-
lor. Para la regla de ramificaciéon: Si la primera rama devuelve true, devolverlo. Si no,
proceder con la segunda rama y devolver el valor devuelto. Esto es lo que se denomina
«backtracking» (a partir de un algoritmo recursivo).

Lo representamos con un grafo, similar al del arbol semantico.

3.2.3. Meétodo de resolucion

La resolvente de dos clausulas Yy =11 V--- VI, Viy o=k V---Vky,V—jes la clausula
Ri(, ) =l V---VIpVEiV---Vkn. ¢y ¢son las clausulas padres de R;(v,¢), y {¢, ¢}
es satisfacible si y solo si R;(1, ¢) lo es. Para resolver por resolucion:

1.

2.

3.

Definimos el conjunto C = Q, y C; = C.

Por cada par de clausulas C7y =1V ay Cy = =1V § en C*, obtenemos su resolvente y la
anadimos a C*. Si obtenemos la resolvente [, el conjunto C* es insatisfacible y por tanto
C también.

Una vez obtenidas todas las resolventes, si [J ¢ C*, entonces C* es satisfacible y por tanto
C también (solo en LO).



Podemos expresar este algoritmo mediante un grafo de resolucidn, en el que de cada par
de clausulas posible parte una linea hacia abajo hacia su resolvente y tenemos cuidado de no
incluir un resolvente igual a una clausula ya existente.

En dicho grafo, las premisas se dice que estan en el nivel 0 (C), y si C; y Cs estan en los
niveles 21 y Z3, su resolvente esta en el nivel méx{xy,22} + 1, de forma que cada nivel se
representa en una misma linea horizontal, y los resolventes se numeran empezando por el nivel
maés alto (el nivel 0).

Un grafo de resolucion es basico si solo muestra dos clausulas y su resolvente; completo
si contiene la unién de todos los grafos de resolucion basicos, y es un grafo de refutacion si
aparece [].

Para la eleccion de los pares de clausulas padres, existen principalmente dos estrategias
de resolucion:

= Bisqueda en anchura: Se obtienen todas las resolventes de un nivel antes de pasar al
siguiente. Orden (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), etc.

= Bisqueda en profundidad: Una vez obtenida una resolvente de nivel ¢, intenta obtener
una de nivel ¢ 4+ 1 a partir de ella. Orden (2,1) — 14, (¢,1), (¢,2), (¢,3) — 7, (4,1), etc. No
es completa.

En la practica se utiliza la notacién o representacion Fitting: Se crea una lista numerada
de las clausulas de C, con la indicacion «Premisa» o «C.E.» (conjunto de entrada) a la derecha
de cada una. Después, se van comprobando los pares de clausulas en la lista, empezando por
(2,1),(3,1), (3,2), etc., y se va ampliando con los resolventes, que tendran la indicacion Ry(i, j),
siendo i y j los ordinales de las cldusulas padres. Para optimizar, se pueden tachar clausulas
por los siguientes motivos:

= Literal puro (1) [después de tachar (n)].
= Subsumida en (n).
= Tautologia (I V ).

El motivo debe indicarse a la derecha. Si al final queda C* = {}, la oracion es satisfacible.

3.3. Razonamiento automatico

Un razonamiento es véalido ({aq,...,a,} F B) cuando F oy A+ Aay, — B, es decir, cuando
ai A+ - -Aag, A5 es insatisfacible. Asi, mediante tablas de verdad o arboles seménticos, podemos
determinar la validez de un razonamiento demostrando que a; A-- - A, — [ es una tautologia.
Para el resto de los métodos, comprobamos que aq A --- A o, A 5 es una contradiccion.

En el caso de demostracién por resolucion, las clausulas de =3 se denominan «conjunto
soporte de entrada». Se marcan con un * a la izquierda del ordinal tanto estas como las
resolventes de alguna clausula marcada con *, de forma recursiva.



Capitulo 4

Deducciéon natural

Las expresiones, numeradas, estan dentro de una caja, que se representa con los tres bordes
de arriba, abajo y a la izquierda (a la derecha del nimero de linea). La caja principal no se
suele representar. Si se usa una Hipdtesis, se crea una nueva caja (dentro de otra), y en cada
caja las Premisas o Hipdtesis van al principio y la ultima linea es la conclusion. Cada caja

representa una deduccion (F).

4.1.

También la iteracion: IT :

Reglas
Eliminacion de Introduccién de
la conjuncion En: Fﬁgﬁ Fﬁff In: ';Z'A_g
la disyuncion Ey : '_avﬁ’_(a,_v)'_(’m_ﬂ Iy : #‘35, ,_Eﬁ
Prueba por casos
la implicacién E_ : % I,: };(5:%)
Modus Ponens Teorema de la Deduccién
la doble implicacién | E., : tgzzg;, tggjg; I, : W
la negacion E_ ; FCatBATE) I : Ha%ﬁrﬁ)

Reduccion al absurdo

Reduccién al absurdo

la doble negacion

. F0a
E-: 3

la contradiccion

CONTRA : Fat=a

Fa
Fa

, que se usa cuando la hipdtesis de una caja es la conclusion,

dado que deben estar en lineas distintas.




Capitulo 5

Logica categorica

5.1.

Conjuntos

Una categoria o conjunto es una colecciéon no ordenada de elementos. Se dice que un
elemento x pertenece al conjunto C, y se representa como z € C (negacion: z ¢ C) o C(x).
Podemos definir un conjunto por extension (C' = {x1,xs,...}), intension (C = {z|P(z)}) o
recursion (C = {z|R(z)}).

Igualdad: A=B:<= (r€ A < z € B).
Inclusiéon: AC B: <= (r € A = z € B) (negacion: A ¢ B).
Inclusién estricta: AC B: <= (AC By A# B).

Conjunto total o universo: U, el mayor conjunto que podemos considerar para un
estudio.

Conjunto vacio: () = {}, sin elementos.

Partes: P(X) = {4|A C X}.

Unién: AUB = {z|zr € A6z € B}.

Interseccion: ANB :={zjlx € Ayxz e B}. Si ANB =0, Ay B son disjuntos.
Diferencia: A— B = A\B = {zlr € Ay z ¢ B}

Complemento: 4 := AL .= /\ A.

Un diagrama de Euler representa los conjuntos como circulos bien unos dentro de otros,
separados o intersecados, indicando de esta forma sus relaciones. Un diagrama de Venn
representa los conjuntos como circulos todos intersecados entre si, con las partes no vacias
sombreadas.

Una familia de conjuntos A es un conjunto formado solo por conjuntos, y es una parti-
cién de A siy solosi |JA = Ay si para todo B,C € A con B # C se tiene que BN C = {).



5.2. Sintaxis

Extension de la logica proposicional. Las proposiciones atomicas tienen la forma P(x),
donde P es una categoria y « una variable (ambas conjuntos de letras latinas), y se leen «x es
P». Ademés, se anaden los cuantificadores Vo (para todo z) y 3z (existe x), donde x puede
ser cualquier variable. Estos tienen la misma prioridad que la negaciéon. Las proposiciones
compuestas se forman mediante cuatro formas normales:

= Universal afirmativa: Va(P(z) — Q(x)); «todo P es Q.

= Universal negativa: Vo(P(z) — —Q(x)); «ningtin P es Q».

= Existencial afirmativa: Jx(P(z) A Q(z)); «algan P es Q.

= Existencial negativa: J2(P(z) A =Q(z)); «algin P no es Q».

5.3. Evaluacion

Para evaluar una proposicion en LC interpretada en un mundo M:

1. Definimos U como el conjunto de todos los elementos que aparecen en M.

2. Identificamos cada categoria P con un conjunto P4 del mundo. El resultado es la in-
terpretacion I = {P — Py, ... }.

3. Evaluamos el valor de verdad de la proposicién a partir de la interpretaciéon. Para ello:

a)

Si encontramos un Vza[z], decimos que esto es verdad si para cualquier x & d se
cumple V(a[d]) = V. Aqui, a[d] = {a[z]}4/, el resultado de aplicar la sustitucién
{d/z}. Entonces comprobamos V («[d]) para todo z ¢ d (asignacién) con d € U
hasta encontrar un caso donde V(«a[d]) = F' (con lo que V (Vza[z]) = F) o llegar a
que en todos V(a[d]) =V (con lo que V (Vzalz]) = V).

Si encontramos un Jzafz] decimos que esto es verdad si encontramos un « % d para
el que V(a[d]) = V. Entonces comprobamos V(ad]) para todo z & d con d € U
hasta encontrar un caso donde V(a[d]) =V (con lo que V(3zalz]) = V) o llegar a
que todos son falsos (con lo que V(Jzalz]) = F).



Capitulo 6

Logica de predicados de primer
orden

6.1. Relaciones

La logica de primer orden (L1) extiende la logica categorica permitiendo expresar relaciones
fuera de las formas normales y relaciones de varios objetos. Podemos distinguir:

= Categorias: «x es P», x € P, P(r).
= Relaciones binarias: «z e y son R», «z se relaciona con y», (z,y) € R, R(x,y), ©Ry.

= Relaciones de cualquier orden: (z1,...,z,) € S, S(z1,...,2,). Se dice que S tiene
aridad n, o que es una relacion n-aria, lo que se representa por S/n. En general, @ es una
relacion n-aria entre Ay, ..., A, si Q C [], A;. Si Vi, A; = A, entonces []_; 4; = A™.

En relaciones con aridad n > 2, se define el dominio como Dom(R) = {(x1,...,Zn—-1)|3x, |
(1,...,2n) € R} (si la aridad es 2, entonces Dom(R) = {z|3y | zRy}), y el rango como
Ran(R) = {z,|3(z1, ..., 2n-1) | (x1,...,2n) € R} (sila aridad es 2, entonces Ran(R) = {y|3x |
zRy}. El campo de R se define como Campo(R) = Dom(R) U Ran(R). Representaciones:

= Cartesiana: Similar a una funcién, con el conjunto inicial en el eje horizontal. Se marcan
los puntos que estan en R.

= Tabular: Como la cartesiana pero en una tabla. En cada celda se pone un 1 si el producto
de tipos estd en R, un 0 si no esta y se deja en blanco si no lo sabemos.

= Mediante digrafo: Se representa a la izquierda el conjunto inicial y a la derecha el final,
y las relaciones se representan con flechas entre elementos de cada.

= Grafo dirigido: Se representa U y se indican las relaciones binarias con flechas.

Una relacion n-aria f es una funcioén si y sélo si para cada elemento x € Dom(f) existe un
unico y € Ran(f) que se relacione con él. Se escribe f(z) =y, y la funcién se representa como
f: H;:ll A; — A,. Es inyectiva si f(z) = f(2') = = = ', suprayectiva si Ran(f) = A4,

y biyectiva si es inyectiva y suprayectiva. Definimos la aridad de f como funcién como n — 1.



6.2. Sintaxis

= Proposicién atémica: V', F o un predicado.

= Predicado: Secuencia de letras latinas que representa una relacion, seguida de una serie
de términos: R(t1,...,tn).

= Término: Constante que representa un objeto definido, variable o funcién.

= Constante: Secuencia de letras latinas que representa a un objeto definido (salvo V' y
F).

= Variable: Secuencia de letras latinas que representa a un objeto indefinido. Puede estar
ligada a un cuantificador, y entonces es igual al resto de variables ligadas al mismo, o
libre, en cuyo caso puede representar cualquier cosa.

= Funcién: Secuencia de letras latinas que representa una funcién, seguida de una serie de
términos: f(t1,...,t,).

La construcciéon de f.b.f es igual que en L0, pero cambiando la forma de las proposiciones
atéomicas y afadiendo que si v es £.b.f. también lo son (Vza) y (3za). Una £.b.f. es cerrada si
todas las variables estan ligadas y abierta en otro caso.

6.3. Interpretacién y asignacion

Una interpretacion de o en un mundo M es una cuaterna Z, = (D, Cp, Fp, Rp) donde D
es un conjunto no vacio de objetos, llamado dominio, Cp es un conjunto de objetos concretos
(Cq = Cp), Fp de funciones concretas (fq + fp) y Rp de relaciones concretas (R, — Rp). La
signatura es el conjunto de todos los predicados y funciones, indicando su aridad.

Una asignacién de variables es una funciéon oz, : V — D que relaciona cada variable de «
con un elemento del dominio, y definimos oz_|,q.q4 a la asignacion definida igual que oz, pero
asignando a z el objeto d.

Una asignacion de valores de verdad v,, : P, — B asigna un valor de verdad a
cada elemento atomico de a. Asi, v(R4(t1,...,t,)) =V <= (di,...,dn) € Rp, donde
si t; es constante entonces d; = t;, si t; = f(x1,...,2,) entonces d; es el unico y tal que
(x1,...,Zn,y) € f, y si es variable entonces depende de la asignacion.

La evaluaciéon de una oraciéon « se hace igual que en LC, pero partiendo de esta asignacion
de valores de verdad. También se puede hacer mediante tablas de verdad, que en Li1 sélo evaltan
una interpretacion a la vez:

1. Se introduce una columna por variable, dividida en una fila por cada valor del dominio.
Puede ser necesario considerar aqui todas las posibles combinaciones de variables.

2. Se introduce una columna por cada funcién que aparece en la oracion, y se evalia de
acuerdo al valor de la variable dado.

3. Se introducen las filas correspondientes a la féormula, indicando el orden de evaluacion.
Un cuantificador que no esta dentro de otro ocupa la fila completa, pero su contenido se
divide en una fila por cada posible asignacion de la variable. Una vez se conoce el valor del



cuantificador no es necesario evaluar el resto de asignaciones, pero es importante justificar
los valores de verdad de los predicados (ejemplos: V : (a,b) € Prg; F i (¢,a) € Qum)-

Este método es impréctico, por lo que no se usa.

6.4. Sustituciones

Una sustitucion es una expresion s = {t;/v1,...,t, /v, } que indica que toda ocurrencia de
cada v; se debe sustituir por el término ¢;. Todas las sustituciones se hacen simultaneamente.

Una particularizacién por sustitucién consiste en sustituir sus variables por términos.
Escribimos Ps como la particularizacion de la expresion P segun la sustitucion s.

= En una particularizaciéon béasica, los términos son constantes.
= En una particularizaciéon alfabética, los términos son otras variables.

Composicion de sustituciones: Dadas s = {a1/z1,...,an/zn} y t = {b1/v1,-- -, bm/Ym}
con X eY los conjuntos de variables sustituidas respectivamente segin s y t, s-t = {(a;t)/z;|z; #
a;it} U {b;/y:|ly; € Y\X}, donde a;t es la particularizacion de a; segin t.

6.5. Equivalencias

—Jdzalz] = Ve-alz) —Vza[r] = Jr-alz]

Vr(alz] A Blz]) = Vealx] AVzB[z] | Fx(afz] v B[z]) = Fxaz] V Fz6[z]

También, tanto en L1 como en LC, podemos sustituir el nombre de una variable por otro
siempre que lo cambiemos en el cuantificador al que esta ligado y en todos los simbolos ligados
al mismo cuantificador (o bien la variable sea libre), y al hacerlo todas las variables de la
oracion sigan ligadas al mismo cuantificador de partida (o sigan libres).

6.6. Satisfacibilidad

Podemos comprobar la satisfacibilidad de una oracion mediante tableaux. Afiadimos dos
tipos de reglas:

» y-reglas: Vealz] — o[C],Vzalz]; ~Fzalz] — —a]C], -Fralz]. La sustitucion {C/z} se
hace sobre una constante C' existente. Si no existe ninguna, debemos suponer una nueva.
El Vza[z] resultante no hace referencia a C', de modo que se debe escribir una lista debajo
de cada expresion de este tipo (L = {...}) con los elementos a los que si hace referencia.

» d-reglas: Jzrafz] — a[C); “Vzalz] — —a[C]. La sustituciéon {C/z} se hace sobre una
constante C' nueva, y entonces se debe anadir a las listas de todas las expresiones de
v-reglas dicha constante.

Al aplicar estas reglas, se debe indicar, por ejemplo: v : Va; {C/x}; C nueva (la ultima parte
se incluye siempre en las d-reglas). Las d-reglas se aplican después de las S-reglas y antes de
las ~-reglas, y si se llega a un bucle por una rama, se razona que el tableaux es abierto.



Si el tableaux es cerrado (si todas las hojas estan cerradas), llegamos a una contradiccion.
Sin embargo, si el tableaux es abierto, no sabemos que sea satisfacible (salvo si todos los
predicados son de aridad 1 o la identidad). No obstante, los nodos abiertos pueden servir como
ejemplos de interpretaciones en las que la oracion es satisfacible.

6.7. Grafos semanticos

Son iguales que en L0, pero en los cuantificadores, el nombre de la variable se incluye en el
nombre del propio nodo junto con el cuantificador. Ademas, debajo de cada predicado (que se
escribe completo), se puede indicar el f.b.f. de términos, que consiste en afiadir un nodo hijo
por cada término. Si el término es una funcién, se indica simplemente el nombre de la funcion
y sus parametros se escriben como nodos hijo.

6.8. Deduccién natural
Se anaden reglas de deduccién natural:

s By F,YZ[CYC[,T]. C' es una constante cualquiera. Se debe indicar la sustitucion {C/z} y, en

su caso, si C' es nueva o «arbitraria».

Fa[C)
FVzalz]*
por suposiciones, derivaciones o premisas anteriores. Puede ser obtenida nueva con Ey.

= [y C' debe ser «arbitrariay, es decir, no distinguible de cualquier otro individuo

Es: w No se debe hacer ninguna suposicién sobre C, y 3 no puede depen-

der de C.
LW E o{C] T Se pueden cambiar todas las apariciones de C' o solo algunas.

* Fzalz



Capitulo 7

Sistemas deductivos, razonamientos
y deducciones

Un sistema deductivo es un conjunto de axiomas y reglas de inferencia sintacticas ().
Una demostraciéon o prueba formal es una secuencia de conjuntos de féormulas en las que
cada formula es un axioma o puede obtenerse del conjunto anterior mediante una regla de
inferencia. Cada elemento « del dltimo conjunto de la secuencia se llama teorema por de-
duccioén, y se dice que a es demostrable, lo que escribimos como F «.

Un sistema deductivo en LO y L1 es sélido si y solo si - a« = F «, es decir, si cualquier
conclusiéon derivable o deducible a partir de las reglas es valida, y es completo cuando
F a = F a. Un conjunto de reglas es inconsistente si - o A =, y es consistente si no es
inconsistente.

Dada una oracién « y un conjunto de oraciones F, E « significa que « es valida y F F «
significa que « es consecuencia logica de F. Por su parte F « significa que o es demostrable
y F I « significa que « es deducible de F, y representa una deduccién o razonamiento,
donde « es la conclusion o derivacién y las i) € F son las premisas, las formulas usadas para
llegar a .

Decimos que un conjunto de oraciones 7 es una teoria si Vo(T Fa = a € 7T),y
entonces cada o € 7 es un teorema. Una teoria es axiomatizable si existe un subconjunto
F tal que T = {a|F E a}, y cada « € F es un axioma, y es contradictoria o inconsistente
cuando T Eay T F —a.

Una teoria es decidible si se puede determinar la consistencia o inconsistencia de una
formula mediante un algoritmo; semidecidible si hay féormulas cuya inconsistencia no puede
ser probada algoritmicamente, e indecidible si no es posible crear un algoritmo que determine
la consistencia o inconsistencia de una férmula.

Hilbert opinaba que todo sistema fundamental matematico debia ser consistente, completo
y decidible, pero Kurt G6del demostrd que ningan sistema capaz de representar los ntimeros
naturales puede ser a la vez consistente y completo, y que la consistencia no puede probarse
con los propios axiomas del sistema, por lo que habra verdades que no se pueden demostrar.
Alan Turing, por su parte, demostré que solo sistemas muy restrictivos son decidibles.

Un sistema deductivo cumple el teorema de la deduccién si verifica que, dado el conjunto
F ylas formulas a y 8, FU{a} F f <= Fta— f. Asi, FU{a,...,an} F 8 —=



FU{a,...,an1tbFa, =28 < -+ <= Flka; — (ag = - (ap = §)---). Este teorema
simplifica mucho las demostraciones, si bien no se prob6 su correccion hasta 1930. No todos los
sistemas cumplen en teorema de la deduccion, si bien el Teorema de la Deduccion Seméntica
(Fu{a} E B < F E a — p) se cumple siempre. Decimos que F es sintacticamente
completo si para todo o, F - a o F I —a.

Un razonamiento deductivo es el que parte de unas hipétesis bésicas para obtener unas
consecuencias (a F 3). Normalmente parte de premisas sobre aspectos generales para concluir
aspectos particulares. La relacion entre premisas y conclusion es de implicaciéon (e F 8 < F
a — ). Algunos tipos de demostracién deductiva (de F o — ):

» Vacia de o — (: Yy, v(a) = F (no se usa f3).
» Trivial: Yoy, v(8) =V (no se usa «).

= Directa: Probar que o F § usando definiciones o teoremas ya probados, como el Modus
Ponens.

= Por contrarreciproco: a« — § = -8 — —a.
= Por contradiccion: a > =a A - — v A .
= Indirecta: Si a F vy v F 3 entonces o F S.

La refutacion por contraejemplo consiste en buscar a tal que v(afa] — Bla]) = F.

Un razonamiento inductivo consiste en obtener reglas generales a partir de casos par-
ticulares. Para ello se observan, registran y analizan hechos y se formulan leyes universales a
modo de hipotesis o conjeturas, tras lo cual se disenan experimentos para ver que estas leyes
se cumplen.

La induccién matematica, sin embargo, se puede probar de forma deductiva, si bien esto
requiere logica de segundo orden. En N, para un ng € N, tenemos:

= Principio de induccién débil: {P(ng)} Ul {P(n) = P(n+1)} EVn > ng, P(n).

n>ngo

= Principio de induccién fuerte: {P(ng)} UJ
VYn > ng, P(n).

{P(ng) A---ANP(n) = P(n+ 1)} E

n>ngo

El principio de induccién estructural para demostracién por recursion es una gene-
ralizacion de la induccion y afirma que, dado un conjunto de elementos definido por recursiéon
con una serie de casos base y reglas de recursion sobre estos, si una propiedad se cumple para
cada caso base, y si en cada regla de recursiéon si la propiedad se cumple para los parametros
de entrada también se cumple para el elemento resultante de aplicarla, entonces esta propiedad
la cumplen todos los elementos del conjunto.
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