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Capitulo 1

Numeros reales y complejos

1.1.

Definicion axiomatica de R

R es el cuerpo conmutativo totalmente ordenado y completo.

1.1.1. Cuerpo conmutativo

Conjunto con dos operaciones internas: suma (K x K — K con (z,y) — = + y) y producto
(Kx K— K con (z,y) — x - y), con las siguientes propiedades: Va, b, c € K:

1.
2.

9.

Asociativa de la suma: ¢+ (b+c¢) = (a+b) + c.
Conmutativa de la suma: a +b="5+ a.

Elemento neutro para la suma o nulo: 310 e K:Va € K,;0+4a = a.
Pongamos que existe otro 0 (0), entonces 0 =0+ 0" =0’.

Inverso para la suma u opuesto: 3la’ :a+a’ =0. a’ = —a.
Pongamos que existe otro opuesto a”, entonces @’ = 0+a’ = (a”’+a)+d’ = ad”’+(a+ad’) =
a// Jr O — a//'

Asociativa del producto: a-(b-¢) = (a-b)-c.
Conmutativa del producto: a-b=10"-a.

Elemento neutro para el producto o unidad: 311 €e K:Va € K,1-a = a.

Pongamos que existe otro 1 (1'), entonces 1 =1-1" =1".
Inverso para el producto: Va € K\{0},3la" :a-a" =1;a" =1 =qa
Pongamos que existe otro a”’ (a'), entonces o’ = 1-a” = (a’-a)-a

Distributiva: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

De aqui podemos deducir que:

1.

a=b < a-b=0;b#£0 = (a=b < a-b1=1).



2. a-0=0.
3. (—a)-b=—(ab); (-1)-a = —a.

1.1.2. Totalmente ordenado
Aquel con relacién binaria < con las siguientes propiedades: Vz,y, z € K:
1. Reflexiva: z < z.
2. Antisimétrica: s < yAy <z < z=y.

Transitiva: t <yAy <z = z < 2.

> W

Orden total: x <yVvy < x.
S. 2y = v+z2z<y+z
6. t<yN0<z = z-2<y-z2.

Una relaciéon binaria que cumple las propiedades 1-3 se denomina de orden. Si también cumple
(4), de orden total. El conjunto de todas definen un cuerpo totalmente ordenado.
Notacion: x <y < y>x < s<yAz#y; x>y < y<u.
Podemos deducir que:

l.c<0 < —c>0.

2. a<bAhc<d = a+c<b+d.

@

a<b < —a>-b

=~

c<0 = (a<b <= ca>ch).
5. a#0 = a-a>0;1#40 = 1>0.
6. a>0 < a!'>0.

7.0>0 = (a<b = a1 <b ).

1.1.3. Completo

Aquel que cumple el axioma del supremo: todo subconjunto no vacio de R acotado
superiormente tiene supremo. Un conjunto ) # A C R esta acotado superiormente si IM €
R:Va € A,a < M, entonces M es cota superior de A. & € R es el supremo de A (o = sup A)
si es su menor cota superior, y cumple que Ve > 0,3da € A: a —e < a < . Cuando « € A, se
le llama también méaximo.

Igualmente, un subconjunto ) # A C R esta acotado inferiormente si IM € R : Va €
A, M < a, entonces M es cota inferior de A. a € R es el infimo de A (o = inf A) si es su
mayor cota inferior. Todo cuerpo que verifica el axioma del supremo también cumple que todo
subconjunto no vacio acotado inferiormente tiene infimo. Demostracién: si A esta acotado
inferiormente por o, —A = {—a},c 4 esta acotado superiormente por —a, y si 8 es su supremo,
entonces —/3 sera el infimo de A.



1.2. Otras propiedades de los nimeros (N, Z, Q y R)

Un subconjunto I C K es inductivosil € T yne€ I = n+1 € I. Todo cuerpo
o interseccion de conjuntos inductivos es un conjunto inductivo. Ahora tomemos el «bicho»
({1 | I es un conjunto inductivo de R}, la interseccion de todos los conjuntos inductivos y por
tanto el mas pequeno de ellos. Asi, el conjunto de nimeros naturales N := bicho.

Podemos definir2=1+1,3=2+1,4 = 3+1, etc. Propiedades «obvias» de los naturales:

1. Vn<1,n¢N.
2.VneN,JzeN:n<z<n+1.

3. VnomeNn+meNAn-meN.

4. VnnmeNm>n — FkeN:m=n+k.

Definimos Z = {0} U{neR|neNo —neN}yQ:={m-n"! | meZneN}

1.2.1. Meétodo de induccion

Método de demostraciéon basado en definir un conjunto S C N que cumpla la propiedad
P(n) a demostrar en N y demostrar que es inductivo. Como N es el conjunto inductivo més
pequeno, tenemos S = N. Para demostrar esto:

1. Comprobamos que P(1) es verdad.

2. Demostramos que P(n) = P(n+ 1). Para ello, demostramos P(n + 1) tomando como
propiedad P(n) (la hipotesis de induccidn).

Dado un nimero natural N, un conjunto S C {n € N | n > N} C N nos sirve para realizar
demostraciones para los naturales a partir de un ntimero arbitrario. Por dltimo, la version
fuerte del método de induccién nos permite definir S tal que 1 € Sy 1,2,...,n € § =
n+1¢€.S, y entonces S =N.

1.2.2. Propiedad arquimediana

R cumple la propiedad arquimediana: V0 < y,z € R,3dn € N: x < ny. Demostracion:
De no ser asi, A = {ny | n € N} estaria acotado superiormente por z. Sea « = sup A;
tendriamos que Vn € N, ny < «a. Por otro lado, a — y no seria cota superior de A, por lo que
dng € N: a—y < npy. Por tanto o < (ng + 1)y, lo que contradice el hecho de que A esté
acotado superiormente por «.

Por tanto N no esté acotado superiormente, y Z no esta acotado superior ni inferiormente.

Principio de la buena ordenacién: Todo subconjunto no vacio A C N tiene primer
elemento. Demostracién: supongamos que A no tuviera primer elemento y sea B := N\ A
el complementario de A. Entonces 1 ¢ A, pues de lo contrario tendria primer elemento; por
tanto 1 € B. Ademés, si 1,...,n € B entonces n+ 1 € B, pues de lo contrario tendriamos que
n+ 1 € A serfa el primer elemento. Por tanto B=Ny A = (.#

Sea x € R, llamamos parte entera de z o [z] al tinico m € Z que verifica m <z <m + 1.



De aqui podemos obtener que Q es denso en R, es decir, que si z,y € R con z < y, entonces
Ir € Q: x <r < y. Demostracién: Por la propiedad arquimediana In € N : 1 < n(y — z),
por lo que % <y —x. Sim:= [nz], entonces m < nx < m+ 1, por lo que
m+1 m 1 1

m
—<z< =—+—<z+-—-<z+y—x)=y
n n non n

Tomamos r = mTH para obtener el resultado buscado.

1.2.3. Raices cuadradas

Si x = y2, entonces y es una raiz cuadrada de x. Entonces —y también lo es, y £ no puede
tener mas raices cuadradas. Definimos

Vri=sup{0<reQ|r <z}

No existe ningtn ntamero racional cuyo cuadrado sea 2.

JaeR\Q: (a?=2Aa=sup{0<reQ|r? <2}).

Llamamos niimeros irracionales a los elementos de R\Q. Se tiene que si z,y € Ry z < y,
entonces 3z e R\Q : z < z < y.

1.2.4. Valor absoluto

T siz>0
|| == .
—x siz <0

Propiedades:

1 jz|=]—-2[>0,2#0 = |z| > 0.
2. |z| = méx{z, —z}.

3. Jzy| = [x[lyl.

L H =

2| <a <= —-a<z<a.
Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y|.
[z = lyll <o —yl.

1> her @kl <oy |kl

® N o o«

Distancia de = a y: d(z,y) = |z — y|. Propiedades:
1. d(z,y) =0 <= x=y.
2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).



1.2.5. Raices n-ésimas
Seaz eR, z>0yseapeN:
LYreQr>0rP<z,HeQ:(r<tAr? <t <ux).
2.Vs€Q,s>0,s? >z, 3weQ: (0<w<sAs?>uwP > x).
3. AaeRa>0:a? =z; a=sup{r e Q| r? < z}.

Asi, la raiz p-ésima de x se define como el tinico ntmero real positivo « tal que o? = z. Lo
escribimos como

a7 = Yz = sup{r | r € Q,r? < z}



Capitulo 2

Sucesiones numeéricas

Resultados importantes:
1. Ecuacién ciclotémica: (x —y)" = (z —y)(@" L + 2" 2y + - + 2y 2 + ¢y L).

2. Desigualdad de Bernoulli: Vo > —1,2 #0,n € N, (1 + )" > 1 + nz.

2.1. Convergencia

Una sucesion en R o C (K) es una aplicacion ¢ : N — K que denotamos como (ay,)nen
0 (an)n, con elementos a, = ¢(n). a, es el término general de la sucesion, y puede venir
dado, por ejemplo, mediante una férmula explicita o por recurrencia (sucesion recurrente),
como es el caso de la sucesion de Fibonacci (a1 = as = 1; ay, = ap—1 + ap—2Vn > 3).

(an)rn tiene limite a € K si Ve > 0,3n. € N:Vn € N(n > n. = |a, —a| < €). Escribimos

a= lim a, =lima,
n—o0 n

y decimos que (a, ), es convergente con limite a. Asi:
1. lim, a = a.
2. lfm,, L =0.
3. limy, |a,| = |lim,, a,|.

4. lim,, \/a,, = v1im,, a,,.

Sean a,b € R con a < b, llamamos intervalo cerrado de extremos a,b al conjunto [a,b] =
{r € R | a <z < b}, intervalo abierto a (a,b) = {x € R | a < z < b} e intervalos
semiabiertos por la derecha e izquierda, respectivamente, a [a,b) = {x € R|a < x < b} y
(a,b] = {x € R| a < z < b}. La longitud del intervalo es b — a. Llamamos bola cerrada
de centro xg y radio r > 0 al conjunto Blxg,r] == {z € K | |x — 29| < r}, y bola abierta a
B(zg,r) ={z € K ||z —zo| <7}

El limite de una sucesién convergente es dnico.

Toda sucesion convergente es acotada, es decir {a,, | n € N} es un conjunto acotado.

Si (an)n ¥ (bn)n son convergentes:



1. lim, a,, + b, = lim,, a,, + lim,, b,,.
2. lim, (a,b,) = lim, a,, - lim,, b,,.

. . / a, _ lim,a
3. Si b, # 0y lim, b, # 0, entonces lim,, = T

4. a, < b,VYn = lim, a, < lim, b,.
5. lim, a,, < lim, b, — dng € N :Vn > ng,a, < b,.

6. Regla del sandwich: a, < ¢, < b, Alim, a,, =1lim, b, = a = lim, ¢, = .

2.2. Sucesiones mondotonas acotadas

(an)n es creciente o monoétona creciente si a, < a,11Yn € N, y es decreciente o
mondtona decreciente si a,, > a,+1Yn € N. Decimos que es monétona si es creciente o
decreciente.

Si (an)n es creciente y acotada superiormente entonces converge a sup{an, }nen, y si es decre-
ciente y acotada inferiormente, converge a inf{a, },cn. Demostracién: Si (a, ), es creciente
y acotada superiormente, existe o := sup{ay }nen. Entonces, fijado € > 0, existe ng € N tal
que a — € < an,, y al ser creciente, @ — ¢ < a,, para cada n > ng. El segundo caso es anélogo.

A continuacion definimos el namero e:

1. a, = (1 + %)n es creciente y acotada.

2. b, = (1 + %)nﬂ es decreciente y acotada.
3. e :=lim, a, = lim, b,.

4818, =1+L+ 54+ 41

nl’

entonces lim,, .S,, = e.

5. e es irracional.

2.3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

El principio de encaje de Cantor dice que si (I,),, es una sucesion de intervalos cerrados
de R tales que I,41 C I, y el limite de la longitud de I,, es 0, entonces Ila € ﬂneN I,.
Demostracion: Sea I, := [an, b,]. Entonces para cualquier k € N, by, es cota superior de (ay)n,
pues para todo n > k, a3 < -+ < a, < b, < bg. Por tanto (ay,), converge. Si a = lim, a,
entonces a < by para todo k, y como aj < a < by, entonces a € [, oy In # (0. Por otra parte, si
suponemos que Ja < 3 : «a, € [,y In, entonces [a, 8] € (), ey In- Pero entonces la longitud
de todos los I,, seria mayor o igual a 8 — a > 0#, de donde se desprende la unicidad.

Dadas las sucesiones ¢ : N — K y 7 : N — N estrictamente creciente, la sucesién ¢o7 : N —
K es una subsucesion de ¢. Si (a,)nen = (¢(n))nen, entonces (an, )ken == (¢ o 7(k))ren- Si
(an)n es convergente, cualquier subsucesion suya converge al mismo limite. Demostracion:
Sea a = lim, (ay),. Entonces, fijado €, I3p € N : ¥n > p, |a,, — a| < e. Entonces, si (ap, )ren €s
una subsucesion de (ay, )n, necesariamente k < ny para cualquier k, por lo que si k > p entonces
|an, —al < ey limgay,, = a.



El teorema de Bolzano-Weierstrass afirma que cualquier sucesion acotada en R posee
una subsucesion convergente. Demostracion: Sea (ay,), acotada y cg,dy € R tales que ¢g <
an < dpVn. Sea entonces Iy = [co,do] ¥y mo = %. Entonces uno de los conjuntos {n € N |
an, € [co,mo]} 0 {n € N | a, € [mg,dp]} es infinito. Llamamos a este I; = [¢1,d;] y tomamos
n1 € N tal que ap, € I;. Entonces dividimos I; por m; = % y obtenemos, del mismo
modo que antes, Iy = [c2,d2]. Como es infinito podemos elegir ny > n; tal que a,, € Is.
Por induccién obtenemos una serie de intervalos (Ij;)r y una subsucesion (a,, )ren tales que
Ipv1 © I con L(Ig) = 2,&.¥,1L(Io) =0, y ap, € I. Por el principio de encaje de Cantor, se
tiene que 3!z € (), I, y por tanto z = limy, ap,.

De aqui obtenemos que si (ay, ), es una sucesion acotada y todas sus subsucesiones convergen
a a, entonces a = lim,, a,,.

2.4. Sucesiones de Cauchy: completitud

Una sucesion (a,), es de Cauchy si Ve > 0,3ng € N : Vn,m € N(n,m > ny =
|am — an| < €).
Teorema de completitud de R: (a,), en R es convergente si y solo si es de Cauchy.

= | Sea a = lim, a,. Entonces Ve > 0,3n9 € N : Vn > ng,|a, — a| < §. Por tanto, si

n,m > ng, entonces |Gy, — ap| = |y —a+a—ay| <lam —al+la—ap| < 5+ 5 =€

<= Primero probamos que una sucesion de Cauchy es acotada: Dado e =1, Ing € N : Vn >
N, |an — any| < € =1, de donde

lan| = |an — Qng +ano| <lan — ano‘ + |ano| <1+ ‘a7lo|

y si lamamos M := max{|a1|,...,|any|s 1 + |an,|} entonces a1 < |a,| < MVn. Ahora,
aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que existe una subsucesion (a, )k
convergente, digamos, a b. Como (a,), es de Cauchy, fijado ¢, existe ny € N tal que si
n,m > ng entonces |a, — a,,| < §. Por otra parte, como limy, a,, = b, existe kg € N tal
que si k > ko entonces |a,, —b| < 5. Ahora, si p > méx{ng,ko} y n > p, entonces

(np>p)
<

e €
lan — b = |an — an, + an, — b < |an — an,| + |an, — b §+§:5

2.5. Funciones elementales

Para a € R, n € N, definimos a™ := a---a (n veces). Esta definicion puede extenderse a Z
definiendo a® := 1y a™ = -1 paran € Z~. Con exponentes racionales, se define a = {/a™,

a—™

. . p m .
y podemos probar facilmente que si % =  entonces a¢ = an, para lo cual necesitamos las

propiedades de la exponencial:
1. a" ™ =a"a’.
2. (ab)" =a"b".

3. (a")® =a"".



4.

5.

r<s = (a>1 = a" <a*)AN(0<a<l = a" >a*).

O0<a<b = (r>0 = a" <V")A(r<0 = a" >"b").

Podemos demostrar estas propiedades de forma sencilla demostrandolas primero para expo-
nentes naturales y luego generalizando en Z y Q. Para exponentes reales, definimos

a® =1lima™
n

donde (7). es una sucesion de racionales que converge a x. Este limite existe y es independiente
de la sucesion (ry,), escogida.
A continuacion vemos las propiedades de la exponencial para exponentes reales:

1.
2.

8.

N vk @

a®*tY = a%a¥.
(ab)* = a®b®.
(a®)¥ = a™V.
r<y = (a>1 = d" <) N(0<a<l = a® >aY¥).
0<a<b = (>0 = a" <V )A(z <0 = da” > ).
lim,, a®» = ql™n @n

a® no estd acotada superiormente paraa > 1:a>1 = VEke R HeR: (z >t =
a® > k).

if{a*},ecg =0paraa < l:a<l = Ve>0,HeR: (z >t = d* <e).

Si0<a#1lyxz>0,3yeR:a¥ =z
Llamamos logaritmo en base a de x (log, ) al tnico y € R tal que a¥ = z. Sia=c¢, lo
llamamos logaritmo neperiano, escrito log z o Inz. Propiedades:

1.
2.

log, a® = z.
alo8. T = g,
loga Ty = IOga T+ loga Y; loga % = loga T — loga Y.

log, z¥ = ylog, .

La>1N0< e <y = log,z <log,y.

0<a<lAO<z<y = log,x > log,y.

lim, z, > 0 AVn,z, >0 = lim, log, =, = log, lim, x,.

lim,, sin x,, = sinlim,, x,, y lim,, cos x,, = coslim,, x,,.



2.6. Limites infinitos

La sucesion (a, ), de ntimeros reales tiene limite «mas infinito» (lim,, a, = +o0) si VM >
0,3ng € N : Vn > ng,a, > M, y tiene limite «menos infinitoy» (lim, a, = —o0) si VM <
0,3ng € N:Vn > ng,a, < M. Podemos generalizar el dlgebra de limites con:

+ (—00) = —00 a— (+00) = —c0 a— (—00) = +oo
1= =0 a>0 = a(+0) =400 a>0 = a(—o0) = -0
a<0 = a(+x)=-0 a<0 = a(-0)=400  (+00)+ (+x) = +0
(—00) + (—00) = —o0 (+00)(+00) = 400 (—00)(—00) = 400
(+00)(—00) = —00 (+00)7%° = +o00 (+00)7> =0
Ademas, si lim,, a,, = 0, a,, > 0¥n y lim,, b, = +00, entonces lim,, a’ = 0. Sin embargo, nada

puede decirse en general de:

(+00) + (—00) (#oc0)-0 = C
g 1£e° (£00)? 0

Llamamos a estas situaciones indeterminaciones.

2.7. Algunas sucesiones notables. Jerarquia de sucesiones
divergentes

Ty Tn
1. Si lim,, x,, = +o00 entonces lim,, (1 + a%) =ey lim, (1 — ml ) =e L

2. Si existe lim,, Z’;A =w € R con |w| < 1, entonces lim,, z, = 0.
"

< a < 1. En

Zn+1
Zn

Se tendria que existe 0 < a < 1y ng € N tal que si n > ny,

particular, |z, 11| < [2n0 |05 |Znes2| < |2not1la < |2nyla?, y en general, |z, 41| < |2n,|a”.
Pero lim,, a,, = 0, luego lim,, |z,| = 0 y por tanto lim, z, = 0.

sik=r

Lk
br
k
: agn”+---+ag _ iy
3. lmy, P =4 0 sik<r

ak

+oo si k> r, dependiendo del signo de 3.

Si lim,, a,, = o0 y lim,, b,, = oo, entonces (a,), es un infinito de orden superior a (b,), y
escribimos b, < a,, si lim,, 3= B = 00. Si existen ay  con 0 < o < 3= < 3 para n > ng, se dice
que ambas tienen el mismo orden de infinitud. Y si ademés hmn 7= =1 se dice que son
equivalentes. Asi, sib>0,c> 1y d > 0, entonces

logn < n® < " < n

Si ademas d > 1, entonces ¢ < n! < n".



2.8. Equivalencias

Si lim,, ,, = 0 con 0 < |z,| < 1, entonces:
1. log(1 4+ x,) ~ xp.
2. €' — 1 ~ux,.
Si lim, z,, =1 con z,, # 1 y lim,, y,, = +00, entonces
h;rln ¥ = elmn yn (20 —1)
Si lim, z, =0y x, # 0, entonces sin x,, ~ &,
Criterios de Stolz: Si (a,), v (bn)n son sucesiones de reales tales que (by,), es estric-

tamente creciente o decreciente y bien lim, a,, = lim, b, = 0, bien lim, b, = oo, si existe

‘ An41—0n __ in) 1 an _—
lim,, by L € R, entonces lim,, = L.

Como consecuencia:
1. Si (an)n converge, entonces

a1.+ e +.a

s n ’
lim =lima,
n

n n
2. Si (ap), converge y a, > 0, entonces
lim /aq---a, = lima,
n n

dn_ entonces
An—1

3. Si a, > 0y existe lim,

Qn

lim /a,, = lim
n

n Ap-—1

2.9. Series numéricas

Dada una sucesion (a,), de nimeros reales, podemos formar una sucesion (S,), dada
por S, = > i<, @i, que llamamos serie asociada de (an),. Sus términos se denominan
sumas parciales de la serie (S, es la suma parcial n-ésima), y los de (a;,)n, términos de la
serie (el término genérico a, se denomina término general). A (S,), la denotamos como
a +---+ap,+... 0> a, Silim,S, =S5 € R, la serie es convergente y escribimos
>0 L an = S. De lo contrario es divergente.

La condicién de Cauchy nos dice que ), a, es convergente siy solo si Ve > 0,3ng € N :
Vp,qEN,(no <p<q = |a;v+1+"'+aq| <6)'

De aqui, tomando ¢ = p+ 1, se tiene que si S,, converge, entonces lim,, a,, = 0. También se
tiene que la convergencia de una serie no se altera modificando un ntmero finito de términos
de esta.

Linealidad de la suma: Si > a, = Ay > .2, b, = B, entonces para A\, € R, se
tiene que Y oo (Aa, + pby) = AA + uB.

Dada una serie | a, de términos a,, > 0, esta es convergente si y s6lo si la sucesion de
sumas parciales es acotada, pues esta es monodtona creciente.

Criterios de comparacion:



1. Dadas ), an y >, bn con an,b, > 0, si existe M > 0 tal que a,, < Mb,Vn, entonces
la convergencia de ». -, b, implica la de Y | a,, pues significa que esta tltima es
acotada.

2. Dadas ) an y >, by con ay,b, >0y existe [ := lim,, 7> € RU {+o00}:

a) Si0 <[ < oo, ambas series tienen el mismo caracter.

an

Para ¢ = é > 0, existe ng € N tal que si n > ny, - l’ < %, lo que equivale a

que % < Z—" < %l v ébn <a, < %lbn. Si Zn an es convergente, tenemos que Zn b,
también, y si ) b, es convergente, también lo es > a,,.

b) Sil =0 entonces la convergencia de ) b, implica la de ) ap.
Para e = 1, existe ng € N tal que para n > ng, 3= < 1, luego a,, < b,.

¢) Sil= 400 entonces la convergencia de >, a, implica la de ), by.
Para k =1 > 0, existe ng € N tal que para n > ny, Z—: > 1, luego a,, > b,.
Criterio de la raiz: Dada ), a, con a, >0y a:=lim, {/a, € R:

= Sia <1, la serie converge.
Sea r € R con a < r < 1. Existe ng € N tal que para n > ng, {/a, <r, es decir, a, < r".
Como r < 1, la serie geométrica ) r™ es convergente, y el criterio de comparacion nos
da la convergencia de ) a.

= Sia > 1, la serie diverge.
Existe ng € N tal que para n > ng, a, > 1, luego lim,, a,, # 0.

= Si a =1 no se puede afirmar nada.

Criterio del cociente: Sea ), a, con a, >0y a = lim, a;‘:l € R. Entonces a = lim,, ¥/a,,.
Por tanto:

= Sia <1, la serie converge.
= Sia > 1, la serie diverge.

Criterio de condensacién: Dada una sucesion (a,), mondtona decreciente con a, > 0.
Entonces

o0 o]
Zan ER «— ZQ”azn eR
n=1 n=1

Una serie ) a, con a, € R es absolutamente convergente si ) |a,| es convergente.
Toda serie absolutamente convergente es convergente.
Una serie es incondicionalmente convergente si todas sus reordenadas son convergentes

y tienen la misma suma. Teorema: Esta condiciéon equivale a ser absolutamente convergente.

. P . oo n . 1 . .
La serie geométrica ) 7" es convergente si |[r| < 1 con suma = y divergente si
o0

et ,%k es convergente si k > 1 y divergente si k < 1.

|r| > 1. La serie arménica >



Capitulo 3

Continuidad de funciones

3.1. Limite de una funcién en un punto

Una funcion es una terna (D, F, f), escrita como f : D — F', donde f asigna a cada z € D
un tnico valor f(z) € F. Llamamos recta real ampliada al conjunto R := RU{+o0, —00}. V
esun entornode x € K si 3r > 0: B(x,r) CV,y x es un punto de acumulaciéon de A C K
siVr > 0,32" # x : 2’ € B(x,r) N A. Se tiene entonces que x es un punto de acumulacion de
A # () siy solo si existe (z,,), C A con z,, # 2¥n y x = lim,, z,,.

Dados f: D C K — K y ¢ un punto de acumulaciéon de D, L es el limite de f en c,

lim f(z) = L

siVe > 0,30 >0:Vz e D,(0< |z —¢|] <6 = |f(x) — L| < ¢). Dicho de otro modo, si
VB(L,¢),3B(c,8) : f((B(c,0)ND)\{c}) C B(L,¢). Se tiene entonces que L = lim,_,. f(z) <
V(zn)n € D, (lim, z, = ¢cAVn € Nyx,, # ¢ = L = lim, f(x,)). Si existe el limite de una
funcién en un punto, este es tnico.

Condicién de Cauchy: Dados f : D C K — K y ¢ un punto de acumulacion de D,
entonces 3lim, . f(z) € K < Ve > 0,30 > 0:Vz,y € B(c,8)\{c}, |f(z) — f(y)| <e.

Dados f,g: D C R — Ry ¢ un punto de acumulaciéon de D tales que Ly = lim,_,. f(x) € K
y Ly = lim,_,. g(x) € K, entonces:

1. lim,_,. f(.’l?) + g(l‘) = L1+ Lo.
2. lim, . f(z)g(z) = L1Lo.

f@) _ Ly
g(z) Ly-

4. f(z) < g(z) = L1 < Lo.

3. Ly #0 = lfm,_,.

5. Regla del sandwich: Dada h: D — R con f(z) < h(x) < g(x) y L1 = L2 = L entonces
L = i, h(z).

Equivalencias importantes:

et —1 . log(1+ ) . sinzx . 1—cosx
lim = lim ——= = lim = lim 5 =
z—0 T z—0 T z—0 X z—0 %




Limites laterales: Dados f : D C R — R y ¢ un punto de acumulacién de D, llamamos
limite por la derecha de fenca f(cT) = lim,_, .+ f(z) == lim,_,. g(z) con g : DN (¢, +00) —
Ry g(z) = f(z), y limite por la izquierda de f enca f(c™) = lim,_,.- f(z) = lim, . g(x)
con g : DN (—oo,c) = R. Asi,

w lim, o+ f(x)=LsiVe>0,30>0:VzeD,(c<z<c+d = |f(z)—L| <e).
w lim, . f(z)=LsiVe>0,30>0:VzeD,(c<z<c+d = |f(zx)—L|<e).

Por tanto, el limite de una funciéon en un punto existe si y solo si existen los dos limites laterales
y coinciden, en cuyo caso coinciden también con el limite de la funcion en dicho punto.

Limites infinitos y en el infinito: Sea f : (a,+00) — R, entonces lim,_, f(z) =1 €R
siVe > 0,3IM > 0:Vz € (a,400),(z > M = |f(z) 1| <e¢), y Uimy_oo f(z) = 400 si
VK >0,3M > 0:Vz € (a,+00),(x > M = f(z) > K). De igual modo, si f: D - Ry ces
un punto de acumulacién de D, entonces lim, . f(z) = +oo si VK > 0,30 > 0:Vx € D, (0 <
|zt —c <d = f(z) > K).

3.2. Funciones continuas

f:DCK — K escontinuaen csiVe > 0,30 >0: Ve € D,(Jcx —¢] < 6§ =
|f(z) — f(c)] <e). Asi, f es continua en ¢ si y sblo si para cada (z,,), C D con ¢ = lim,, x,, se
tiene que f(c¢) = lim, f(x,). En particular,

f(h’rrln Tp) = 11’7rln fxyn)

Dadas f,g: D C K — K continuas en ¢ € D, entonces f 4+ ¢ y fg también son continuas
en ¢, y si g(¢) # 0, también es continua 5. Por otro lado, si f : D C R — R es continua en
c € Dy f(e) # 0 entonces existe un 6 > 0 tal que para z € B(c,d6) N D, f(z) # 0y tiene el
mismo signo que f(c).

Dadas f; : D1 € K — Dy C K continua en ¢ € Dy y fo : Do — K continua en fi(c),
entonces fy o fi1 : D1 — K es continua en c.

f: D C K — K es continua en D si es continua en cada punto de D. Asi, las funciones
polinémicas, la exponencial, el seno y el coseno son funciones continuas en R, mientras que el
logaritmo es continuo en (0, +00).

3.3. Funciones reales continuas en un intervalo

El teorema de Weierstrass afirma que si f : [a,b] — R es continua, entonces:

1. f es acotada.
Si no lo fuera, para cada n € N existiria z,, € [a,b] tal que |f(z,)| > n. Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesion (zp,)r de (r,), convergente a un ¢ €
[a, b]. Pero entonces, como f es continua en ¢, lim,, f(zy,,)r = f(c), luego la sucesion es
acotada.#

2. Existen ¢,d € [a,b] con f(c) < f(z) < f(d), es decir, f tiene maximo y minimo.
Si a == sup{f(z) | = € [a,b]}, existe (), C [a,b] con a = lim,, f(x,), por lo que existe



una subsucesion (z,, ), de (x,), convergente a un d € [a,b]. Pero por la continuidad de
f, f(d) = limy, f(zn,) = «, luego f alcanza su maximo absoluto en d. La demostracion
de que alcanza su minimo absoluto es analoga.

El teorema de Bolzano afirma que si f : [a,b] — R es continua con f(a)f(b) < 0, entonces
Jdc € (a,b) : f(c) = 0. Demostracion: Supongamos f(a) <0y f(b) >0yseanag :=a, by =b
ym = "T‘H’. Si f(m) = 0, hemos terminado. Si f(m) > 0, llamamos a; == ag y by = m, y si
f(m) < 0 entonces a; = m y by = byg. Procediendo recursivamente, o bien se encuentra un
cero de f, o se obtiene una sucesion [a,,b,]| de intervalos en las condiciones del principio de
encaje de Cantor, por lo que 3¢ € (), [an,by] y ¢ = lim, a,, = lim,, b,,. La continuidad de f
junto con que f(a,) <0y f(b,) > 0 implica que 0 < lim,, f(b,) = f(c) = lim,, f(a,) <0, por
lo que f(c) =0.

El método de bisecciéon para resolucion de ecuaciones es un algoritmo para aproximar
raices de una funcion continua, y consiste en localizar un intervalo [a,b] con f(a)f(b) < 0y
proceder segiin la demostracién del teorema de Bolzano.

La propiedad de Darboux o de los valores intermedios afirma que si f : [a,b] > Ry
f(a) < z < f(b), entonces Jec € [a,b] : f(c) = .

Si I es un intervalo de Ry f: I — R es continua, entonces f(I) es un intervalo, y si I es
ademaés cerrado y acotado, también lo es f(I).

Decimos que f : I — R es monoétona creciente si Va; < z9 € I, f(x1) < f(z2), mo-
noétona decreciente si Vo < a9 € I, f(z1) > f(z2), mondtona si es monodtona creciente o
decreciente; estrictamente creciente si Vo1 < x2 € I, f(21) < f(x2), estrictamente de-
creciente si Va1 < 23 € I, f(z1) > f(x2), y estrictamente mondtona si es estrictamente
creciente o decreciente. Ademés, f~!':Y — X eslainversade f: X =Y si flof=1Idxy
f [} f_l = Idy.

Teorema de la funcién inversa: Dada f : I — R continua, entonces:
1. f es inyectiva si y s6lo si es estrictamente mondtona.
2. Si f es estrictamente monétona, también lo es f~! que, ademés, es continua.

Si f: 1 — J es biyectiva, entonces f es continua si y sélo si es estrictamente mondtona.

3.4. Continuidad uniforme

f:D C K — K es uniformemente continua en D si Ve > 0,36 > 0: Vz,y € D, (|z —
y| <d = |f(z) — f(y)| < ¢). El teorema de Heine afirma que toda f : Bla,r] - K
continua es uniformemente continua. Demostracién: Si no lo fuera, existiria € > 0 tal que
V6> 0,3x,y € D: (lx—y| <OA|f(z)— f(y)| > ¢), por lo que existirian (zy,)n, (x},)n C Bla,7]
tales que |z, — 2| < 2 y [f(zn) — f(2},)| > €. Pero entonces existirian subsucesiones (z,, )
y (27, )x de estas que convergen al mismo z € Bla,7]. Por la continuidad de f, limg f(x,,) =
f(z) = limy, f(x},, ), pero por otra parte |f(z,,) — f(2,, )| > € > 0. Tomando limites, se tiene
que 0 > & > 0#.
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