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Capitulo 1

Calculo diferencial

Una funcién f : I — R, siendo I un intervalo abierto, es derivable en ¢ € [ si existe

Fe) it T = FC)

h—0 h

y se dice derivable en I si es derivable en cada punto de I. Al valor f’(c) lo llamamos derivada
de f en ¢, y llamamos cociente incremental a la expresion w Otra definicion de

derivada es
) 1 L= 1)

T—cC xr—cC

Si f es derivable en I, llamamos derivada de la funcién f a la funcion f' : I — R que a
cada = € I le hace corresponder f’(x). Podemos definir la derivada por la izquierda de f

en ¢ como f'(¢7) = f_(c) == limy,_,o- M , v la derivada por la derecha de f en ¢

como f'(ct) = f} () =m0+ w

Si f es derivable en ¢, llamamos recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (¢, f(c))
a la funcion dada por g(z) = f(c) + f'(¢)(x — ¢). Podemos formular que f’(¢) = m diciendo
que

fle+h) = f(c)+mh+ ho(h)

donde ¢ : (—6,0)\{0} — R es una funcién tal que limj_,o ¢(h) = 0. Equivalentemente, podemos
hacer uso de la «o» pequena de Landau, que representa una funciéon cualquiera definida en
un entorno reducido o perforado del origen, (—4,6)\{0}, y cumple que limj,_,o # = 0. Asi,

fle+h) = f(c)+mh+o(h)

f I — R es diferenciable en ¢ € I si existe una aplicacion lineal L : R — R llamada
diferencial de f en ¢, denotada df(c), tal que

i F(eHB) = F©) = L(h)

h—0 h

=0

Se tiene que f es diferenciable en ¢ € I si y so6lo si es derivable en ¢, y entonces df (¢)(z) =

f'(e)z.



— ] Sea a(h) = LEHNZHOZLE) _ Set=fe) _ [ (h) - [eth=f(c)
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— L(1), entonces

<= Si f es derivable en ¢,

fleth)—fl) oo fleth)—fleo) = f'(oh
%%T—f(c)—hm

por lo que f es derivable en ¢y f'(c) = L(1).

Si f: I CR — R es derivable en ¢ € I entonces f es continua en c. Demostracion:
Se tiene que f(c+ h) — f(e) = (f'(c) + ¢(h))h, luego dado & > 0, existe 6’ > 0 tal que
todo |h| < 0" cumple que |p(h)] < 1, y tomando § := min{d’, W}, si |h] < & entonces

|f(e+h) = F(O = [f(c) + d(M)[|A] < (IF'(c) + o(h))|A] <.

1.1. CAlculo de derivadas

Sean f,g: I — R, siendo I un intervalo abierto, derivables en ¢ € I:
L (f+9)'(c)=f'(c) + (o).

(frgleth) = (f+9)(e) . fleth) = [l +glcth)—gle) /
i o @

2. (f9)'(¢c) = f'(e)g(c) + f(e)g ().

(f0716) = i L Dol 1) = (0ol
o He Wgle+ ) = fe)gle ) + Fgle+ h) - f(g(e)

h—0 h

= tim g(e+ W ZTO iy 5 W29 _ 0310y 41010

g(x) ¢ov:ceI:>() = L1990 f@g'(c),
+

fleth)  f(e)
lim g(c+h) g(c)

h—0 h h—0 hg(c)g(c+ h)
i Het Wg(e) = J(9)g(e) + f(D)g(e) — f()gle+ 1) _
h=0 hg(c)g(c+ h)

o FEER I@) 0@ e+ h) _ gl S )
=B hggterny T :

4. (af)(c) = af'(c)Va € R.
Sea ¢g(z) = a para todo z € I,
iy 9leth)—gle) . a—a
gO=ln " =i =0



luego

(f)'(c) = (f9)(c) = f'(e)g(c) + f(e)g'(c) = ['(c)g(c) = af'(c)

5. Regla de la cadena: Sean I, J intervalos abiertos de Ry f: I - Ry g:J — R con
Imf C J, si f es derivableen c € I y g lo es en f(c), entonces g o f es derivable en ¢ y

(gof)(c) =g (f(e)f' ()

Para demostrarlo usamos que f(c+h) = f(c) +hf'(c) +ho(h) y g(f(c)+k) = g(f(c)) +
kg'(f(c)) + kip(k). As,

g(fc+h) = g(
= g
(

)+
f(@)+ (hf (C) hé(h))g'(f(e) + (hf'(c) + h(h)) ¥ (hf'(c) + he(h))
= 9(f(©)) + hf'()g' (f(c)) +
+h(d(h)g'(f(c) + (f(c) + &(h)p(hf'(c) + he(h)))

Si llamamos (k) al Gltimo sumando, vemos que (go f)(c+h) = (gof)(c)+hf' (c)g' (f(c))+
hvy(h) con limp_,oy(h) = 0, lo que prueba el teorema.

6. Si f: I — J es una biyeccién derivable entre los intervalos I y J con f~! continua y
f'(z) # OVx € I, entonces f~1 es derivable y

—1\/ ]'
(f 1) (y) = f/(f—l(y))
Sean y = f(x),y0 = f(z0),
Ny - ) 1 1 L
ST e ey e T )

Veamos algunas derivadas importantes.
1. Sea f : I — R dada por f(x) = sinx, entonces f'(x) = cosz. Si es g(x) = cos x, entonces
g'(z) = —sinwx.
Se tiene que

sinz = sin (< + 25°) = cos £ sin £3¢ £EE cos L3¢
sin ¢ = sin (9”'5C - I;C) = —Cos ”3'2” z—2|-c cos “5<
Por tanto,
. . z+c 1., xT—C
sinx —sinec . Cos F3Esin 5 , z+c
lim ——— = lim ——=——=— = lim cos -1 =-cosc
r—cC xr —C xT—C —c xr—cC

2
La derivada del coseno se obtiene de forma analoga.

2. Si f(z) = tanz entonces f'(z) =1+ tan’z = 5.
Como f(z) = 812 partiendo de la derivada del seno y del coseno,

cosx’

, cosz -cosx —sing - (—sinz)  cos?z + sin’ 9 1
fi(z) = 5 = 3 =1l+tan“z = ——
cos? x cos? x cos? x




3. Sea f: I — R dada por f(x) = e*, entonces f'(z) = e*.

erth _ or eh —1
lim ———— = lim €*
h—0 h h—0 h

:ew

4. Sea f: I C (0,+00) — R dada por f(z) = logz, entonces f'(z) = .
El logaritmo es la inversa de g(x) = e*, con ¢'(x) = €%, luego

1 1
/ — — —
I (l’) T elogz T g
5. Sea f: 1 C (-1,1) = (=%, %) dada por f(x) = arcsinz, entonces f'(z) = 11_I2. Sea

—1
1—x22"

g:IC(-1,1) = (0,7) dada por g(z) = arccosz, ¢'(x) =

Al ser f la inversa del seno y sin’(x) = cosz,

Fla) = 1 1 _ 1

 cos(arcsinz) \/1 _ sin?(arcsin z) N

La derivada del arcocoseno se hace de forma analoga.

6. Sea f:I — (—%,%) dada por f(x) = arctanz, entonces f'(z) = Tlﬁ

)
Esta funcion es la inversa de la tangente, y como tan’(x) = 1 + tan? z, entonces

1 1
1+ tan®(arctanz) 14 22

f'(=)

7. Dado a € R, la derivada de f(x) = 2% es f'(r) = ax® L. Para demostrarlo usamos
derivaciéon logaritmica: Tomamos logaritmos en la definicion de f y derivamos la
expresion resultante.

log(f(+)) = log(a*) = alogz = log(f(2)) = ) =& — f'(2) = f(a)

1.2. Derivabilidad en un intervalo

Una funcion f : I — R definida en un intervalo I es creciente, estrictamente creciente,
decreciente o estrictamente decreciente en [ si para cualesquiera xz,y € I con z < y se
tiene, respectivamente, que f(x) < f(y), f(z) < f(y), f(z) > f(y) o f(z) > f(y). Es creciente,
estrictamente creciente, decreciente o estrictamente decreciente en un punto ¢ € [ si existe un
entorno perforado V' de c tal que parax € INV, sim = W
m >0, m <0 om<0. Se tiene que f es creciente o decreciente en I si y solo si lo es en cada
punto de I.

es, respectivamente, m > 0,

= | Trivial.

<= Sea f creciente en cada x € I, es menester demostrar que, dados = < y, se tiene que
f(z) < f(y). Sea A :={z € (z,y] | f(z) < f(2)}, como A # ) porque f es creciente en z



vy A es acotado superiormente, podemos definir « := sup A, y basta probar que a =y y
f(z) < f(a). Como f es creciente en «, existe § > 0 con f(z) < f(a) si z € (o — 0, ).
Pero por definicién de « para alguno de esos valores es f(z) < f(z), luego f(z) < f(a).
Si fuera o < y existirfa z € (a,y] con f(a) < f(z) por el crecimiento de f en «, pero
entonces se tendria que f(z) < f(«a) < f(z), contradiciendo la definicion de «.

f tiene un méaximo relativo o local en ¢ € I si existe un entorno V de ¢ tal que f(z) <
f(e)Vx € INV, tiene un minimo relativo o local en ¢ € I si existe un entorno V de ¢ tal
que f(z) > f(c)Vx € INV, y tiene un extremo relativo o local en c¢ si tiene un maximo o
minimo relativo en c. Propiedades:

1. Si f’(¢) > 0 entonces f es estrictamente creciente en c.

f/(c) — lim f('r) — f(C)

Tr—c Xr — C

>0

por lo que existe un entorno reducido V de c tal que Vx € I NV, % > 0.
2. Si f'(c) < 0 entonces f es estrictamente decreciente en c.

3. Si ¢ es un punto interior del intervalo I (no es un extremo) y f es derivable y tiene un
extremo relativo en ¢, entonces f’(c¢) = 0.
Supongamos que el extremo es un maximo. Existe un entorno V de ¢ tal que Vz €
INV, f(z) < f(c), luego parax € INV,

r<e = 1O >0 —  f(em) =1m,,, 8O >
e>c = WO g —  fet) =lim, . L2E <9

Pero como f es derivable en ¢, 0 < f'(¢7) = f'(c) = f'(¢T) <0, luego f'(c) = 0.

Sea f : (a,b) — R derivable, ¢ € (a,b) es un punto critico o estacionario de f si f'(c) = 0.

1.2.1. Teoremas del valor medio

Teorema de Rolle: Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y derivable en (a,b) con f(a) = f(b)
entonces existe ¢ € (a,b) con f'(c) = 0. Demostracién: Si f es constante, tomamos ¢ := £,
Si no, supongamos por ejemplo que existe xg € [a,b] con f(xzg) > f(a) = f(b). Por el teorema
de Weierstrass, f alcanza su méaximo absoluto en [a,b], y por lo anterior debe alcanzarse en
un punto interior ¢ € (a,b). Pero por ser maximo absoluto es también maximo relativo y por
tanto f'(c) = 0.

Teorema del valor medio de Cauchy: Sean f,g : [a,b] — R continuas en [a,b] y
derivables en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) con (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a))f'(c)
(si g(b) # g(a) y ¢'(c) # 0 podemos expresar esto como % = g:gg) Demostracion:
Aplicamos el teorema de Rolle a h(z) = f(z)(g(b)—g(a))—g(x)(f(b)— f(a)), pues h(a) = k(D).

Teorema del valor medio de Lagrange: Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y derivable
en (a,b), existe 8 € (a,b) tal que f'(0)(b —a) = f(b) — f(a). Demostracién: Es un caso
particular del teorema del valor medio de Cauchy tomando g(z) := x. El teorema de Rolle es
un caso particular de este, por lo que estos tres teoremas son equivalentes.




Teorema de los incrementos finitos: Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y derivable en
(a,b),si|f(x)] < MVx € (a,b) entonces | f(x)— f(y)| < M|z—y]| para cualesquiera z,y € [a, b].
A efectos précticos, esto significa que si f’ es acotada entonces f es uniformemente continua.
Demostracion: Basta aplicar el teorema del valor medio de Lagrange a f|;.,

Para f y g continuas en [a,b] y derivable en (a,b) se cumplen las siguientes propiedades:

1. Vz € (a,b), f'(z) =0 = Jk eR:Vx € (a,b), f(z) = k.
Aplicando el teorema de Lagrange en [a, z], existe ¢ € (a,x) con W = f'(¢) = 0,
luego f(z) = f(a).

2. Vz € (a,b), f'(z) = ¢'(z) = Tk eR:Vz € (a,b), f(x) =g(z) + k.
Sea h(z) == f(x) — g(x), entonces h'(z) = f'(x) — ¢’(x) = 0 para z € [a, D], luego h(z) es
constante.

3. Si para todo x € (a,b) se tiene que f'(z) > 0, f'(z) > 0, f'(x) < 0o f'(z) < 0 enton-
ces f es, respectivamente, creciente, estrictamente creciente, decreciente o estrictamente
decreciente.

Sea f : (a,b) — R derivable y ¢ € (a,b) con f'(¢) = 0. S136 > 0: (Vo € (¢ —d,¢) C
(a,b), f'(x) <OAVz € (¢,c+0) C (a,b), f'(z) > O) entonces f posee un minimo relativo en c.
Analogamente, si 30 > 0: (Vz € (0—5 ¢) C (a,b), f'(x) > 0AVz € (¢,c+6) C (a,b), f'(x) <0)
entonces f posee un maximo relativo en c. Demostracion: Para el primer caso, siy € (¢—4§, ¢),
existe n € (y,c) tal que f(c) — f(y) = f'(n)(c—y) <0y entonces f(c) < f(y), mientras que si
y € (c,c+9), existe § € (c,y) tal que f(y) — f(c) = f'(B)(y — ) = 0y entonces f(c) < f(y);
luego si y € (¢ — d,c+ 0) entonces f(y) > f(c), por lo que f tiene un minimo relativo en c. El
segundo caso se prueba de forma analoga.

Con esto podemos probar la desigualdad de Bernouilli de forma mas general: dados
x>0y a>1 (14+2)* > 1+ ax. Demostracion: Sea f : (0,400) — R definida por
flx) = (14 2)* — 1 — ax para un cierto @ > 1, como f(0) = 0, basta probar que f es
estrictamente creciente si a > 1, pero f/(z) = a((1+x)*~* — 1) > 0, probando la desigualdad.

1.2.2. Teorema de la funcién inversa

La propiedad de los valores intermedios afirma que, sea f : (a,b) — R derivable y
z,y € (a,b) con z <yy f'(x) <n < f(y), entonces Iz € (z,y) : f'(z) = n. Demostracién:
Sea g : [x,y] = R con g(t) = f(t) — nt continua y derivable, que por el teorema de Weierstrass
(que usamos en lugar del de Bolzano porque ¢’ no tiene por qué ser continua), tiene un minimo
absoluto en un z € [z,y]. Pero como ¢'(x) < 0y ¢'(y) > 0, z no puede ser x ni y, luego
z € (z,y) y por tanto ¢’(z) = 0, o dicho de otra forma, f'(z) = 7.

De aqui deducimos el teorema de la funcién inversa: Sea f : I — R continua en el
intervalo I y derivable en su interior con derivada no nula, entonces f es una biyeccion de I
sobre un intervalo J y f~! : J — R es continua y derivable en el interior de J con

Demostracion: Por la propiedad anterior, bien f’(x) > 0 para todo x o f'(x) < 0 para todo
x, por lo que f es estrictamente monoétona, de modo que es biyectiva de I sobre un intervalo



J siendo f~! estrictamente monétona y continua. Sean entonces y,yo € J,x = f~1(y),z0 =

o)

i W00 g L, L
Yy—Yo Y—7Y0 Yy=Yo % x—To %ﬁémﬁ) f/(f_l(yo))

1.2.3. Regla de L’Hospital

Sean f y g derivables en I = (a,b) con —0co < a < b < +00, si g y ¢’ no tienen ceros en
I y se cumple que o bien lim,_,;- f(z) = lim,_;- g(x) = 0 o lim,_,;- g(x) = +oo, entonces,
si existe L := lim,,_,;- % € R, es también L = lim,_,;- ggi; Por supuesto, esto también se
cumple para limites por la derecha y por tanto también para limites ordinarios.

1.3. Desarrollos de Taylor

Si f es derivable en el intervalo abierto Q y f’ también lo es, se dice que f es dos veces
derivable en Q y la derivada de f’ se denota por f2) := f”.y por induccion, si f es n— 1 veces
derivable y f("=1) es derivable, se dice que f es n veces derivable y llamamos f(™ = (f(»=1)
f es de clase C™ en Q si existe f() y es continua, y es de clase C* en 2 si es de clase C* para todo
n. Por ejemplo, los polinomios son funciones de clase C* en R, de modo que conociendo el valor
de P y sus derivadas en un cierto punto es posible reconstruir el polinomio. Demostracion:
Dividiendo P(z) = a,z™ + -+ -+ ag por (z — xo)", se tiene que P(x) = b, (x — 20)" + Qpn_1(2),
donde @,,—1(z) es de grado n — 1. Por induccién se obtiene P(x) = b, (x —xo)™ + - - - + by, pero
entonces by = P(xzg), y derivando sucesivamente:

P(.Z'):bn<$—x0)n—|——|—b0 P(.’Eo):bo
P'(x) = nbp(z —20)" '+ -+ by P'(x0) = by by = Llro)
P"(x) =n(n—1)(x —x0)" 2+ - + 2by P"(xq) = 2by by = P,,?(IIO)
P"(x) =n(n —1)(n —2)(x — x0)" "> + - 4 6b3 P" () = 6b3 bz = Pgi({ro)

P (z) = nlb, P (z) = nlb, by = P00

n!

"z (n) T
Con lo que P(z) = P(xo) + £ g!‘))(x —xzg) -+ PTEO)(Z‘ — )"

Llamamos polinomio de Taylor de f de grado n en g a la siguiente expresion:
/' (xo) F (o)

Pn(f,x,xo):f(xo)—i— 1 (m_x0)++T(fE—$o)n

El resto del polinomio es la diferencia entre la funcion y su polinomio de Taylor: R, (x; xz¢) =
f(z)—Po(f, z; o). Una funcion g : (z¢g—9d,20+0)\{0} — R definida en un entorno reducido de
To es una «o» pequena de |z — zo|", escrito g(z) = o(|z — z¢|") o informalmente o(z — z¢)",
si limy g, 9@ — 0. Asf, si g(z) = o(|z — 20|™) entonces g(z) = of|x — 20|F) para 1 < k < n.

|z—z0|™
lg(=)| lg(@)] n—k _ _
e F Rz |7~ @o["7" =0-0=0.

Demostracion: lim,_, limg_yz,



1.3.1. Resto de Landau y desarrollos limitados

Sif:(a,b) = R esn—1veces derivable en (a,b) y existe la derivada n-ésima en xg € (a, b)
entonces f(z) = P,(f,z;x0) + o(|x — z0|"). Demostracion: Aplicando la regla de L’Hospital
n — 1 veces y la definicion de derivada n-ésima de f en zg,

i J@=Pa@) e 0@ = P @)
a—wzo  (z—x0)" z—zo n(n —1)---2(x — x9)

pero, al derivar n — 1 veces P, (x), desaparecen todos los términos salvo los de grado n y n— 1,
n— (n—1) (n) n— n
por lo que P" "V (z) = (n— 1)< (nfl()ng) +n!f n(!x”) (x —x0) = f™D(20) + f™ (20)( — 70).

Por tanto
@ Pae) SO0 @) - f D) 1 o) — o)
=z (T — x0)" T—T0 nl(x — xg)
I A el ) e i G2 T
- (3520 (x — o) —f (x°)>
=0

A una expresion como la de arriba la llamamos desarrollo limitado de f de grado n
en xp, y cuando existe es tnica. Demostraciéon: Supongamos que una expresiéon admite dos
desarrollos limitados de orden n en xq: f(z) = ag+ai(x—x9)+- - -+ an(x—x0)" +o(|lx —20|™) =
bo + b1 (x — xo) + - -+ + bu(x — 20)" + o(|z — 20["). Igualando, (by — ao) + (b1 — a1)(z — z0) +

-+ (b — an)(z — 20)™ = o(]x — x¢|™). Tomando limites cuando z tiende a xg, ag = bo.
Eliminando este sumando, dividiendo por (z — ) y tomando limites de nuevo, queda a1 = by,
y asi sucesivamente.

Para calcular desarrollos limitados, muy ttiles en el calculo de limites de cocientes sustitu-
yendo a la regla de L’Hospital, sean f y g funciones de clase C" definidas en entornos de zq e
Yo, respectivamente, y derivables n veces en dichos puntos:

1.
2.

Si o = yo, (f + 9)(x) = Pu(f,7;20) + Pu(g, 73 70) + o(|z — 20[").

Si zg = yo, (fg)(x) = Pu(f,x;20)Pnl(g, x;20) + o(Jz — 20|™). Aqui hay que agrupar los
términos convenientemente teniendo en cuenta que los términos de grado mayor a n son
oflx = xo[").

Si 9 = yo, (5) (z) = % + o(|x — wo|™). Aqui hay que considerar la fraccion
continua de polinomios, que es igual que la divisién normal de polinomios pero tomando
los términos de menor grado del divisor y el dividendo en vez de los de mayor grado, y
terminando cuando el grado del término resultante del cociente sea mayor que n, pues a
partir de ahi el resto de términos son o(|z — zo|™).

Si f(z) = Pu(f,x;20) + o(|z — x0]™), el desarrollo limitado de orden n — 1 de f’ es
f/(JJ) = (Pn<f,l';.%‘0))l + 0(|l‘ _ .Z‘0|n_1)_

Si f(zo) = yo y la funcién g o f esta definida en un entorno de xy en el que admite un
desarrollo limitado en z¢, este se obtiene sustituyendo el desarrollo de f en el de g y
agrupando los términos convenientemente tanto en la parte polinémica de grado menor
o igual a n como en la del resto de Landau.



Si f: (a,b) — R es n veces derivable en (a,b), siendo f'(xg) = --- = f" " V(zg) = 0y
F (o) # 0:

1. Si n es par, f presenta un maximo relativo en zo si f™(z¢) < 0 o un minimo relativo si
f™) (x0) > 0.
Como todas las derivadas en xg hasta n — 1 son 0,

f(z) = f(wo) + 21 ™ (wo)(x — z0)" + o((x — x0)") =
6y 1400 (g79) + 2z=z0)")

(z—z0)™ (x—z0)"

Si f(™)(z0) < 0, existe un entorno de zg en el que el segundo miembro de la igualdad es
estrictamente negativo y por tanto también el primero, pero como n es par, esto significa
que f(x) — f(zo) < 0, de modo que f(z) < f(xo) y hay un méximo relativo. El caso en
que f("(z) > 0 es analogo.

2. Sin es impar, f no tiene extremo relativo en x.
Llegamos a que existe un entorno de xg en el que el primer miembro de la igualdad es
estrictamente positivo o estrictamente negativo, pero cualquiera de las situaciones signi-
fica que la funcién es estrictamente creciente a ambos lados o estrictamente decreciente
a ambos lados.

1.3.2. Foérmula de Taylor con resto de Lagrange

Si f : (a,b) = R es n veces derivable en (a,b) y sean g,z € (a,b), entonces existe c
estrictamente entre x y o tal que

(n)
Ry—1(z;20) = / n!(c) (x — x0)"

Demostracion: Aplicando el teorema del valor medio de Cauchy a

1
(n—1)!

y G(t) == (z—t)" entre z( y x, existe c estrictamente entre zg y = tal que (F(zo)—F(z))G'(c) =
(G(zo) — G(2))F'(c), pero F(z) = 0, F(z0) = Rn—1(x;10), G(z) = 0y G(zo) = (x — 20)",
luego Ry, —1(x;20)G (¢) = (x — x9)"F'(c). Ahora calculamos las derivadas de G y F. Se tiene
que G'(t) = —n(z — )" 1, G'(c) = —n(x —c)" 1y

F@)i= 1)~ (70 + 1 O+ + PO -0 )

F(t) = - (f’(t) 1)@ =)+ 2 () (@~ t)n—l) +
+ (%f’( )+t ey S () (@ - t)"—Q) = — i /M () (@ — )

n
luego F'(c) = — J(cn—g (x — ¢)"1, y sustituyendo,

(™) (¢ n—
{n §)? (x—c)"!
—n(x —c)nt

!

/(c
"(¢)

Ry_1(x;20) = (x —0)" =

Q



Esta forma de expresar el resto se llama forma de Lagrange, y a veces se escribe ¢ =
2o+ 0(x — x9) para 0 < 6 < 1, de modo que si g = 0 entonces ¢ = fz.

Las funciones analiticas son funciones de clase C*° en las que f coincide con su polinomio
de Taylor «infinito». No todas las de clase C* cumplen esta propiedad, pues, por ejemplo, la
funcion g(z) = e six # 0y g(0) = 0 cumple que g(™ (0) = 0 para todo n € N y por tanto
su polinomio de Mac-Laurin (polinomio de Taylor en zg = 0, P,,(g,;0)) es nulo.

Desarrollos de Taylor importantes:

1. ef:1+z+"g—f+”g—f+~-~+("f%l)!+%:( Z;é%’f)+%:c”.

Para cualquier n € N, f(")(z) = ¢, luego f(™(0) = 1.

k k
9 sing — r— %”_’_%5_ o NS 31n(09:+n7r/2) (ZL n—2)/2] ( (12)k+i)'+1 ) +51n(9x:|n7r/2) n
f(x) = sinz fO) =0
f'(x) = cosz = sin(zx+7/2) f0) =1
f"(x) = —sinz = sin(z+mn) f70) = 0
f"(x) = —cosx = sin(x+37/2) [0 = -1
fW(z) = sinz = sin(z+ 2n) F@(0) 0
0 () = sin(z+nn/2) fM(0) = sin(nn/2)
k k
3. cosx = _LT+%_ %_5_...4_% n _ (ZL n—1)/2] ( (12)k)'2 ) + C05(6’967-2-‘"#/2) n

3 4 —1)”71 n—1 (_1)k71xk l)n—l

22 T T n — n
4. 10g(1+$):$—?+?_j+"'+mx :( k=1 k )+n(1+91)"$

(z) = log(l+x) 0) = 0
fx) = (1+x)™! o) =1
f@) = (=11 +2)? f1(0) = —1=-1t
fr@) = (D(=2)(1+ ) f10) = (=1)(-2)=2!
@) = ()T AT S0 = (1) 1)
5. (142)" = 1+(a+(3)a+(§a®+ (%) e+ () (e = 14+(X000 (7)e*) +
(z)% ", donde () = w
f) = (1+2)° f0) = 1
fl(z) = a(l+z)*?! 0 = «
f'@) = ala—1)(1+2) f'(0) = afa-1)

f(”)(xj = a--(a—n+D{A+2)*™ fM0) = a---(a—n+1)



fly)

tf{a) + (1 — 1 {w)
flz)

flte 4+ {1 -1y

te+ (1 —1t)y )

Figura 1.1: Interpretaciéon geométrica de la convexidad.

1.4. Funciones convexas

Una funcién f : I — R es convexa en el intervalo I si Vz,y € I,t € [0,1], f(1—t)x+1ty) <
(1-t)f(x)+tf(y), yesconcavaen I siVe,y € I,t € [0,1], f(1—t)z+ty) > (1—t)f(z)+tf(y).
Geométricamente, f es convexa en [ si para cualesquiera x,y € I, la secante que une los puntos
(z, f(z)) e (y, f(y)) esta por encima de la grafica de la funcién en el intervalo [z, y], y concava
si esta por debajo.

La pendiente de la recta secante que pasa por (z, f(z)) e (y, f(y)) se denota p,(y) =
%. Asi, f es convexa en I siy solo si para cualesquiera a,xz,b € I con a < x < b se
verifica pq(z) < pp(z). Demostracion: Sea x = a +t(b—a) = (1 —t)a+tb con t € (0,1),
entonces x —a=t(b—a)yx —b=(1—1¢)(a—Db), y se tiene que

p@) sple) = L0 TS0
= (@) - @) ) = () - B a)
= f@la-b) > f@) b - [
= F@)la—b) > f@)1 - a—b) - OO a)
= @) < f@) -1+ SO

Si f: I — R es convexa en un intervalo I, entonces:

1. Para cada a € I, p, : I — R es creciente.
Sean a < x <y €I,

pa(x) Spa(y) <~ f(mgz:i(a) < fy)=f(a) —
= f(z) = f(a)

y—a
W@ () = f(2) < fla) + LD (5 )
lo cual es cierto por ser f convexa.

S
IN

2. Lema de las tres pendientes: Va,z,b € I,(a <z <b = py(x) < pa(b) < pp(z).
Como p, ¥ pp son crecientes, po(z) < pa(b) = p4(a) < P(a).



3. f es continua en los puntos del interior del intervalo.
Sea x¢ un punto interior de I y z’,x € I con ' < xy < z. Por lo anterior, p,,(z’) =
Do (20) < pu(T0) = Dao (), luego py, es creciente y por tanto existe o :== M, o+ Pag (x).

Por otra parte, f(x) = f(xzo) + M(z — xp), y tomando limites,

lin f(2) = flao) + tin LD IE) pi @) — pag) +a-0 = fao)

a:—>m0Jr T—Tg T — o T—Tg

lo que prueba la continuidad por la derecha de f en zy. Podemos probar la continuidad
por la izquierda de manera analoga.

Como teorema, sea f : I — R derivable en el intervalo abierto I, entonces
f es convexa en I <= f’ es creciente en I <= Vg, x € I, f(x) — f(x0) > f'(z0)(z — m0)

La ultima condicién significa que para cada punto de I, la gréafica de f esta por encima de la
tangente en dicho punto.

Convexidad local: f : I — R y derivable en xyg € I es convexa en xg si 30 > 0 :
Ve € B(xo,d) NI, f(z) > f(xo) + f'(x0)(x — x0), ¥y es concava en zp si 36 > 0 : Vx €
B(zo,0)N1, f(z) < f(xo)+ f(x0)(x —xp). Decimos que ¢ es un punto de inflexioén si existe
0 > 0tal que si z € B(xp,d)NI entonces x < xo implica f(x) > f(xo)+ f'(zo)(x —x0) mientras
que z > xo implica f(z) < f(zo) + f'(zo)(x — xo) (o al revés). Puede no darse ninguna de
las tres situaciones como en el punto zgp = 0 en f(z) = x?sin(1/z). Una funcion f : I — R
derivable en el intervalo abierto I es convexa en I si y s6lo si es convexa para cada x € I.

Como f : I — R es concava si y sélo si —f es convexa, todas las proposiciones sobre
funciones convexas se pueden aplicar a funciones concavas adaptandolas convenientemente.

1.5. Representacion grafica de funciones

Sea y = f(z). La recta © = a es una asintota vertical de f(z) si lim,_,, f(2) = £o0, sea
el limite por la izquierda o por la derecha. La recta y = b es una asintota horizontal de f(x)
si lim, 00 f(z) = b, sea cuando z tiende a —oo0 0 a +oco. Finalmente, la recta y = ma + b es
una asintota oblicua de f(z) si lim,_, o (f(z) — (ma + b)) =0, y entonces podemos calcular
m y b como m = lim,_, f(f) y b=1im, o (f(z) — mx).

Una funcién f: D C R — R es par o simétrica respecto del eje de coordenadas si
f(=z) = f(z)Vx € D, y es impar o simétrica respecto del origen de coordenadas si

f(—z) = —f(x)Vx € D.




Capitulo 2

Calculo integral

Una particién de [a,b] es una coleccion de puntos a =ty < t1 < ... < t, = b, y llamamos
P([a,b]) al conjunto de todas las particiones de [a,b]. Dada m = (tg < ... < t,,) € P([a,b]),
escribimos M; == sup{ f(t) }+ef,_,,t,] ¥ M = Wf{ f(£) }rer,_, ¢,], ¥ lamamos suma superior y
suma inferior de f correspondiente a 7, respectivamente, a

n n
S(f,ﬂ') = ZMi(ti_ti—l) y S(f,ﬂ') = Zmi(ti_ti—l)
i=1 i=1
Obviamente s(f,7) < S(f,7) para cualquier w € P([a,b]). Dadas 7, 7" € P([a,b]), decimos
que 7’ es mas fina que 7 (7' > 7) si ©’ D 7, y denotamos 7V 7’ =7 U7’
Sim < 7’ entonces s(f,7) < s(f,7") y S(f,7) > S(f,n’). Demostracién: Supongamos que
7’ tiene un punto mas que T, con T=tg < ... <tp, yT =t < ... <t 1 <p<tp <...<tp.
Entonces s(f,m) = 37, mi(ti —ti—1) +mu(ty —th—1) = >, mi(ti —tio1) +mi((te —p) + (p—
tr-1)) < 2ipp milti — tiza) + mE{f () bty p) (P — th—1) + IE{F () b o) Gk — p) = s(f, 7).
La segunda afirmacién se hace de forma analoga.
Dadas 7,7’ € P([a,b]), s(f,m) < S(f,7'). Demostraciéon: Como 7,7’ < 7wV 7', entonces
s(fym) < s(fymv ) < S(fwv ) < S(f, ).
Llamamos pues integral inferior e integral superior (de Darboux), respectivamente,
a

b b
/f:: sup{s(f, ™) treP(at) ¥ /fiz mf{S(f, ™) rer((a.b)

Decimos que f es integrable Riemann en [a, b], escrito f € Rla, b], si las integrales superior
e inferior coinciden y llamamos integral Riemann de f en [a,b], escrito fab f, a este valor.

Definimos, para a < b, [, f = — ff foe [l f=0.

2.1. Caracterizacion

Como teorema, dada f : [a,b] — R acotada, f € Rla,b] <= Ve > 0,37 € P([a,b]) :
S(f,m) —s(f,m) <e.



= | Dado ¢ > 0, como fff = mf{S(f, 7)} rep(fap)), existe 1 € P([a,b]) con 0 < S(f,m1) —
f:f < 5, y andlogamente existe m € P([a,b]) con 0 < f:f — s(f,m) < 5. Entonces
7 = m V my cumple ambas desigualdades, pues S(f,7) < S(f,m1) v s(f,m) > s(f,m2), y
sumandolas obtenemos S(f,7) — s(f,7) <e

<=] Dado e > 0y m € P([a,b]) con S(f,7me) — s(f,mc) < &, por la definicion de integral

. e b b o
superior e inferior, 0 < ['f — ['f < S(f,7.) — s(f,7) < €, lo que para ¢ arbitrario
implica que las integrales superior e inferior coinciden.

feR[ab < FaecR:VYreP(a,b),s(f,m) <a<S(f,r).

=] Sea a = f:f, para toda m € P([a,b]), s(f,m) < a < S(f,m). Si existiera 8 # «
que cumpliera la condicién, como a = sup{s(f, 7)}rep(as) se tendria B > «, pero
andlogamente que 8 < a.#

<] Supongamos que existe un « que verifica la condicién pero f ¢ Rla,b]. Entonces para

cualquier m € R|a, b] se tiene s(f,m) < f f< f f < S(f,m), por lo que existen infinitos
nameros reales que verifican la condiciéon y por tanto a no es tnico.#

Otro teorema importante es que las funciones f : [a,b] — R continuas son integrables en [a, b],
y ademas, dados zj, € [a + 2=%(k — 1),a + 2=%k] cualesquiera,

b —a & b
Jim 283 ) = |

Demostracion: Dado 7 € P([a,b]), S(f,7) — s(f,7) = Y i_i (M; — m;)(t; — ti—1). Ahora
bien, dado & > 0, como f es continua en [a, b] también es uniformemente continua, luego existe
6 > 0 tal que si |z —y| < § entonces |f(z) — f(y)| < 55—y Sea ng € N con b=a — §. Para

no
todo n € N definimos m, = (a < a+ =% < ... <a+n=% =b) € P([a,b]) ¥ thn = a+ k=2,
y tenemos que para n > ng es tg, — tp—1,, < 0 y por tanto My, — my ., < ﬁ Entonces

o 5 €
S(f’ 7T”0> - S<f7 71-710) < Z 2(b — a) (timo - tifl,no> = 5 <e
i=1

De aqui que f es integrable. Pero entonces existe un tnico o = f;} f tal que para m € P([a, b])
es s(f,m) < a < S(f, ), y en particular, s(f,7,) < a < S(f,m,) para todo n € N. Sea ahora
Zkn € la+ b;—“(k —1),a+ b*T“k] para 1 < k < n arbitrario y a,, = b’Ta Sny f(zkn). Por
definicion, s(f,m,) < a, < S(f,7,), y dado € > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces
S(f,mn) — s(f,m) < 5, de modo que S(f,m,) —a < 5y S(f,m,) —an < 5, y entonces
lan — af < lan = S(f,m)| + [S(f, ) — af <e.

Dada f : [a,b] — R mondtona y acotada entonces f € Rla,b]. Demostracién: Dada
7 € P(la,b]), S(f,m) — s(f,m) = Yi (M; —my)(t; — ti—1), y dado € > 0, si por ejemplo f
es monétona creciente y f(a) < f(b), dada 7 € P([a,b]) con t; — ti1 < 7555y, se tiene

que Mi: f(ti), mi = f(tioa) y S(f,m) = s(fym) = D07 (My —mi)(ti — ti1) < 300 (M —
™) Ty = €



Si f:[a,b] - Res acotada y f € Rle,b]Ve > a entonces f € Rla,b]. Demostracién:
Sea A > 0 con |f(z)| < AVx € [a,b], entonces —A < Inf{f(7)}re(ap) < sUp{f(2)}relap < A
Dado ¢ > 0, sea ¢ € (a,b] con c —a < 75 y 7™ € P([c,b]) con S(f,m) — s(f,m) < 5, si
tomamos 7’ € P([a,b]) resultado de anadir a 7 el intervalo [a,c] con My = sup{f(z)}sc(a,q ¥
my = inf{f(2)}sc(a,q, entonces S(f, ') —s(f,7') = Mi(c—a)+S(f,7) —mi(c—a)—s(f,m) <
2A(c—a)+ S(f,m) —s(f,m) <2A(c—a)+ 5 <245 + 5 =¢.

2.2. Sumas de Riemann

Sea f:[a,b] > Rym=(to <...<tn) € P([a,b]), llamamos suma de Riemann asociada
a la particion 7 y los puntos z; € [t;—1,t;] a

n

S(f.m, ) =Y f(z)(ti —tia)

i=1

f es integrable Riemann en [a,b] si y solo si existe A € R tal que para ¢ > 0 existe
7o € P([a,b]) tal que si mp < m, para cualesquiera z; € [t;_1,t;] se cumple |A — S(f, 7, 2;)| < &,
y entonces A = fab f.

Un conjunto A C R tiene medida cero si para cada € > 0 existe una sucesion I, de
intervalos cerrados y acotados con A C |J,, I, y Yoo, long(I,) < e, donde long([a, b]) :==b—a.
Si A tiene medida cero y B C A entonces B tiene medida cero, y si A es numerable tiene
medida cero tomando, para cada £ > 0, la sucesion con I, = {2, — 5a¥r,Tn + a1}, PUES
Yoplong(ln,) =3, 57 = €.

El teorema de Lebesgue afirma que dada una funcién acotada f : [a,b] — R, si D(f) C
[a, b] es el conjunto de puntos en los que f no es continua, entonces f € R[a,b] siy solo si D(f)
tiene medida cero.

Sea ™= (tg < ... <tn) € P([a,b]), llamamos norma de 7 a ||7| = méax{t; — t;—1}1<i<n-
Como teorema, si f : [a,b] — R es acotada, son equivalentes:

1. feRabyA=["F.

2. JA € R : Ve > 0,3m9 € P([a,b]) : Vm = mo,|A — S(f, 7, 2)| < € para cualquier suma de
Riemann correspondiente a .

3.3AeR:Ve>0,30 >0:Vr: |n| <d]A—-S(f,mz2) < e para cualquier suma de
Riemann correspondiente a 7.

2.3. Propiedades

Linealidad R[a,b] es un R-espacio vectorial y el operador f; es lineal.
Sean f,g € Ra,b], dado € > 0 existe mp € P([a,b]) tal que para my < 7 se tienen

- S(f,ﬂ,zi)’ ; ’fabg* S(g,ﬂ,zi)’ < 5, por lo que

/abf+/abg—5<f+g,m)

<e




con lo que f;(f +9)= fff + f; g. Sea ahora k € R, dado ¢ > 0y mg € P([a,b]) tal que

para my < 7 se cumple ‘fab f=5S(f,mn, zl)’ < entonces

-
14|kl

b
k/ J = S(kfom, )| = |k ) ——

/ f=S(fim )

1+|k|

luego [Vkf =k [ f.

Producto Si f,g: [a,b] — R son integrables Riemann, también lo es fg.
Por el teorema de Lebesgue, si f € R[a, b], tendra medida cero, pero D(f?) C D(f), pues
si f es continua en un punto también lo es f2. Entonces D(f?) tiene medida cero, lo que
nos da la integrabilidad de f2. El caso general se sigue de que fg = % ((f +9)% - f2— 92)
por la linealidad.

Monotonia Si f(z) < g(x) para todo z € [a,b] entonces fff < f:g7 y en particular si
m < f(z) < M para todo z € [a, b], entonces m(b — a) < fff < M- a).
Para 7 € P([a,b]) se tiene s(f,m) < s(g,7), y tomando supremos, f: f< fabg

b
=i

Valor medio Sea f : [a,b] — R continua, existe c € [a,b] con f(c) = =
Por el teorema de Weierstrass, existen ci,ca € [a,b] con f(c1) < f(z

[
) < fle2) para
todo x € [a,b], y por la monotonia de la integral, f(c;) < ﬁ f(ff < f(e ) Entonces,
aplicando la propiedad de los valores intermedios, existe ¢ € [a, b] con f(c) f f

Valor absoluto Si f € R[a,b] entonces |f| € Rla,b] y ‘fabf‘ < ff |f]-

Dado € > 0, sea m € P([a,b]) con S(f,7) — s(f,m) < e, si M/ y m) son el supremo y
el infimo, respectivamente, de |f| en [t;—1,%;], y M; y m; son los de f, entonces para
2w € [t 1,1 se tiene que [|f()] — [f(w)l] < [f(2) — f(w)] < M; — my, por lo que
SUp{LF(2)] = 1F(0) Vit v = M — il < My — g y entonces S(f],m) — s(|f],) <
S(f,m)—s(f,m) <e, conlo que |f| € R[a b]. Ahora bien, —|f(x)| < f(x) < |f(z)| para

todo z € [a, b], con lo que f:—|f| = —f:\f| < f;f < f:\f|
Aditividad respecto de intervalo Dada f : [a,b] — R acotada y ¢ € [a,b], f € R[a,b] <
f € Rla,d, Rle,bl. y ademés [ f = [ f+ [ f.

Basta refinar una particion = € P([a,b]) anadiéndole el punto c.

Discontinuidades Si f € R[a,b] y ¢ : [a,b] — R coincide con f salvo en un numero finito de
b b
puntos, entonces g € Rla, by [ f= [ g
Supongamos que cambian en un punto ¢ € [a,b], y basta probar que h = g — f es
integrable. Ahora bien, h es nula en todos los puntos salvo en ¢, por lo que dado € > 0
podemos tomar 7 € Pla,b] con t; —t;—1 < (g ¥ entonces S(f,m, z;) <e.

2.4. FEl Teorema Fundamental del Calculo

Sea f € R[a,b], llamamos integral indefinida de f a la funcion F' : [a,b] — R con F(z) =
f; f. El TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO afirma que, si f € R[a,b] y F



es su integral indefinida, entonces F' es continua en [a, b] y si f es continua en ¢ € (a, b) entonces
F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c), y esto también ocurre con los extremos del intervalo y las
correspondientes derivadas laterales.
Demostracion: Sea M = sup{|f(z)|}sc[q,p), POr las propiedades de la integral, |F(z) —
F(y)| = |fy f‘ < M|z — yl, por lo que F es uniformemente continua en [a, b], pues dado & > 0
y 0 ==, si|z—y| <0 entonces |F(x) — F(y)| < e. Supongamos ahora que f es continua en
c € (a, ) Sea h > 0 con ¢+ h € [a,b],

F(c+h)—F(c) B
Heth=FO o) -

<

ct+h
;[ -1

sup{|f () — f()}eefe.ctni ] = sup{|f(t) = f(e)[}eeqe.ctn]

c+h _re c+h
AR Ay f(c)‘

<

S| =

y como f es continua en c, el ultimo miembro de la desigualdad tiende a 0 cuando h tiende a
0, y lo mismo ocurre para h < 0. Por tanto F’(c¢) = lim,_ w = f(c).

Dada f : [a,b] — R, decimos que g : [a,b] — R es una primitiva de f en [a,b] si g es
derivable en (a,b) y para todo z € (a,b) se tiene ¢'(x) = f(x). Por el teorema fundamental del
célculo, toda f continua en [a, b] tiene primitivas en [a, b], donde la integral indefinida es una de
ellas y el resto se obtienen sumando a esta una constante. Demostraciéon: Si F' es la integral
indefinida de f y g es otra primitiva de f en [a,b], entonces (F — g)'(z) = F'(z) — ¢'(x) =
f(z) — f(x) =0 para x € (a,b), y por el teorema del valor medio, F' — g es constante.

Como teorema, la féormula de Barrow afirma que si f € Rla,b] admite una primitiva g

en [a, b] entonces f; f=g(b) — g(a). Demostracion: Dado ¢ > 0 existe 7 = (tg < ... < tp) €
P([a,b]) tal que para cualesquiera z; € [t;—1,t ’f f=5S(f,m, zl)‘ < e. Por el teorema del
valor medio aplicado a g en [t;_1,1;], ex1ste z; € [tl,l, t;] con g(t;)—g(ti—1) = ¢'(z:)(ti—ti—1) =
f(zi)(ti —ti—1), luego g(b) — g(a) = 351_, (9(t:) — g(tim1)) = 207, 9" (z) (ti —ti1) = S(f, 7, z0).
Por tanto ‘f; f—(g(b) - g(a))’ <e.

2.5. Calculo de primitivas

n+1
Juu de =%

o OV # 1 [ % dz = In|u| + CVu # 0.

fe“u’dxze“—&—C’;fa“u’dx:%+CVa>O,a7é1.

Jcosuw/ dx =sinu+ C; [sinuv' dz = —cosu+ C.

» [coshuu' dx =sinhu+ C; [sinhuv' dx = coshu + C.

’

. 5 udxzfsinl}‘]; dr = —cotu+ C, fcos2 dx—fcosh2 dz = tanu + C.

sin?

i #dm =arctanu + C; [ #dm = argtanhu + C.

u’ _ . _ ’
f mdw = arcsinu + C = —arccosu + C’.

/ \/;z/ﬁdx =argsinhu+C; [ \/ngﬁdx = argcoshu + C.



cosh(x) = % sinh(x) = % cosh?(z) — sinh?(x) = 1

1.1
arg cosh(x x4+ Ve argsinh(z) = In(z + V22 + 1) argtanh(z) = 5 In 7 Rk
-z

2.5.1. Integracién por partes

Sean f, g € Rla,b] con primitivas respectivas F' y G,

/ Fg = FB)G®) — F(a)Gla) — / G

lo que suele escribirse como [wdv = wv — [ vdu. Demostracion: (FG)'(z) = F'(z)G(z) +
F(x)G'(z) = f(2)G(x)+F(z)g ( ), y por la formula de Barrow, f Fg+f fG = f (Fg+fG) =
F(b)G(b) — F(a)G(a), luego fa Fg=F(b)G(b)— F(a fa fG.

2.5.2. Cambio de variable
Como teorema, sea ¢ : [c,d] — [a,b] € Ct[c,d] con p(c) =ay p(d) =b, sea f: [a,b] = R

continua, entonces
b d
/ f= / (fow)y
a C

Demostracién: Si F' es una primitiva de f en [a, b] entonces F o ¢ lo es de (f o @)y’ en
b d
[c,d], luego [, f = F(b) — F(a) = F(p(d)) — F(e(c) = (Fop)(d) — (Fop)(c) = [ (fop)y
Esto da sentido a la notaciéon de f; flx)dx = fab f, porque entonces si x = p(t) es facil
recordar dz = ¢'(t)dt y entonces

b d
/ f(@)de = / () (t)dt

2.5.3. Funciones racionales

Sean P(z) y Q(z) polinomios y queremos resolver f g(i) dz. Si el grado de P(x) es mayor o

igual que el de Q(x) hacemos fb Sg)da@ = [C(z)dz+[ Qggdx para que el grado del numerador
sea menor que el del denominador. Entonces descomponemos en fracciones simples.

Descomponemos Q(z) como Q(z) = [[/_, (z — a;)™ [[;_, (z* + piz + ¢;)™, donde ¢; > %
para que los factores sean irreducibles. Entonces (si el grado de P(z) es menor que el de Q(z))
podemos expresar la fracciéon como

SN

3? r o mg M n; $+N
ij
(x) 121321 (x — a;) 121321 x2+px+q1)

Resolvemos los Ay, ;, My, i, Ni,; y nos queda hallar la integral de cada sumando como sigue:

=Alnjz —a|+ C.




A A
= fmdl‘:—W—FC, donde n € 2,3, ....

Mp

. 2 N—Mp
- [ = M (24 8)7+ ) +

M

arctan(lt"‘) + C, donde ¢ = da-p”

2.5.4. Funciones que contienen cosz y sinx

En general, haremos ¢ = tan 5 y entonces

2 02 . - a2z 2
sz — COS(Z%) _ cos 5 —sin” §  div. cos’ 51— tan 5 _1-t

sin? £ 5+ cos? 5 sin? Z 5+ cos? 5 tan? £ 4+ 1 1+¢2
i — s1n(2§) _ 2sin § cos § div. ;osz z 2tan § _ 2t

sin® £ £ +cos? § sin? 5 4 cos? § tan? S$4+1 1+ 12

2
r = 2arctant doe = ——=dt
Y 1+1¢2

Si la funcién es de la forma f(x) = g(sinx) cosz, siendo g una funcién racional, hacemos
t = sinz, y si es f(x) = g(cosz)sinz hacemos t = cosz. Si es f(x) = g(tanz) hacemos
tanx = t, y podemos llegar a esta situaciéon cuando al sustituir sinx por cosztanz quedan
: 2, _ 1
solo potencias pares de cosx, .yn};acerpos €os" T = Ty . ' .
En el caso f(x) = cos™ xsin™ z, si n es impar hacemos t = sinz, si m es impar, t = cosz,

. 1 2 . 1—cos(2 .
si ambos son pares, usamos cos? z = 1T0%22) o 2, — 17c0s2) Lon reducir el gradoy.
y 1% , P) y 3 p

2.5.5. Funciones de la forma f(e”)

Hacemos el cambio t = e* y dt = e*dx, y esto también sirve para el coseno y seno hiperbé-
licos (cosh y sinh).

2.5.6. Funciones que contienen v/ax? + 2bx + ¢

2 .
Llamamos d := 2¢=b (z + 2)” +d. Hacemos entonces el cambio

de variable t = = + g y a continuacion:

= Sia > 0yd> 0 hacemos at> = dtan’u y entonces Vat2 +d = Vdtan>u+d =

VdV1 + tan?u = VdVsec?u = Vdsecu y dt = \/>sec u du. También podemos hacer
= dsinh® u y entonces vat? + d = \/dsinh®u + d = vdv/sinh®> u+ 1 = Vdcoshu y

at?
dt = \/gcoshu du.

» Sia > 0yd < 0hacemos at? = —dsec? uy entonces v —dsec2u + d = v/ —dv/sec2u + 1 =
V—dtanu y dt = 4/ —Q secutanu du. También podemos hacer at?> = —dcosh®u y

entonces Vat? +d = / —dcosh®>u+d vV—dv/cosh®u — 1 V—dsinhu y dt =

‘/_E sinh u du.

» Sia<0yd> 0 hacemos at? = —dsin®u y entonces vat? +d = v/ —dsin?u+d =
Vdy/1 — sin? u_ﬁcosuydt \/—7cosudu



2.6. Aplicaciones

Sean f,g : [a,b] — R continuas, si f(a) = g(a), f(b) = g(b) y f(z) >
x € [a,b], se define el area encerrada por las graficas de f y g como ff(f () — g(x)) dx
Si f:[a,b] = R € C'[a,b], la longitud de la curva C = {(z, f(2))}se[a, Viene dada por

L= f:wl—!—f’(x)Q dz. Interpretacion: Sea 7 = (a = 29 < ... < z, = b) € P([a,b]), sea

P; = (x;, f(x;)), una aproximacién a la curva es

Z Z 1’ Z \/ Il xz—l))Z + (l‘l — xi—1)2 =

g(z) para todo

n

- Z (‘I(”jll))z s —mioa) = ) VTH (&) (i — i)

i=1

con §; € (x;—1,x;), que converge a fa V14 f/(z)2dx cuando ||x| tiende a 0.
Llamamos so6lido de revolucién al cuerpo obtenido al girar una funcion f : [a,b] —
R alrededor del eje horizontal. Su volumen viene dado por V = wfbf )2dx, y su area

(lateral) por A = 27rf f(@)\/1+4 f'(x)? dz. Interpretacién: Sea f continua y positiva. Para
hallar el volumen tomamos T = (xo < ... < zy) € P(a,b]) y aproximamos el volumen
por secciones cilindricas con radio f(z;) y altura 2; — z;_1, con lo que su radio viene dado por
7 f(2i)?*(z;—x;—1). Sumando obtenemos Y ;- , 7 f(z;)?(z; —x;_1), que converge a 7 f; f(x)? du.
El area se obtiene con un razonamiento similar al usado para la longitud de la curva.

El volumen del sélido resultante de girar alrededor del eje vertical la superficie encerrada

por las rectas x = a, x =bey = f(x) es 27rfabacf(x)dac

2.7. Integrales impropias

Una funcion f : [a,b) — R (b < +00) es localmente integrable si Vu € [a,b), f|[4,u €
Rla, b]. Si ademas existe lim,,_,;,- f: f(x) dz diremos que la integral impropia f: f(x)dx es
convergente y su valor es este limite. Andlogamente, f : (a,b] = R (@ > —o0) es localmente
integrable si Vu € (a,b], fljup € Rla,b], y si ademas existe l1im,_,,+ fj f(z) dx diremos que
la integral impropia f: f(x) dx es convergente y su valor es este limite. En ambos casos, si el
limite es 400 0 —o0, diremos que la integral diverge, y si no existe el limite diremos que no
existe la integral impropia.

Como teorema, sea f localmente integrable en [a, ), f es integrable en sentido impropio en
[a,b) siy solosiloesen [c,b) y entonces fab fla)de =[] f(x) dm—&—ff f(z) dx. Demostracion:
Sia<c<t<b, fat fla)de = [ f(z)dx + f: f(x)dx, por lo que existe lim,_,;- fat f(z)dx si
y so6lo si existe lim;_, ;- fcf f(z) dx, lo que demuestra el teorema.

Sif:(a,b) = R (a > —00,b < +00) es integrable Riemann en cada subintervalo cerrado
de (a,b), diremos que la integral impropia f: f(x) dx es convergente si para un ¢ € (a,b) son
convergentes [ f(z)dz y fcb f(x)dz, y definimos

/abf(x)dx = /:f(x) dx—i—/cbf(x)d;v



El valor de esta integral no depende de c. La condicién de Cauchy afirma que, dada
f :]a,b) = R, existe lim,_,;— f(x) si y solo si Ve > 0,3bg € (a,b) : Vo1,29 € (bo,d) : 1 <

o, | f(z1) = f(22)] <e.
Como teorema y consecuencia de lo anterior, si f es localmente integrable en [a,b), la

integral impropia f: f(z) dz es convergente si y s6lo si Ve > 0,3bg € (a,b) : V1,22 € (o, D) :

x1 < T2, ‘f;f f(@) dt‘ < &. Méas teoremas:

= Si f y g son integrables en sentido impropio en [a, b), dados A, u € R, Af + g es integrable
en sentido impropio con

b b b
[ os+u@ae=x [ syt n [ ga

Basta tomar limites cuando z tiende a b por la izquierda en la linealidad de integrales
propias.

= Si fy g son continuas en [a, b) y g es derivable con derivada continua, sea F' una primitiva
de f, la siguiente igualdad se cumple si existen dos de los tres limites e integrales impropias
en ella:

b b
/ f(t)g(t)dt = lim F(I)g(x)*F(a)g(a)*/ F(t)g'(t) dt

z—b—

Basta tomar limites en la identidad dada por la regla de integracién por partes.

2.7.1. Integrales no negativas

Como teorema si f es localmente integrable en [a,b) y no negativa, ff f(t) dt converge si
y solo si F(x f f(¢) dt esta acotada.

=] Como f es no negativa, F' es creciente, y si no estuviese acotada serfa lim,_,,— F(z) = +00
y la integral impropia divergeria.

<= Si F esta acotada existe lim,_,;,~ F'(x) = sup{F(z)}e[a,p), luego la integral impropia
converge.

Otro teorema es que si f y g son localmente integrables en [a,b) y no negativas y existe
K € Ry V entorno de b tal que z € V. = f(z) < Kg(x), entonces si fbg dt converge,

también lo hace f; f () dt, por lo que si f: f(t) dt diverge también lo hace f g(t) dt (y divergir
también). Demostracion: La convergencia depende solo del comportamiento de las funciones
en un entorno, y en este [ f(t)dt < K [ g(t)dt

De aqui que si f y g son localmente integrables en [a, b) y no negativas con A = lim,,_,;- %,
entonces:

= Si A # 0, 00, ambas integrales tienen el mismo caracter.

Dado € > 0 con € < A, existe a. tal que si a. < x < b se tiene ‘ < ¢, con lo que

fx) < (A+e)g(x),

A—ES%SA—"-E, luego para z € [a.,b) tenemos (A — ¢)g(x )

y no hay mas que aplicar el teorema anterior.



= Si A =0, la convergencia de f g(t) dt implica la de f f(#)
Como antes, obtenemos f(x) < sg( ) ¥ aplicamos el teorema anterior.

= Si A = 00, la convergencia de f; f(t) dt implica la de ffg(t) dt

Otro teorema es que si f es no negativa y localmente integrable en (0,1] y existe o < 1 con
lim;_,o+ f(¢)t* finito, fo t) dt es convergente, mientras que si existe o > 1 con lim;_,o+ f(¢)t*

no nulo, la integral dlverge. Demostracion: lim; g+ f(¢)t* = lim;_ g+ € £ )) ysia<l,la
t

integral fo & es convergente y, por lo anterior, fo t) dt también. De que fo 4t diverge si
t > 1 se desprende la ultima afirmacion.

Como teorema, si f es no negativa y localmente integrable en [a, +00), si existe « > 1 con
lim; oo f(¢)t* finito, faoo f(¢t) dt converge, mientras que si existe @ < 1 con limy_,o f(¢)t* n0
nulo, la integral diverge.

2.7.2. Convergencia absoluta

Sea f localmente integrable en [a,b), decimos que la integral impropia de f en [a,b) es
absolutamente convergente si f; |f(t)| dt es convergente. La convergencia absoluta implica
la convergencia. Demostracién: Por el criterio de convergencia de Cauchy aplicado a |f(t)],
dado € > 0 existe by € (a,b) tal que si by < 1 < x2 < b entonces f;lz |f(t)|dt < e. Entonces

f;lz f@) dt’ < g, lo que implica que f: f(t)dt es convergente.
Como teorema, si f y g son funciones continuas en [a,b) y ¢ tiene derivada continua, si
= [ f(t) dt esta acotada superiormente por K, [ [¢/(t)| dt esté acotada superiormente
por k y lim;_,,- g(t) = 0, entonces f: f(t)g(t) dt es convergente. Demostracion: Basta probar
la existencia de lim, ;- F(z)g(z) y de lim, ;- [ F(t)g'(t)dt. Las condiciones F(z) < K
y lim;_,,- g(t) = 0 aseguran que el primer limite es 0, y las dos primeras (F(z) < K y
[ 1g'(t)|dt < k) implican que [ F(t)g'(t) dt es absolutamente convergente, pues

/ \F()llg' () de < Kk

El criterio de Dirichlet afirma que si f y g son continuas en [a,b) y g tiene derivada
continua, si existe K € R con ’f; f@t) dt’ < K y g es monotona decreciente con lim;_;,- g(t) =
0, la integral impropia f b f(t)g(t) dt es convergente. Demostracion: Como g es decreciente,

@ g9(z)=0
g'(t) <0,luego [ |g'(t)|dt = — [ ¢g'(t)dt = g(a)—g(z) < g(a),y se tienen entonces todas

las condiciones del teorema anterlor



Capitulo 3

Series de potencias

En este capitulo, K representa indistintamente a R o C. Una serie de potencias en torno
a zg € K es una expresion de la forma

Z an(z — 29)"

n=0

donde (a,)2 es una sucesion de elementos de K y z € K. Llamamos radio de convergencia

de la serie al valor )

R=—— —
lim sup,, ¥/|an]

donde lim sup,, a,, es el supremo de las subsucesiones convergentes de (a,). Se entiende que si
limsup,, ¥/|a,| = 0 se toma R = oo, y si limsup,, {/|a,| = oo se toma R = 0. Por el criterio
de la raiz, o el del cociente, la serie converge solo en la bola abierta B(zp; R), llamada disco
de convergencia.

La serie de funciones >~ , f, converge uniformemente en un conjunto A a una funcion
fsiVe >0,3ng € N:Vz e Am > no;|f(z) — >, fa(z)| < e. El criterio de Cauchy
de convergencia uniforme afirma que una serie de funciones es uniformemente convergente
en A siysolosi Ve >0,dng € N:Vze Ang <p < g Zizpfn(z)
de Weierstrass afirma que si existe una serie de términos positivos ), b, convergente con
|fn(2)] <b,Vz € A;n € N, entonces Y - fn converge uniformemente en A.

La serie de potencias ), an(z — 20)" con radio de convergencia R converge absoluta y
uniformemente en la bola cerrada Blzo;r] para cada r < R. Si ), f, converge uniformemente
en A y las f, son continuas en A, entonces f es continua en A.

El criterio de Abel afirma que, dada una serie de potencias ), a,z
serie converge, también converge uniformemente en [0, c|.

Como teorema, si f(z) =) - a,z" para z € B(0; R), siendo R el radio de convergencia
de la serie, entonces la serie ZZO:l na,z""!, obtenida derivando formalmente la anterior, tiene
radio de convergencia R, y de hecho esta serie converge a la derivada de f. Entonces f es
infinitamente derivable en el disco de convergencia y a,, = % para n > 0.

Sea f(z) = Zf:o a,2z"™ con radio de convergencia R, entonces la funcion F' dada por

F(z) = ZZO:O n%rlanzn+1 tiene radio de convergencia R y es primitiva de f.

< g, y el criterio

" si para z = ¢ la



3.1. Funciones elementales

La exponencial compleja se define como

oo

1
e” = g — 2"
n!

n=0

Podemos ver que su radio de convergencia es infinito, (¢*) = e¢* y e?e? = e*t¥. Ademas,
e” > 0 para todo = € R, y es estrictamente creciente con

lim e* =400 ¥y lim e* =0
Tr—r o0 r—r—00

Definimos el seno y el coseno, respectivamente, como

o x2n+1 0 :L.Qn
sinx = ;(71) TE y  cosx:i= ;(71) )l

Vemos que e*T% = e%e®¥ = e¢*(cosy + isiny), luego sinz = Ime™ y cosz = Ree’*. Como
le?|? = 1, se tiene sin® x + cos? x = 1. Ademas:

» sin’z =cosz y cos’ v = —sinx.
» sin(—z) = —sinx y cos(—z) = cosz.
= sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny y cos(x + y) = cosz cosy — sin x sin y.

El conjunto {x > 0| cosx = 0} es no vacio y de hecho tiene un primer elemento, que se denota
% Ademas, las funciones seno y coseno son 27-periddicas, y v : [0, 27) — S dada por ¥ (t) = '
es una biyeccion de [0,27) sobre la circunferencia unidad S C C. Tenemos sin0 = 0, sin § = 1,
sinT =1 = %, L

5= 3 singz—ysint:cos(gft)ycost:sin(gft).

Por la biyecciéon v, y como dado z € C, é € S, existe un tnico t € [0,27), llamado

n=*
SlIl4

argumento principal de z, tal que z = |z|(cost + isint) = |z|e’’. Entonces:

m 2129 = |Z1|eit1|22|eit2 — \Z1|\22|ei(t1+t2),

I ‘z|7167”.
z
s 2" = |Z|n€znt.
. n j2kmt L.
= Los n complejos de la forma w = {/|zle*” = con k = 0,...,n — 1 son los tnicos con

w" = z para z = |z]e.
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