Funciones de variable compleja
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Capitulo 1

Teoria de Cauchy elemental

1.1. Teorema de Cauchy en dominios estrellados

Teorema de Cauchy-Goursat: Sea f € H(Q) y A(a,b,¢c) ={pa+ b+yc|p+r+v=
154, A,y > 0} C Q, entonces
[ i-o
la,b,c,a]

b+c b/ . a+tc / . a+b

Demostracion: Sean v = [a, b, ¢, a], A == A(a,b,¢), a 35, = e
I::/f:/ f+/ f+/ f+/ I
gl la,c’,b".a] [/ ,b.a’ ¢'] [a,c,b’,a’] [b,¢’ a’ b]
Sean Jp,...,J4 las cuatro integrales a la derecha, oq,...,04 las correspondientes curvas y
Ty, ...,Ty los triAngulos definidos por estas curvas. Entonces:

w Si [ Jy| = méx; ||, 1] < 4]J,].

. 01) = =L(o4) = $(7).
>I—ﬂHwWHWw\MJ%+%L%%%¥wFPﬂ+
>¢| + 1(Ja—=bl+|b—c|+|c—al) = 3{(v). Para el resto de curvas se hace algo

an alogo

» Sea d.(S) el didmetro de S C Q, D(Ty) = --- = D(Ty) = 1 D(A).

Para Ty, F(x) = %% es una biyeccion de A a Ty, pues si @ = ra + sb + tc, F(x) =
b +sbt+tct+(r+s+t b
ratsbitete — 042 CQ(T sthe — g 4 s4EL 4 495 — ra + s¢ + tb'. Entonces D(Ty) =

. — ta| _ +
SUD, e, |7 — Y| = sup, yea |F (@) = F(y)| = sup, yen [552 — 252] = sup, yep 752 =
%D(A). Para los otros triangulos se hace de forma analoga, usando para Ty la b1yecc1on

F(z) = adbiemz,

Sean entonces I; = max; |J;|, 11 = [a1,b1,c1,a1] la curva correspondiente a I1 y Ap =
A(ay,b1,c1), con lo que |I| < 4|, £(y1) = 34(v) y D(A;) = 3A. Repitiendo este proceso
se obtienen sucesiones donde |I| < 4"|I,|, £(7,) = 5:4(7) ¥y D(A,) = 5= D(A). Al ser (A,,),



una sucesion decreciente de cerrados no vacios donde el didmetro tiende a 0, existe un tinico
a €, An. Seap(z) = f(a)+ f'(a)(z — @) una funcién polinémica y por tanto con primitiva,

o = [ = [ = [ = [ 0= ) - s - s

Dado € > 0, como f es derivable en « existe § > 0 tal que D(«,0) C Qy Vz € D(a,9),|f(2) —
fla) = f(a)(z — a)| <e|z — al. Dado n con D(A,) <4, A, C D(w,0) y
1] < 47" |In] < 4"E(yn) méx | f(2) = f(a) + f'(@)(z — )| < 4™ (yn)e méx |z — o] <
Z€75 ZE€75

< 4™(yn)eD(A,) = 4n€ig(7) :

on ﬁD(A) = 66(’)’)D(A)7

y haciendo tender € — 0 se obtiene el resultado.
Teorema de Cauchy para dominios estrellados: Sea (2 un dominio estrellado en zy y

f € H(Q), entonces
F(z) = f
: /[ZO»Z]

es una primitiva de f en Q. Demostracion: Sean a € Q, p > 0y z € D(a, p), como [a, z] C Q,
[20,b] C Q para todo b € [a, 2] y A(z0,a,z) C Q. Por el teorema de Cauchy-Goursat,

o[ a=[ s+f s+ s-F@-r@-] ¥
[z0,%,a,20] [z0,7] [2,a] la,z0] [z,a]

luego si z # a,

F(z) - F(a) = f()(z —a) _ Jpf —f@)z—a) [, y(f(w) — f(a))dw

)

z—a z—a z—a
con lo que

S (f(w) = f(a))dw

zZ—a

F(z) = F(a)

zZ—a

< méx |f(w) - f(a)]-

we[a,z]*

-1 -

Como f es continua en a, haciendo z — a este maximo tiende a 0 y se obtiene F'(a) = f(a).
Teorema de Cauchy-Goursat «light»: Sean Q un abierto, o € Q, f € C(Q), H(Q\{a}),

v A(a, b, c) C Q, entonces
/ f=0.
la,b,c,a]

1. Si o ¢ A(a,b,c), podemos tomar como abierto Q \ {a} y aplicar Cauchy-Goursat.

Demostracion:

2. Si « es un vértice, por ejemplo, a = a, sean ¢, == (1 —pla+pby b, = (1 —p)a+ pc para
p € [0, 1], entonces

R S Y S g
la,b,c,a] la,cp,b,,a] [ep,b,e,cp] [e,bp,cpyc] la,cp,bp,a]



dado que los otros dos sumandos se anulan por el caso anterior. Entonces

T T
la,b,c,a] la,cp,bp,a]

y haciendo tender p — 0 se obtiene el resultado.

< ma z a—>bl+1|b—c|l+|c—al),
< mix [f(lp(la—bl+ b=l +lc—a)

3. Si « estd en un lado del tridngulo, por ejemplo a C [a, b], entonces

[ - fef ox
la,b,c,a] la,a,c,a] [e,a,b,c]

y cada sumando se anula por el caso anterior.

4. Si «v esta en el interior del tridngulo, sea p el punto en la intersecciéon de la recta ac con

[b, C] s entonces
la,b,c,a] la,b,p,a] la,p,c,a]

y cada sumando se anula por el caso anterior.

De aqui se obtiene el teorema de Cauchy para dominios estrellados «light», que afirma
que si © es un dominio estrellado en zp, « € Qy f € C(Q), H(Q\ {a}) entonces

F(z) = /[] /

es una primitiva de f en .

1.2. Funciones holomorfas y analiticas

Férmula de Cauchy para una circunferencia: Sea f € H(2) y D(a,R) C Q, para
z € D(a, R),
1
flz)= —/ de.
210 Jo(a,r) W — 2

Demostracién: Sean p > R con D(a,p) CQ, z € D(a,R) y

F)1E) oy 4

glw) =9 ., "7°

f'(z) siw=z.

Como f es derivable en z, g es continua en D(a, p), y es derivable en D(a, p) \ {2z}, luego por
el teorema de Cauchy para dominios estrellados «light»,

f(w) — f(2) f(w) 1
= = ——Zdw = —dw — dw.
0 /C(a,R) g /C(a,R) w—==z v /C(a,R) w—==z w= ) /C(a,R) w—2z v

|z=al
" |w—al

1 1 1 1 1 z—a |z — a|™
wz_wa(za)_wal—”_wa;( ) Z|w—a|”Jrl

Ahora bien, para w € C(a, R)*, como |z —a|] < R

<ly

w—a



Pero tomando

|z —a|™ 1 (|z—al\"
Qpi=——— = —
" w—al"tt R R ’
|z—al

como "= < 1, la serie ) a, converge y, por el criterio de Weierstrass, la serie anterior
converge uniformemente con w € C(a, R)*. Por tanto

K; : M“ﬂé( E:QY:SZQMUZE:@—M"/ S —

(a,R) W — %2 a,R) 7, - C(a,R) (w —a)

1
—n

1 1 4 1 i T
/ ‘m:/ cm:/ 44ff—mwﬁ:/iﬁzﬁi
C(a,R) W— % C(a,R) W — 0@ _ra+ Ret —a .

Sustituyendo,

pero w W tiene primitiva — (w — a)~™ para n # 0, luego se anulaenn >0y

/ f(w) dw —2mif(z) =0,
C(a,R)

w—z

y despejando se obtiene el resultado. o
Teorema de Taylor: Sean f € H(?), D(a,R) CQy

1
Cp = — 7]‘(11}) dw
27 Jea,r) (W — a)"tl

para n € N, entonces

f(z) = ch(z —a)”

para todo z € D(a, R). En particular, f es analitica en Q, f")(a) = nlc,, paran € Ny los ¢,
no dependen del radio escogido. Demostracion: Sea z € D(a, R),

fo) g L) s (2me) s S0

w—z w-a—(2-a) w-al-32 w—a
come £ w) )l (12—l
f(w n MéXyeo(a,r)~ | f(W)| (2 —al\"
_ WALy, < = J
|w — a|?t! [z =al” < an R R

Y >, O €s convergente por ser una serie geométrica de razon menor que 1, por el criterio de
Weierstrass, la serie converge uniformemente en C(a, R)* y, por la formula de Cauchy,

1 flw) 1 f(w)

dw = — —_—
27 Jo(a,R) " (w—a)nt!

(L[ N
B Z: (27ri /C(a,R) (W—a)""‘ld ) ( )"

Teorema de Morera: Sea f € C(Q2), f € H(Q) si y solo si

Jroea® ™
la,b,c,a]

(z—a)"dw =

f(z) =

_% C(a,R) w—z

para todo A(a,b,c) C Q.



= | Teorema de Cauchy-Goursat.

<= Sea D(zp, R) C Q un dominio estrellado, como la integral de f sobre cualquier triangulo
contenido en el disco es 0, por la demostracion del teorema de Cauchy para dominios

estrellados,
Fe) = [ f
[ZO 72]

es una primitiva de f en D(zg, R), esto es, Vz € D(zo,R), F'(2) = f(z), luego f es la
derivada de una funcion holomorfa en D(zg, R) y en particular f es derivable en zg, pero
como zg €  es arbitrario, f € H().

1.3. Propiedades de funciones holomorfas

Desigualdad de Cauchy: Sean f € H(2) y D(a, R) C Q, para k € N,
f(w)]

|f®)(a)] _ méxXpec(a,r)-
k! - RF
En efecto, tomando médulos sobre la formula de la derivada del teorema de Taylor,

LTINS Ny (T f(w)
C

B @r) (=) = o yelamy | (w — )T

1 )

max
RF wec(a,R)* |

Teorema de Liouville: Toda funciéon entera acotada es constante. Demostracion: Sea
f € H(C) para la que existe M > 0 con |f(z)| < M para todo z € C. Por el teorema de Taylor,
para z € C,

(n)
f=y 0

pero por la desigualdad de Cauchy, para todo R > 0,

f(w)]

[f"0)]  mdxweo(r)-
nl = R

y tomando limites cuando R — 400 tenemos que f(”)(O) = 0 para todo n > 1 y por tanto
f(z) = £(0) para todo z.

Teorema fundamental del algebra: C es algebraicamente cerrado, esto es, todo polino-
mio complejo de grado n es la forma p(z) = a[[,_,(z — ax) con o, as,...,a, € C. Demos-
tracion: Basta ver que todo polinomio complejo no constante tiene alguna raiz, pues el resto
se obtiene por induccion. Sea p un polinomio de este tipo y supongamos que Vz € C, p(z) # 0.
Sea f(z) = ﬁ, f es entera por serlo p y, como lim,_, . f(2) = 0, f es acotada y, por el
teorema de Liouville, constante, y por tanto p es constante.#

La imagen de una funcion entera no constante es densa en el plano. Demostraciéon: Su-
pongamos que existe @ € C\ f(C), con lo que existe p > 0 tal que D(a,p) N f(C) = 0,

esto es, |f(z) — al > p para z € C. Sea entonces g(z) = m una funciéon entera, como

<

)

IS

lg(2)| = m < %, g es acotada, luego g es constante y por tanto f también.#

Teorema de extension de Riemann: Sean ) un abierto, « € Q y f € H(Q\ {a}), f
tiene una extension holomorfa a  si y sélo si tiene una extension continua a €2, si y sélo si
esta acotada en un entorno reducido de «, si y solo si lim,_,4(z — ) f(2) = 0.



1 = 2 = 3 = 4] Obvio.

4 = 1] Sea

F es holomorfa en 2\ {a}, pero

F(z) - F(o)
/ _ 7. “\7) -\ ’ _ —
/(o) = tim =IO i (2 ) () =0,
luego F' € H(Q). Sea D(a, p) C Q, por el teorema de Taylor, sea ¢, = F(T;)!(a), como
co =c¢1 =0, para z € D(«, p),
F(z):ch(z—a (z —a) Z (z—a)” :(z—a)QchJrg(z—a)”
n=2 n=2 n=0

luego si z € D(a, p) \ {a}, f(2) =, cny2(z — a)™. Entonces

o) im {f(Z) si 2 # a,

Co Siz=a«

es una extension de f expresable como suma de potencias, y por tanto derivable, en
D(a, p), por lo que es derivable en « y por tanto una extension holomorfa de f en Q.

Teorema de convergencia de Weierstrass: Sean {f,}, C H(Q2), si (fn)n converge uni-
formemente en subconjuntos compactos de Q y f(z) := lim, f,(z) para z € 2, entonces f

es holomorfa en 2 si y solo si para cada k € N, ( f,gk))n converge uniformemente a f*) en
subconjuntos compactos de ).

<= ] Como el limite uniforme de funciones continuas es continuo, f es continua en €. Sea
A(a,b,c) C Q, como [a, b, c,a]* es compacto y la integral respeta la convergencia uniforme,

/ f=lim fo=0
[a,b,c,a] " Jla,b,c,a)

por el teorema de Cauchy-Goursat, pues las f,, son holomorfas. Como el tridngulo es
arbitrario, por el teorema de Morera, f es holomorfa en €.

=] Sean K C Q compacto, 0 < p < d(K,00) y H :={z € C | d(z,K) < p}, con lo que H
es compacto y K C H C Q. Sean a € K y k € N, aplicando la desigualdad de Cauchy a
fn_f €1 D(aap) g Ha

k! k!
£9(@) = FO@) < 5 i (fa(w) - )] < 5 mix] ) — f(w)]

Por la convergencia uniforme de (f,), en H, dado € > 0, existe ng € N tal que para
n > 0 es méxyen | fn(w) — f(w)] < e, luego |f(k)( ) — f#F)(a)] < :)%5 paran > ngy
a € K y por tanto méx,e i |fn (a) — f*F)(a)] < %5, de donde (f'r(zk))n — f®,



Capitulo

Ceros de funciones holomorfas

Sean Q un dominio, f € H(Q) y Z(f) =1{z € Q| f(z) = 0}, Z(f) tiene un punto de
acumulacion en Q si y solo si Ja € Q: Vk € N, fF)(a) = 0, si y s6lo si f es idénticamente nula.

1 = 2] Seana € Z(f) NQy D(a,p) C Q, existe {an}n C D(a,p)\ {a} con a, — a. Por el

teorema de Taylor,
o0
= Z cn(z—a)®
n=0

£ . .
( ), y queremos ver que todos los ¢, son nulos por inducciéon. Para n = 0,
fl(a ) = hmn flan) =0.Si¢y="--+=cp_1 =0, tenemos

para Cn

f( —ck—i— chz—a

(Z o n=k+1

Sea gi(z) =Y o ;1 ¢n(z —a)" " una funcién holomorfa en D(a, p) con gi(a) = 0, en-
r(z)

tonces = ¢k +9gk(z), pero ck+gr(a,) = 0y, tomando limites, 0 = ¢, +1im,, gr(a,) =

a)*

(z—
¢k + gr(a) = .
2 = 3] Sea A:={z€Q|VkeN, f¥)(2) =0} # 0, pues a € A. Como

A= (=2 f9) =0}

A es interseccion de cerrados y por tanto cerrado, ahora bien, sean z € Ay D(z,p) C Q,
por el teorema de Taylor, para w € D(z, p),

(k) (,
f(w):Zf '( )(U)—Z)”:O,

n.
n=0

luego f*)(w) =0y D(z,p) C A, con lo que A es abierto. Por conexion, A = Q.

3 = 1] Trivial.



FEl principio de identidad para funciones holomorfas afirma que si dos funciones holo-
morfas en un dominio €2 coinciden en un subconjunto de €2 con algiin punto de acumulacién en
), entonces coinciden en todo Q. En efecto, sean f,g € H(Q) y h = f — g, si f y g coinciden
en un subconjunto de este tipo, entonces Z(h)' N Q # @ y por tanto h es idénticamente nula,
luego f = g. También, si  es un dominio y f € H(f2) no es idénticamente nula, entonces todo
punto de Z(f) :={z € Q| f(z) =0} es aislado y Z(f) es numerable.

Sean f € H(2) y a € Q con f(a) = 0, decimos que f tiene en a un cero de orden min{n €
N | f™(a) # 0}. Una funcion f holomorfa no idénticamente nula en en un dominio § tiene un
cero de orden k > 1 en a € Qsi y solo si Ig € H(Q) : (g(a) #0AVz € Q, f(2) = (z — a)kg(2)).

=] Sea D(a,p) C Q, existe (cp)n>k con ¢ # 0y f(z) = Y07, co(2 — a)™ para cada

z € D(a, p). Entonces
HE iz 4a
g(z) = 7" ’

Ck siz=ua

es holomorfa en Q\ {a} y cumple g(z) = >"°7, ¢,(z—a)" " para todo z € D(a, p), luego
es holomorfa en D(a, p) y, por tanto en a. Asi, g € H(Q), g(a) #0y f(2) = (z — a)*g(2)
para z € .

<=] Sea D(a,p) C Q, por el teorema de Taylor existe (a,), tal que g(z) = Y, an(z —a)”
para z € D(a, p), con ag = g(a) # 0 y entonces f(z) = Y., an(z —a)"** y por tanto
f9D(a)=0parage{0,....k—1}y f®(a) = klag # 0.

Regla de L’Hopital: Sean € un dominio, f,g € H(€2) no idénticamente nulas y a € Q con
f(a) = g(a) = 0, entonces
I
LI 1)

Sagz) e g()
Demostracion: Por lo anterior, existen m,n € Ny F,G € H(Q) con f(z) = (z — a)"F(2),
g(z) = (# —a)"G(z) y F(a),G(a) # 0. Como el conjunto de puntos donde g se anula esta
formado por puntos aislados y g(a) = 0, debe haber un disco perforado alrededor de a donde g
no se anula. También hay un disco perforado alrededor de a donde ¢’ no se anula, por el mismo
motivo si ¢’(a) = 0 o por continuidad si ¢'(a) # 0. Sea entonces D(a,p) C Q con g(z) # 0y
g'(z) # 0 para z € D(a, p) \ {a}, para estos puntos,

f) _ (=0 F() PG gy
g(2) (z —a)"G(2)’ J'(2) nG(z

F(2)4+ (z —a)F'(2)

+(z-a)G(z)
Tomando limites cuando z — a, si m = n, ambos limites valen géz
nulos, y si m < n, ambos son co.

g

; st m > n, ambos son

Z



Capitulo 3

Forma general del teorema de
Cauchy

3.1. Indice de un punto respecto a una curva

Toda curva 7 : [a,b] — C* tiene argumentos continuos, y si 6 y ¢’ son argumentos continuos
de v, entonces 0(b) — 0(a) = 0'(b) — #'(a). Demostraciéon: Sean p = miny[q) [7(t)] > 0,
0 > 0 tal que si |s — t| < & entonces |y(s) —v(t)] < p, a =1tp < ... < t, = b una particion
de [a,b] tal que tx —tp—1 < 0 para cada k y Dy = D(vy(tx), p). Entonces 0 ¢ Dy, para ningin
ky v(t) € Dy para t € [tg_1,tx], luego los discos consecutivos se cortan. Como cada Dy, es
un dominio estrellado que no contiene al 0, existe un logaritmo holomorfo, y por tanto un
argumento continuo, de la identidad, una funcién Ay : Dy — R con Ag(z) € Argz para cada
z € Dy. Sean ahora 0i(t) = Ap(y(t)) € Arg(y(t)) v mi = Or(tx) — Ops1(tr), y definimos
0 : [a,b] = R como 6(t) = 0(t) + Zf;ol my, para t € [ty_1,tr]. Entonces 6 esta bien definido,
pues O 1(t) + S mi = Ors1 () + 220 Mk + O (tr) — Oryr (1) = Ot + 3120 mu, v es
un argumento continuo de « en [a,b]. Ahora bien, si § y ' son argumentos continuos de 7,
0 — ¢’ es una funcion continua en [a, b] que toma valores multiplos de 27 y por tanto debe ser
constate, existiendo k € Z tal que 0(t) — 6'(t) = 2kn para todo 6.

Sean v : [a,b] — C una curva, z ¢ v* y § un argumento de v — z, llamamos variaciéon del
argumento de z a lo largo de vy a 8(b) — 6(a), e indice de ~y respecto de z a

0(b) — 0(a)

Ind,(2) := o
s

Si v es una curva cerrada:

1. Ind, : C\ v* — Z es continua, y por tanto constante en cada componente conexa del
dominio.
Sean zg ¢ v*, p = minge[q ) [V(t) — 20| > 0y 2 € D(20,p) € C\ 7, entonces y(t) — 2z =
+)—
((t) — 20) 2402, pero




, ,;’((tt)) ; € D(1,1), donde el argumento principal es continuo. Sea 6
() —

un argumento de v — zg, tenemos que 9(t) := 0y (t) +arg S =z S un argumento continuo
de v(t) — z, pero como 6(b) —0(a) = 0y(b) — bp(a), entonces Ind ~(z) =Ind,(20) para todo
z € D(zg, p). Asi, Ind, es localmente constante y por tanto continua.

luego para t € [a, b]

2. Ind, se anula en la Gnica componente no acotada de C\ ~*.

La componente existe y es tinica porque v*, al ser la imagen de un compacto por una
funcion continua, es un compacto y existe R tal que v* C D(0, R), con lo que C\D(0, R) C
C\ ~*, v al ser conexo, estd en una componente conexa del conjunto. Sea ahora zy con
Rezp < —R, es claro que zy ¢ ~*, luego Re(v(t) — z9) > 0y, como (y — 29)* esta
en el semiplano de la derecha, el argumento principal es continuo. Como zy esté en la

componente conexa no acotada y el indice es constante en cada componente, para z en

arg(y(b)—zo) —arg(z(a)=z0) _
21 :

la componente no acotada, Ind,z = Ind, 2y =

Sea v un camino cerrado y z ¢ v*, entonces

Ind, (z) = QL/ ! dw.
i), w— 2

Demostracion: Sea ¢ un argumento continuo de v — z, entonces ¢(t) == log |v(t) — z| + i6(t)
es un logaritmo continuo de y(t) —z . Sea a = tg < ... < t,, = b una particion del dominio [a, b]
7' (#)
v(t)—=

de v tal que 7|, _, 1, es derivable. Entonces ¢ = <p|
para t € (tx—1,tr). Integrando,

/le_zdw:/a —zdt Z/k OEE i(@k(tk)—wk(tk,l)):

k=1

también lo es y ¢} (t) =

[th—1,tk]

n

= (o(tr) —@(tr-1)) = p(b) — p(a) = log |y(b) — z| +i0(b) —log|y(a) — 2| —if(a) =
k=1

=1i(6(b) — (a)) = 2milnd, (2).

3.2. Cadenas

Una cadena es una expresiéon de la forma I' :== myy; + -+ + my7y, donde los m; son
enteros y los 7; son caminos. Llamamos soporte de I' a I'* := J, 7} v longitud de T" a
AT) = Imell(yk). Si ¥ = nyo1 + --- + npo, es otra cadena, llamamos I' + ¥ == myvy; +

A+ mgYg + k101 + - - + kpop. Dada f : I — C, llamamos

/Ff:—zkjmk K

y claramente se cumplen la aditividad de la integral y la acotaciéon basica

‘/f‘<€ méx | f(2)].



Un ciclo es una cadena formada por caminos cerrados, y llamamos indice de z ¢ T'*
respecto al ciclo I' a Indr(z) = >, miInd,, (2). Entonces Indp : C\ I'* — Z es continua y
constante en cada componente conexa del dominio, y se anula en la componente conexa no
acotada.

Dos cadenas I' y X son equivalentes si para toda f continua en I'* U X* es

-1

Dado un abierto €2, un ciclo I" en Q es nulhomologo respecto de Q si Vz € C\ Q, Indp(z) = 0.

3.3. Forma general del teorema de Cauchy

Formula integral de Cauchy: Sean I' un ciclo en € nulhomélogo respecto de Q 'y f €
H(QY), para z € Q\ T,
f(w
Indp(
f(z)n 2m / — z

Demostraciéon: Primero vemos que si F': Q x I'* — C es continua, entonces h : Q@ — C

dada por
z) :/F(z,w)dw
r

es continua en €. En efecto, sean a € Q y (z,), una sucesion de puntos de € convergente a a,
entonces

|h(zn) = h(a)| =

F(zp,w) — F(a,w)|.

jﬁuwznnu>z«aﬂu»dwlgzxr)nmx

wel™
Como K := {{z,}nU{a}} xI'* es compacto por ser producto de compactos, F' es uniformemente
continua en K. Dado € > 0, existe § > 0 tal que si |z — 2/|, |w — w’| < § entonces |F(z,w) —
F(Z,w")| < e. Sea ng tal que, para n > ng, |z, — 20| < 0, entonces |F(z,,w) — F(a,w)| < g,
luego |h(zy,) — h(a)| < £(T")e para n > ng, con lo que h(z,) — h(a) y, como a es arbitrario, h
es continua en .

Si ademas, para w € T, F, : @ — C dada por F,(z) := F(z,w) es holomorfa en €,
entonces h € H(Q). Primero vemos que, dados v : [a,b] = C y o : [¢,d] — C,

// (zwdwdz—// ~ (t)dt o' (s)ds =
// ) @yasOar = | [ etz

y por linealidad esto también sirve cuando en vez de curvas tenemos cadenas. Entonces, para
A(a,b,c) C Q,

/ h:/ / zwdwdz-// zwdzdw—/Odw:O7
la,b,c,a] la,b,c,a] la,b,c,a] T



pues F,(z) = F(z,w) es holomorfa en Q. Como el tridngulo era arbitrario, el teorema de
Morera nos dice que h € H(Q).

Sea ahora P
w)— z .
F(z,w) := w=z S? 2Fw,
f'(2) si z = w.

F es continua en {(z,w) € Q x Q | z # w}. Para ver que también lo es en los puntos de
la forma (a,a) con a € Q, dado € > 0, existe 6 > 0 con D(a,d) C Qy |f'(z) = fl(a)] < €
para z € D(a,0), y queremos ver que, si |z — a|,|w — a| < §, entonces |F(z,w) — F(a,a)| =
|F(z,w) — f'(a)] < €. Para z = w, esto equivale a que |f'(z) — f'(a)| < €, que se cumple por
hipotesis. Para z # w,

1
f6) - 1w = [ Fdi= [ (0wt (- wd
[w,z] 0
luego )
F(z,w) = /0 F1 (1= t)w + tz)dt.
Entonces
|F(z,w) = f'(a)] = /O (f'(Q=thw+tz2) - f’(a))dt’ S/O |F (1 =tyw +tz) — f'(a)|dt <,

pues (1 —t)w + tz € [w, z]* C D(a,d) y podemos usar esta acotacion.

Ahora bien, fijado w € Q, sea F,,(2) = F(w,z2), es claro que F,, € H(Q \ {w}), y como
F, € C(2), por el teorema de extension de Riemann, F,, € H(2), de donde h € H(f2) por el
resultado de antes.

Sea g := {z € C\T™* | Indr(z) = 0}, que es abierto por ser unién de componentes conexas
de C\ T'*. Como T" es nulhomologo respecto a 2, C\ Q C Qy y por tanto Q U Qy = C. Sea
Fy: Qo xI'* — C dada por Fy(z,w) := % Esta esta bien definida por ser Qg y I'* disjuntos
y por tanto z # w, y es continua. Fijado w € Q*, Fy,, € H () por ser una funcioén racional,
con lo que por el resultado del principio,

ho(z) = /FFozw /f—z

es holomorfa en 2. Sea ahora

o(z) = {h(z) sizeQ,

ho(z) siz € Qo,

para ver que @ estd bien definida debemos ver que para z € QN Qp, h(z) = ho(z), pero como
z € Qg y por tanto z ¢ T'*,

I [ Mg [
Jaw .

Tw—=2

. Ind, (2)=0

— f(2)Indr(z)2mi

ho(z)



Como ¢ es holomorfa en 2 y g, es entera. Sea R > 0 tal que I'* C D(0, R) y |z| > R, entonces
z esté en la componente no acotada de C\ I'* y por tanto en g, luego ¢(z) = ho(z), y como
Yw e T, |lw—z| > |z]| —

MAXyer-

f(w)

‘ < (T') méx
w—z wel*

<)

-z 2| =

Tomando limites cuando z — oo queda lim,_, o p(z) = 0, luego ¢ esta acotada y, por el
teorema de Liouville, es constante, y como el limite vale 0, es idénticamente nula. Entonces,
para z € Q\ T,

- SRS CIWY VS
/ it Y o — f(:)nde ()27,

y despejando se obtiene la férmula.
En estas condiciones, la forma general del teorema de Cauchy afirma que

[1=o

En efecto, para a € Q\I'*, aplicando la formula integral de Cauchy a g(z) = (# —a) f(2), como

g(a):(L 1 )
0 = g(a)Indr(a) = /(“’_“)f(w)dwz./rf

211 w—a 211

Dos ciclos T" y ¥ en un abierto {2 son homolégicamente equivalentes respecto de )
si Vz € C\ Q,Indr(z) = Indg(z). © es homolégicamente conexo si todo ciclo en Q es
nulhomologo respecto de €2, si y solo si es un abierto cuyo complemento no tiene componentes
conexas acotadas.

<= Sean 2 un abierto de este tipo, ¥ un camino cerrado en Q, R > 0 con v* C D(0, R),
z ¢ Q, C la componente conexa de C\ Q que contiene a z y U la componente conexa no
acotada de C\ v*. Claramente C\ D(0, R) C U, y como por hipotesis, C' no esta acotada,
debe ser CNU # ). Como C C C\Q C C\~* debe ser C C U y por tanto z € U, por
lo que Ind,(z) = 0.

3.4. Singularidades aisladas

Sean ) un abierto, a € Qy f € H(Q\ {a}), f es regular en a 0 a es un punto regular
de f si podemos definir f en a de forma que sea derivable en a, si y solo si lim,_,, f(z) € C
(suponiendo que dicho limite exista) por el teorema de extension de Riemann, y de lo contrario
decimos que a es un punto singular de f o f tiene una singularidad aislada en a.

Un punto singular a de f es un polo de orden k si k es el minimo natural tal que z —
(z — a)k f(2) es regular, y si no existe tal k, a es una singularidad esencial. La funcién f
tiene un polo en a de orden k si y solo si lim, _.,(z — a)* f(z) € C* (suponiendo que el limite

exista), si y solo si Jp € H(Q) : (p(a) Z0AVz € Q\ {a}, f(2) = o(z) ).

(z—a)k




Dados un abierto 2, a € Qy f € H(Q\ {a}), lamamos residuo de f en a a

1
R =
es(f,a) 277 St /s

donde p es cualquier radio tal que D(a, p) \ {a} C Q. El valor no depende del radio, pues

[
C(a,R) C(a,p)

g
/C(a,R)l[oy,\.]J;»[R,p].c(a,p)[o‘ﬂ.]ﬂl[p,R] C(a,R)l[,,\.ﬁo]%[R,p];c(a,p)l[,ﬂ10]+[7p,7R]

incluyendo cada curva en un abierto nulhomoélogo que contenga al semianillo.
= Si a es regular, Res(f,a) = 0.
Basta extender f a a de forma holomorfa y aplicar el teorema de Cauchy.
= Si a es un polo de orden k,

1 _
Res(f,0) = Gy lm (= = )" 7(2)) .
Existe g € H(Q) con g(z) = (z — a)¥ f(2) para z € Q\ {a}. Cerca de a, tendra una serie
de Taylor ), ¢,(z —a)", pero por el teorema de Taylor,

(n)
ZAIC JR y  BS
n! 270 Je(a,py (2 —a)"tt

y en particular

1 1 g(z) g% V()
Res(f.0) = 55 /C(ayp) e /C(a,p) Goaf = 1= Ty

» Si f =4 cong,heH(Q),las tnicas singularidades de f son los ceros de h, y si h tiene

un cero de orden k en a y g(a) # 0, entonces f tiene un polo de orden k en a. Si el polo
es simple,
g(a)
Res(f,a) = W)
Res(f,a) =lim,,q(z — a)f(2) = lim,.(2 — a) Z%i% =g(a)lim.—q 505 = }f,((‘;)).

3.5. Teorema de los residuos

Sean Q C C abierto, S C Q con S'NQ =0, f € H(NQ\S) y I un ciclo en 2\ S nulhomologo
respecto de 2, entonces {a € S | Indr(a) # 0} es finito y

/r f=2mi Z Res(f,a)Indr(a).

a€esS



Demostracion: Sea Qy = {z € C\ I | Indr(z) = 0}, que es abierto por ser uniéon de
componentes conexas de C\ I'*. Como I' es nulhomologo respecto de 2, C\ Q C Qp. Sea
K =C\Qy=T*U{z € C\T"* | Indr(z) # 0}, que es cerrado por ser complementario de un
abierto y acotado porque no corta a la componente no acotada de C\ I'*, luego es compacto.
SiSNK ={a €S| Indr(z) # 0} no fuera finito, tendria un punto de acumulaciéon que,
por compacidad, deberia quedarse en K C €, luego no seria S’ N Q = (4. Asi, la suma en el
enunciado del teorema es finita.

Sean SNK =: {ai,...,a,}, p > 0 tal que para cada k, D(ay,p) C Qy D(ag, p)NS = {ay},
my, == Indr(ag), v = C(ak, p) y = = D {_, miyk. Veamos que I'— ¥ es nulhomologo respecto
de Q\ S. Para z ¢ Q\ S:

» Siz¢Q Indr(z) =0,y como z ¢ D(ay, p) para ningtn k, Inds(z) = 0.

» Siz€S, 2#ay,...,a4 Indr(z) =0y como, por definicién, z ¢ D(ay, p) para ningtn k,
Indz(z) =0.

» Si z = a; para algtn j, Indr(a;) = m;. Ind,, (a;) = 1, y para k # j, a; ¢ D(ax,p) y por

J

tanto Ind,, (a;) = 0, luego Indyx;(a;) = m;.

Aplicando ahora el teorema de Cauchy,

r-x

luego

= f= = Indr(a; =27y Indp(a; ).
[i=s émk/%f > ﬂa»/aw)f 2’3" Indr (a;)Res(f, a,)

k=1
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