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Capitulo 1

Anillos

1.1. Operaciones binarias

Una operacion (binaria) en un conjunto X es una aplicacion * : X x X — X escribimos
a x b= x(a,b), y decimos que * es:

= Conmutativa si Vz,y € X,z xy =y *x.
= Asociativa si Vz,y,z € X, (zxy) x 2z =z (y * 2).
Unz € X es:

= Neutro por la izquierda de X con respecto a * si Vy € X,z xy = y, por la derecha
si Vy € X,y *xx = x y neutro si es neutro por la izquierda y por la derecha.

= Cancelativo por la izquierda en X respecto a * si Va,b € X, (x*xa = 2xb = a =),
por la derecha si Va,b € X, (axx =bxax — a =1b) y cancelativo si es cancelativo
por la izquierda y por la derecha.

= Simétrico de y € X por la izquierda si existe un neutro e tal que =z *x y = e, por la
derecha si y x x = e y simétrico de y e invertible si es simétrico por la izquierda y
por la derecha.

Dado un conjunto X y una operacion * en X, (X, %) es:
1. Un semigrupo si * es asociativa.
2. Un monoide si ademés X tiene un elemento neutro respecto a .
3. Un grupo si ademés todo elemento de X es invertible.

4. Un grupo abeliano si ademés * es conmutativa.



Ejemplos:
1. (N, +) es un monoide conmutativo, y (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C, +) son grupos abelianos.
2. N, Z, Q, R y C son monoides conmutativos con el producto.

3. Llamamos Y al conjunto de funciones de X a Y. Dado un conjunto X, (X*¥,0) es un
monoide, pero no es conmutativo si | X| > 2.

Dada una operacion * en un conjunto X:

1. Si * es conmutativa, todo neutro por un lado es neutro, todo elemento cancelativo por
un lado es cancelativo y todo elemento con simétrico por un lado es invertible.

2. Si e es neutro por la izquierda y f lo es por la derecha, e = f. En particular, X tiene a
lo sumo un neutro.

Dado un monoide (X,*) y a € X:

1. Si z es simétrico por la izquierda de a e y es simétrico por la derecha de a, entonces
x = y. En particular, a tiene a lo sumo un simétrico.

2. Si a tiene simétrico por un lado, es cancelable por dicho lado. En particular, todo inver-
tible es cancelable.

1.2. Anillos

Un anillo es una terna (A, +,-) formada por un conjunto A y dos operaciones sobre A
llamadas suma y producto tales que (A, +) es un grupo abeliano, (4, ) es un monoide y el
producto es distributivo respecto de la suma, es decir, Va,b,c € A,(a- (b+¢) = (a-b) + (a-
)N (a+b)-c = (a-c)+(b-¢)). Si ademas - es conmutativo, (A, +,-) es un anillo conmutativo.

Asumimos que el producto tiene méas prioridad que la suma, y escribimos ab = a - b.
Llamamos opuesto de a € A, —a, al simétrico de a respecto de la suma, y escribimos a — b =
a+(—b). Si ademas a es invertible, llamamos inverso de a, a1, al simétrico de A respecto del
producto. Si b es invertible en A y A es conmutativo, escribimos a/b = ¢ = ab~ 1. Decimos
que a € A es regular si es cancelable respecto del producto o singular en caso contrario. Una
unidad de A es un elemento invertible, y llamamos A* al conjunto de unidades de A.

Ejemplos:
1. Z, Q, R y C son anillos conmutativos con la suma y el producto usuales.

2. Dada una familia de anillos (4;)cr, el producto [;.; A; es un anillo con las operaciones
definidas componente a componente, esto es, dados a,b € Hiel A, a+b:=(a;+b;)icr y
ab = (a;b;);cr. En particular, si A es un anillo y X es un conjunto, AX = [[,cx Aesun
anillo con la suma y el producto dados por (f+g)(z) == f(x)+g(x)y (fg)(z) = f(x)g(x).

3. Si A es un anillo y n es un entero positivo, el conjunto M, (A) de matrices cuadradas en
A de tamano n es un anillo con la suma y el producto habituales.



Sean A un anillo y a,b,c € A:

1. Todo elemento es cancelable respecto de la suma.

2. Todo elemento invertible es regular.

3. b+a=a = b=0,Ya € A,ba =a = b= 1. En particular, el 0 y el 1 son tnicos.
4. El opuesto de a es tnico, y si a es invertible, el inverso es tnico.

5. 0a =a0 =0.

6. a(—=b) = (—a)b = —(ab).

7. a(b—c) = ab— ac.

8. a 'y b son invertibles si y solo si lo son ab y ba, en cuyo caso (ab)~! =b"ta"t.

9. Si0=1, A= {0}.

Dado un anillo A, llamamos 04 al cero de Ay 14 al uno de A. Si a € A, definimos 0za := 0,
y paran € ZT, na = (n — )a+ay (—n)a = —(na). Definimos a’ := 14, para n € Z*,
a" :=a"la, y si a es invertible, a ™" = (a71)".

Dados un anillo A, a,b € Ay m,n € Z:

1. n(a+b) = na + nb.
2. (n+m)a =na+ ma.
3. n(ma) = (nm)a.

4. Sin,m > 0, a™t™ = a"a™ si a es invertible, esto se cumple para n y m enteros
b b b b
arbitrarios.

5. Si A es conmutativo y n > 0, (ab)” = a™b"™, y si ademas a y b son invertibles, esto se
cumple para todo entero n.

1.3. Subanillos

Sean * una operacion sobre un conjunto Ay B C A, B es cerrado respecto a * si Va, b €
B,axb € B, en cuyo caso * : Bx B — B dada por z%y := x xy es la operacion inducida en B
por #, que identificamos con *. Sea B cerrado respecto a *, si (A, ) y (B, *) son semigrupos,
B es un subsemigrupo de A; si son monoides con el mismo neutro, es un submonoide, y si
son grupos con el mismo neutro, es un subgrupo. Si B es cerrado respecto a las operaciones
+y-enAy (A,+,-)y (B,+,) son anillos con el mismo uno, B es un subanillo de A.

Para que B C A sea un subsemigrupo del semigrupo (A4, ), basta con que B sea cerrado
respecto a *; para que sea un submonoide del monoide (A, %), también debe contener al neutro,
y para que sea un subgrupo del grupo (A4, ), debe ademas ser cerrado respecto a inversos.

B C A es un subanillo de A si y so6lo si contiene al 1 y es cerrado para sumas productos y
opuestos, si y sblo si contiene al 1 y es cerrado para restas y productos, y en tal caso el cero
de A es el de B.



Algunos subanillos:

1. Todo anillo A es un subanillo de si mismo, el subanillo impropio, y el resto de subanillos
son propios.

Cada uno de Z, Q, R y C es un subanillo de los posteriores.
{0} es subanillo de A si y solo si A= {0}.

Llamamos subanillo primo de A a Z1 := {nl},cz, €l menor subanillo de A.

AR ol SR

Si Ay B son anillos y B # 0, A x {0g} es cerrado para sumas y productos pero no es
un subanillo de A x B.

6. Dado z € C, llamamos Z[z] = {a + bz}apez v Q2] = {a + bz}apeq- Dado m € Z,
Z[\/m] y Q[y/m] son subanillos de C, y si ademas m > 0, lo son también de R. Si m
es el cuadrado de un entero, Z[\/m| = Z y Q[/m] = Q, y de lo contrario a + by/m =
c+dy/m = a = cAb=d. Podemos ver Z[/m] con m < 0 como el conjunto de vértices
de un enlosado del plano complejo por losas rectangulares con base 1 y altura /|m|.

7. Dado un espacio topolégico X, {f € RX | f continua} es un subanillo de RX con la suma
y el producto por elementos.

8. Dado un espacio vectorial V, {f € V'V | f lineal} es un subanillo de (V' +,0).

9. Dado un anillo A y un conjunto X, {f € AX | f constante} es un subanillo de AX.

1.4. Homomorfismos

Un homomorfismo entre dos anillos A y B es una aplicaciéon f : A — B tal que para
x,y € A:

L f(@)+ f(y) = f(=z +y).
2. f(wy) = f(x)f(y).
3. f(1) =1

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo, y un automorfismo de A es un isomorfismo
de A en A. Dos anillos A y B son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Sean f: A — B un homomorfismo de anillos v a,b,ai,. .., a, € A:
1. £(0)=0.

2. f(=a) =—f(a).

3. fla=10) = f(a) — f(b).

4. flar+---+an) = flar1) + -+ flan).

5. f(na) =nf(a).

6. Si a es invertible, f(a) también lo es y f(a)~' = f(a™1).



7.
8.

flay---an) = fa1)- - f(an).
Si A’ es un subanillo de A, f(A’) es un subanillo de B.

9. Si B’ es un subanillo de B, f~!(B’) es un subanillo de A.
10. Si f es un isomorfismo de anillos, f~! también.
Ejemplos:
1. Dados anillos Ay B, f : A — B dada por f(a) = 0 es un homomorfismo si y solo si

1.5.

B=0.

. Sea B un subanillo de A, la inclusion i : B — A es un homomorfismo.

. Dado un anillo A, p: Z — A dada por p(n) := nl es el tnico homomorfismo de anillos

de Z en A.

. Dada una familia de anillos (A;)ier y j € I, la proyeccioén p; : [[,.; A; — A; dada por

pj(a) = a; es un homomorfismo.

. La conjugacién de complejos, dada por a + bi := a—bi para a,b € R, es un automorfismo

en C. Del mismo modo, si d es un entero que no es un cuadrado, definiendo el conjugado de
a-+bv/d como a—bv/d en Z[+/d] o en Q[/d] tenemos un automorfismo. Entonces llamamos
norma a la aplicacion N : Z[Vd] — Z o N : Q[Vd] — Q dada por N(a + bV/d) ==
(a4 bVd)(a — bVd) = a® — bd.

Ideales

Un ideal de un anillo conmutativo A es un subconjunto I C A no vacio tal que Vz,y €
I,x+yelyVeelVae A, ax € I. Todo ideal contiene al 0.

1.

2.

3.
Dado

Dado un anillo 4, 0 := {0} es un ideal de A llamado ideal cero, y A es un ideal llamado
ideal impropio, en oposiciéon al resto que son ideales propios.

Dado un anillo A y T' C A, llamamos ideal generado por T a

TA:=(T):= {i aktk}
k=1

En particular, dado b € A, llamamos ideal principal generado por b a (b) := bA := {b}A.
Todos los ideales de Z son de esta forma.

neEN,ar €At €T

Sean I un ideal de A y J un ideal de B, I x J es un ideal de A x B.

un ideal I de A, a,b € A son congruentes médulo I, a =bméd I,sib—a € I, y esta es

una relacion de equivalencia en A con clases de equivalencia de la forma [a] := a+1 = {a+2x}er
y conjunto cociente A/I = {[a]}aca. Ademés, a = bméd (0) < a =b.

Las operaciones [a] + [b] := [a+ b] y [a][b] := [ab] estan bien definidas y dotan a A/I de una
estructura de anillo conmutativo con cero [0] y uno [1], que llamamos anillo cociente de A
moédulo 1.



AJ0= Ay A/A=0. Dado n € Z*, llamamos Z,, = -2 = {0+ nZ,...,(n— 1) + nZ}.
Dado un anillo conmutativo A:

1. b € A es invertible si y solo si (b) = A.
2. Un ideal I de A es impropio siy s6lo si 1 € I, siy solo si I contiene una unidad de A.

Sea f : A — B un homomorfismo de anillos, llamamos nticleo de f a ker f = f~1(0).
Entonces Imf es un subanillo de B y ker f es un ideal de A.

Un homomorfismo de anillos f : A — B es inyectivo si y s6lo si ker f = 0.

Teorema de la correspondencia: Si I es un ideal de A, J + J/I := {[a]}acs s una
biyeccion entre el conjunto de los ideales de A que contienen a I y el de los ideales de A/I, y
tanto 7 como 7! preservan la inclusion.

Demostracion: Empezamos viendo que, si J 2 I es ideal de A, J/I es un ideal de A/I.
Como 0 € J, [0] € J/I # 0; para [z],[y] € J/I, [z] + [y] = [v +y] € J/I, y para [z] € J/] y
[a] € A/I, [a][z] = [ax] € J/I. Ademas, 7= (J/I) = J, pues n=Y(J/I) = {z | n(x) = [z] €
J/I}, perosix € J, [z] € J/I, ysi[z] € J/I, existe a € I C J con z+a € Jy por tanto
—a€Jy(x+a)—a=zel.

Ahora vemos que, dado un ideal X de A/I, 7~*(X) es un ideal de A que contiene a I. En
efecto, como [0] =T € X, 77 1(X) = {z | [z] € X} 2 0; para x,y € 7~ 1(X), [z], [y] € X, luego
[r+y=[z]+y) e Xyr+yenrm (X);paraz € 71 (X)yac€ A az] =[a]fz] € Xy
ar € 7 Y(X),yparaxz €I, [z] € I/I =0, luegoxz € 7~ 1(0) C 7 1(X) el C 7 !(X). Ademas,
7 U(X)/T = { | [o] € X}/T = {[a] | [+] € X} = X.

Para ver que 7 preserva la inclusion, sean I C J C K ideales de A, queremos ver que
J/I CK/I. Para[z] € J/I,existea€ I CJconz+a€ J,luegor=(x+a)—aceJCKy
por tanto [z] € K/I. Queda ver que 7~! también preserva la inclusion. Sean X C Y ideales de
A/I, queremos ver que 71 (X) C 77 1(Y). Sea x € 7~ 1(X), entonces [z] € X C Y, luego existe
aclCn Y (Y)conz+aca }(Y),ycomon (V) esunideal, z = (v +a) —a € 7~ 1(Y).

1.6. Operaciones con ideales
La interseccion de una familia de ideales de A es un ideal de A, con lo que (X) es la

interseccion de todos los ideales de A que contienen a X. Por otro lado, si {I,}.cx es una
familia de ideales de A, definimos los ideales

S C X finito, a, € Iw},

zeX €S

n
ng; = {ZHQ’” neN,SQXﬁnito,akwelz}.
zeX k=1z€eS

Entonces:
1. Si {I,}sex es una familia de ideales de A, > . I = (U,ex Io)-
2. SiIy,...,I, sonidealesde A, I\ ---I,, = ({xl . ~xn}Ik€Ik).

Sean n, m € Z coprimos, (n)(m) = (nm), (n)N(m) = (mcm(n,m)) y (n)+(m) = (mecd(n, m)).



1.7. Teoremas de isomorfia

Primer teorema de isomorfia: Dado un homomorfismo de anillos conmutativos f : A —
B, existe un tnico isomorfismo de anillos f : A/ker f — Imf tal que io f op = f, donde
i:Imf — B eslainclusion y p: A — A/ ker f es la proyeccion. En particular,

A/ker f = Imf.

Demostracion: Sean K := ker f e I := Imf. La funcion f : A/K — I dada por f(x + K) =
f(z) esta bien definida, pues si  + K = y + K, x —y € K y por tanto f(z) — f(y)
flx—y) =0y f(z) = f(y). Es claro que f es un homomorfismo de anillos suprayectivo. Para

ver que es inyectivo, sea ¥ + K € ker f, entonces 0 = f(r + K) = f(z) y por tanto z € K y

x+ K =0+ K =0.Paraver queio fop=f, (iofop)(z) = f(r+ K) = f(z) para todo
x € A. Para la unicidad, sea f : A/K — I otro isomorfismo con io fop = f, para x € A,

[+ K) =i(f(p(z)) = f(z) = f(z+ K).
Asi, si Ay B son anillos conmutativos, ‘3;5 >~ A
Segundo teorema de isomorfia: Dados dos ideales I C J de A,

AT A

JjI T

Demostracion: J/I es ideal de A/T por el teorema de la correspondencia. Sea f : A/T — A/J
dada por f(a+1I) = a+ J, es facil ver que f es un homomorfismo de anillos suprayectivo y
que ker f = J/I, y entonces basta aplicar el primer teorema de isomorfia.

Tercer teorema de isomorfia: Sea A un anillo con un subanillo B y un ideal I:

1. BN I es un ideal de B.
Seanxz,ye BNIl,z+yce Byx+yecl,yseanx e BNlya€B,arelyar€eB.

2. B + I es un subanillo de A que contiene a I como ideal.

Seana,be Byz,yel, (a+x)—(b+y)=(a—b+(x—y)eB+1y(a+z)(b+y) =
ab+ay+ab+axy =ab+ (ay+br+2y) € B+I,ycomol € BC B+, B+1es
un subanillo. Ademas, para x,y € I, z+y € I C B+ I, yparaa € By z,y € I,

at+zT€A
(a+2)y e ICB+1I.

B _B+1I
Bnl I °
Sea f: B — A/I dada por f(x) :=x+ I, es claro que ker f = BNI e Imf = (B+1)/1,
y basta aplicar el primer teorema de isomorfia.

Un anillo A tiene caracteristica n € Z2° si n es el menor entero positivo con nl4 =04, 00
si no existe tal n. Sean A un anillo conmutativo, f : Z — A el iinico homomorfismo de anillos
(f(n) =nl) y n >0, A tiene caracteristica n si y solo si ker f = nZ, si y sélo si el subanillo
primo de A es isomorfo a Z,, si y solo si A contiene un subanillo isomorfo a Z,.



Teorema chino de los restos: Sean A un anillo conmutativo, n > 1 e I,..., I, ideales
de A con I; + I; = A para i # j, entonces 1 N--- NI, =1 --- I, y

A A

~

X X A

Ln---NnI, I I,
Demostracion: Supongamos primero n = 2. Como Iy + Io = A, sean z1 € I1 y x4 € I
con x1+x9 =1,paraa € 1 NIz, a =x1a+axs € I115, luego Iy NI C I1 15, y la otra inclusion
es clara. Por otro lado, f: A — % X % dada por f(a) := (a+ I1,a+ I3) es un homomorfismo

A A

de anillos con nticleo I; N I, y es suprayectiva porque para (a; + I1,a2 + I3) € X5

flarza + a2x1) = (a122 + agwy + Iy, a122 + azxy + Iz) =

Izzlgc’)d Il (

= (ar1@o + Iy, a0y + I2) a; + I, az + I).

r1=1 méd 12
El resultado se obtiene por el primer teorema de isomorfia.
Para n > 2, supongamos que esto se cumple para n — 1. Entonces, por la hipotesis de
induccion, I1 N ---NIL,_1NIL, =N N1L1), =1 - -I,_11, Para k <n — 1, existen
ar € Iy y b € I, con ag + by = 1 y, multiplicando,

n—1

1= H(ak—i—bk) =:ay- -ap-1+0b,
k=1

con b € I, porque en cada sumando que incluye hay al menos un factor en I,, y como
ar--ap1 €hLN---NI,_1,1€ (IlﬂmIn,1)+In y por tanto (Ilﬂmfn,1)+fn:A
Asi,

A - A A A A

~

= X X ... X
Ln--nlL Lo-nlL_, I, I I,

Xé
I,



Capitulo 2

Divisibilidad en dominios

Un dominio (de integridad) es un anillo conmutativo en que todos los elementos no
nulos son regulares, y un cuerpo es uno en que todos los elementos no nulos son invertibles.
Un subdominio es un subanillo de un dominio que es dominio, y un subcuerpo es un subanillo
de un cuerpo que es cuerpo. Todo cuerpo es un dominio. Si A es un anillo conmutativo:

1. A esun cuerpo siy solo si los tinicos ideales de A son 0y A, siy sélo si todo homomorfismo
de anillos A — B con B # 0 es inyectivo.

Una € Aesregularsiy solosiVbe A, (ab=0 = b=0).
A es un dominio si y so6lo si Va,b € A\ {0}, ab # 0.

L

Todo subanillo de un dominio es un dominio.
5. La caracteristica de un dominio no trivial es 0 o un ntimero primo.
Algunos dominios:
1. Z es un dominio no cuerpo, y Q, R y C son cuerpos.
2. Paran > 2, Z,, es un dominio si y sblo si es un cuerpo, si y s6lo si n es primo.
3. Sim € Z no es cuadrado de entero, Z[y/m] es un dominio no cuerpo y Q[y/m] es cuerpo.

4. Un producto de anillos no triviales nunca es un dominio.

2.1. Ideales maximales y primos

Un ideal I del anillo A es maximal si no esta contenido estrictamente en ningin ideal
propio de A, y es primo si Va,b € A, (abe I = a€ IVbe ). Sea I un ideal propio de A:

1. I es maximal si y s6lo si A/I es un cuerpo.
2. I es primo si y solo si A/I es un dominio.

3. Si I es maximal, es primo.



4. A es cuerpo si y so6lo si 0 es maximal.
5. A es dominio si y s6lo si 0 es primo.

Dado un conjunto S con un orden parcial, una cadena de S es un subconjunto totalmente
ordenado. S es inductivo si toda cadena suya tiene supremo. Del axioma de elecciéon se deduce
el lema de Zorn: Todo conjunto inductivo tiene un elemento maximal.

Todo ideal propio de un anillo esta contenido en un ideal maximal.

2.2. Divisibilidad

Dados un anillo conmutativo A y a,b € A, a divide a b, es un divisor de b o b es un
multiplo de a en A, a | b, si existe ¢ € A tal que b = ac. Propiedades:

1. Reflexiva.

2. Transitiva.
1]a]o0.

0la < a=0.

a |1 siy solosia es unidad, en cuyo caso Vo € A,a | x.

SO AN R

Si a divide a ciertos elementos, divide a cualquier combinacion lineal de estos con coefi-
cientes en A.

7. Si c es regular y ac | be, a | b.

Dos elementos a,b € A son asociados en A sia | b| aen A, siy solo si tienen los mismos
divisores, si y s6lo si tienen los mismos miltiplos. Esta relacion es de equivalencia.

Si D es un dominio, a,b € D son asociados en D si y s6lo si existe una unidad u de D con
b = au.

Sean A un anillo conmutativoy a € A\ (A*U{0}), a es irreducible en A si Vb,c € A, (a =
be = be A*Vece A*), yesprimoen AsiVb,ce A, (a|bc = a|bValc).

Si A es un dominio, todo primo es irreducible.

Irreducible en un dominio no implica primo.

Sean A un anillo conmutativo y a,b € A:

l.a=0 < (a)=0.
2. g€ A" = (a)=A.

alb < (b) C(a) < b€ (a).

- W

a y b son asociados si y solo si (a) = (b).
5. a es primo si y so6lo si (a) es un ideal primo no nulo de A.

6. Si A es un dominio, a es irreducible si y sdlo si (a) es maximal entre los ideales principales
no nulos de A, es decir, si (a) #0,Ay Vb e A, ((a) C (b)) #A = (a) = (b)).



Dados un anillo conmutativo Ay S C A, a € A es un maximo comiin divisor de S en A,
a = mcdS, si divide a cada elemento de S y es multiplo de cada elemento que cumple esto, y
es un minimo comin multiplo de S en A, ¢ = memsS, si es miltiplo de cada elemento de S
y divide a cada elemento que cumple esto. Para a,b € A:

1. a = mecdS siy solo si (a) es el menor ideal principal de A que contiene a S. En particular,

si (a) = (5), a = mcdS.

2. a = memS siy solo si (a) es el mayor ideal principal de A contenido en ()
particular, si (a) = [,c4(s), @ = mcmS.

ses(s). En

3. Sia=mecdS, b=mcdS siy solo si ay bson asociados en A.
4. Si a =memS, b =mcmS siy sblo si a y b son asociados en A.

5. Si a divide a todo elemento de S y a € (5), entonces a = medS. En tal caso llamamos
identidad de Bézout a una expresion de la forma a = a1s1+---+a,s, conay,...,a, €
Ay s1,...,8, €85, que existe porque a € (5).

6. mcdS = 1 si y sélo si los tinicos divisores comunes de los elementos de .S son las unidades
de A.

7.811€(5), medS =1.

2.3. Dominios de factorizacion tinica

Dado un dominio D, una factorizacién en producto de irreducibles de a € D es una

expresion de la forma a = up; - - - pp, donde u es una unidad de D y p1,...,p, son irreducibles
en D. Dos factorizaciones en producto de irreduciblesde a € D, a = upy - pm Yy @ = vq1 - * ¢,
son equivalentes si m = n y existe una permutacion o de N,, := {1,...,n} tal que para k € N,,,

Pk Y do(k) SO asociados, en cuyo caso u y v también lo son.

D es un dominio de factorizacion (DF) si todo elemento no nulo de D admite una
factorizacion en producto de irreducibles, y es un dominio de factorizacién tnica (DFU o
UFD) si, ademaés, todas las factorizaciones de un mismo elemento son equivalentes.

1. Teorema Fundamental de la Aritmética: Z es un DFU.
2. Dado m € Z*, Z[\/m] es un DF.

Un dominio D es un DFU si y s6lo si todo elemento no nulo de D es producto de una unidad
por primos, si y s6lo si D es un dominio de factorizacion en el que todo elemento irreducible
es primo.

1 = 2] Todo elemento no nulo de D puede expresarse como producto de una unidad por
irreducibles. Sea entonces p € D irreducible, queremos ver que p es primo, esto es, que
paraa,b € Dconp | ab,p|aop|b. Paraa =00b =0 esto es claro, por lo que suponemos
a,b#£0.Seat € D conpt =ab,sit=upy - pn, @ =0q " q¢n y b=wry---r; son las
factorizaciones en irreducibles de ¢, a y b, entonces uppy - - - pp, = (VW)q1 * - qmT1 -+ Tk, ¥
por la unicidad de la factorizacion, p es asociado de algin ¢;, y entonces p | a, o de algin
r;, y entonces p | b.



2 = 3] Como los primos en un dominio son irreducibles, D es un DF. Sean p € D irreducible,
u € D"y q,...,qx € D primos con p = uqy - -qr. Entonces o ¢; es unidad o lo es
ugs - - + qx, pero como qi no lo es, debe ser k = 1. De aqui, p y ¢; son asociados, y como
q1 es primo, p también.

3 = 1] Sean d = up; ---pp = vq1 - - - G, factorizaciones en producto de irreducibles de un
cierto d # 0 y podemos suponer n < m. Si n = 0, entonces d es unidad y, como los
divisores de unidades son unidades, m = 0 y las factorizaciones son equivalentes. Si
n > 0, supuesto esto probado para n — 1, como p,, es primo, divide a algin ¢; y, como
q; es irreducible, existe w € D* con p,w = ¢; y ambos son asociados. Podemos suponer
i = m, y entonces upi--:Pp = Vq1 - G- 1WPn Y UP1 - Pp_1 = (VW)q1 -+ Gm_1. Por la
hipétesis de induccién, n — 1 = m — 1, con lo que n = m, y existe una permutaciéon
7 en N, tal que p; y ¢-(;) son asociados para cada i, y obviamente 7 se extiende a
una permutaciéon o de N,, con esta propiedad. Por tanto las factorizaciones iniciales son
equivalentes.

2.4. Dominios de ideales principales

Un dominio de ideales principales (DIP o PID) es un dominio en que todos los ideales
son principales. Si D es un DIP y a € D\ (D* U {0}), a es irreducible si y solo si (a) es un
ideal maximal, si y solo si % es un cuerpo, si y solo si a es primo, si y solo si (a) es un ideal

primo, si y solo si % es un dominio.

1 <= 2] Sabemos que a es irreducible si y solo si (a) es maximal entre los ideales principales
no nulos de D, pero en un DIP estos son todos los ideales no nulos de D, y como a # 0,

(a) £ 0.
2 < 3 = 6] Visto.
1 << 4 < 5 < (] Visto.

Todo DIP es un DFU. Demostracion: Supongamos que existe a € D \ {0} que no admite
factorizacion en irreducibles. Entonces, como a no es irreducible ni unidad, existen z,y €
D\ (D*U{0}) con a = zy, y al menos z o y (por ejemplo x) no admite factorizacion, con lo
que (a) € (x). Por induccion existe una sucesion (a,)nen en D de elementos que no admiten
factorizacion con (ag) € (a1) € .... Sea I = (a1,az,...) = U,en(a@n), como D es un DIP,
existe z € D con I = (), luego = € |J,cn(an) y existe n con z € (a,). Como ademéas

an € I = (), (a,) = (x) = I y por tanto (a,) = (ant1)#-

2.5. Dominios euclideos

Dado un dominio D # 0, una funcién ¢ : D \ {0} — N es euclidea si cumple:
1. Va,b € D\ {0},(a|b = &(a) < 4(D)).
2. Yae D,be D\{0},3¢,r€D:(a=bg+rA(r=0Vir)<db)).



Un dominio euclideo es uno que admite una funcién euclidea.

1. El valor absoluto es una funcién euclidea en Z.

2. El cuadrado del modulo complejo es una funcion euclidea en Z[i].
Sean § una funcion euclidea en D, I un ideal de Dy a € T\ {0}, entonces

I=(a) < VxelI\{0},i(a)<d(z).

Como teorema, todo dominio euclideo es DIP.

Si 0 es una funcion euclidea en D, un elemento a € D es una unidad si y sélo si §(a) = d(1),
siy solo si Vo € D\ {0},0(a) < d(x).
2.6. Cuerpos de fracciones

Sean D # 0 un dominio y X := D x (D \ {0}), definimos la relacién binaria

(a1,81) ~ (az, 82) : <= a152 = aa8;.

Esta relacién es de equivalencia.
Llamamos a/s := ¢ = [(a,s)] € Q(D) := X/ ~, y las operaciones

ay n a2  a1s2+ a8 ap a2 _ a102

S1 52 5152 ’ S1 82 51527

estéan bien definidas.
Paraa,be Dy s,t € D\ {0}:

L. 2=9 <= a=0.

2. %:% — a=s
at __ a

3. E—;

4. =

b

S
a_ b _ atbd
5. 242 .

De aqui, (Q(D),+, ) es un cuerpo llamado cuerpo de fracciones o de cocientes de D cuyo
cero es % y Cuyo uno es % .
Q es el cuerpo de fracciones de Z. Es facil ver que la funcion u : D — Q(D) dada por
u(a) = a/1 es un homomorfismo inyectivo, por lo que podemos ver a D como un subdominio
de Q(D) identificando a cada a € D con a/1 € Q(D).
Propiedad universal del cuerpo de fracciones: Dados un dominio D y v : D — Q(D)

dada por u(a) = a/1:

1. Sean K un cuerpoy f: D — K un homomorfismo inyectivo, el inico homomorfismo de
cuerpos f: Q(D) — K con fou = f viene dado por f(2) = f(a)f(s)~".

2. Sean K un cuerpo no trivial y g,h : Q(D) — K homomorfismos que coinciden en D,
entonces g = h.



3. Sean F' un cuerpo no trivial y v : D — F un homomorfismo inyectivo tal que para
todo cuerpo K y homomorfismo 1nyect1vo f D — K existe un tnico homomorfismo
f F — K con fowv = f, entonces existe un isomorfismo ¢ : F' — Q(D) con ¢pov = u.

Sean D un dominio, K un cuerpo no trivial y f : D — K un homomorfismo inyectivo, K
contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

De aqui, para m € Z, Q(Z[v/m]) = Q[\/m], lo que nos permite identificar los elementos de
Q(Z[+/m]) con los de Q[/m)].

Sea K un cuerpo no trivial, existe un subcuerpo K’ de K llamado subcuerpo primo de
K contenido en cualquier subcuerpo de K, y este es isomorfo a Z,, si la caracteristica de K es
un entero primo p o a Q en caso contrario.



Capitulo 3

Polinomios

Dado un anillo conmutativo A, llamamos A[[X]] al anillo conmutativo de las sucesiones de
elementos de A entendidas como series de potencias en una indeterminada X, (a,), =
oo yanX™, con las operaciones

(an)n + (bn)n = (an + bn)m (an)n(bn)n = (Z akbn—k> .
k=0 "

Llamamos A[X] al subanillo de A[[X]] formado por las sucesiones con un ndmero finito
de elementos no nulos, a las que llamamos polinomios en X. A es un subanillo de A[X]
identificando los elementos de A con los polinomios constantes, de la forma P(X) = ag. Dado
un ideal I de A, {ag+a1 X +---+a, X" € A[X] |ag € I} e [[X] ={ao+ a1 X+ - F+a, X" €
A[X] | aog,...,a, € I} son ideales de A[X].

Dado p ==Y, .y peX* € A[X]\ {0}, lamamos grado de p a gr(p) := max{k € N | p; # 0},
coeficiente de grado k de p a pg, coeficiente independiente al de grado 0 y coeficiente
principal al de grado gr(p). Un polinomio es ménico si su coeficiente princial es 1. El polinomio
0 tiene grado —oo por convencién.

Un monomio es un polinomio de la forma aX™ con a € A y n € N. Todo polinomio en
A[X] se escribe como suma finita de monomios de distinto grado de forma tnica salvo orden.

Si P,@Q € A[X] \ {0} tienen coeficientes principales respectivos p y g¢:

1. gr(P 4+ Q) < max{gr(P),gr(Q)}, con desigualdad estricta si y sélo si gr(P) = gr(Q) y
p+q=0.

2. gr(PQ) < gr(P) + gr(Q), con igualdad si y sélo si pg # 0.

A[X] no es un cuerpo. Es un dominio si y sélo si lo es A4, en cuyo caso llamamos cuerpo de
las funciones racionales sobre A al cuerpo de fracciones de A[X].



3.1. Propiedad universal

Propiedad universal del anillo de polinomios (PUAP): Sean A un anilloy v : A —
A[X] el homomorfismo inclusion:

1. Para cada homomorfismo de anillos conmutativos f : A — By b € B, el tinico homo-
morfismo f: A[X] — B tal que f(X)=by fou= fes

f () - S0

2. A[X] y u estan determinados salvo isomorfismos por la propiedad universal: dados un
homomorfismo de anillos v : A — Py t € P tales que, para cada homomorfismo de
anillos f : A — By b€ B, existe un tnico f : P — B tal que fov = fy f(t) = b, existe
un isomorfismo ¢ : A[X] — P tal que pou=vy ¢(X)=t.

Asi:

1. Si A es un subanillo de B y b € B, el homomorfismo de sustituciéon o de evaluacion
enbesSy: A[X] — B dado por

Sp(p) == p(b) == Y _ pab",

y su imagen es el subanillo generado por A U {b}, llamado A[b]. Todo p € A[X] induce
una funcion polinémica p : B — B dada por p(b) := Sp(p).

2. Dado a € A, el homomorfismo de sustitucion Sx, es un automorfismo de A[X] con
inverso Sx_q.

3. Si A es un anillo conmutativo, % =

4. Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo f : A[X] — B[X]
dado por

f(p) = Z fpn)X™,
que es inyectivo o suprayectivo si lo es f.
5. Si A es un subanillo de B, A[X] lo es de B[X].

6. Si I es un ideal de A, el homomorfismo de reduccién de coeficientes médulo [ es
7 A[X] — (A/D)[X] dado por

(p) = (pn+DX".

n

N

Su ntcleo es I[X], por lo que (A/I)[X] & %.



3.2. Raices de polinomios

Sean f,g € A[X], si el coeficiente principal de g es invertible en A, existen dos tnicos
polinomios ¢, r € A[X], llamados respectivamente cociente y resto de la division de f entre
g, tales que f = gg+ry gr(r) < gr(g), y se obtienen con el algoritmo En particular, el grado
es una funciéon euclidea.

Entrada: Polinomios f y g # 0 con coeficiente principal de g invertible.
Salida: Cociente ¢ y resto r de f entre g.
m = gr(g);
funcion dividir(f,acc) // acc acumula términos de q.

n = gr(f);

si n < m entonces (ace, f);

sind dividir(f — %X"‘mg, acc + %X"‘m);
fin
q,r <—dividir(f,0);

Algoritmo 1: Divisién de polinomios.

Teorema del resto: Dados f € A[X]| y a € A, el resto de f entre X — a es f(a). De aqui
se obtiene el teorema de Ruffini, que dice que f es divisible por X — a siy solo si f(a) =0,
en cuyo caso a es una raiz de f.

Para f € A[X]\ {0} y a € A, existe m := max{k € N | (X —a)* | f}. Llamamos a m
multiplicidad de a en f, y a es raiz de f si y sélo si m > 1. Decimos que a es una raiz simple
de f si m =1y que es una raiz compuesta si m > 1.

La multiplicidad de a en f es el inico natural m tal que f = (X —a)™g para algtin g € A[X]
del que a no es raiz.

Si D es un dominio, f € D[X]\{0}, a1, ..., a, son n elementos de Dy a, ..., a, € Z° con
(X —ay)* | f para cada k, entonces (X —ay)** -+ (X —a,)* | f, porloque Y ;_, ap < gr(f)
y, en particular, la suma de las multiplicidades de las raices de f, y el nimero de raices, no son
superiores a gr(f).

Principio de las identidades polinémicas: Sea D un dominio:

1. Para f,¢g € D[X], si las funciones polinémicas f,g : D — D coinciden en m elementos
de D con m > gr(f),er(g), los polinomios f y ¢ son iguales.

2. D es infinito si y solo si cualquier par de polinomios distintos en D[X] define dos funciones
polinémicas distintas en D.

Como ejemplo de lo anterior, por el teorema pequeno de Fermat, dado un primo p, todos los
elementos de Z, son raices de 0 y X? — X.

Dado un anillo conmutativo A, definimos la derivada de P = Y, axX* € A[X] como
P == D(P) == 3,5, kar X*, y escribimos P(*) := Py P+l = P(k”)’. Dados a,b € Ay
P,Q e AlX]: -

1. (aP4+bQ) =aP +0bQ'.
2. (PQY = P'Q + PQ'.
3. (P"Y = nP" 1P,



Dados un dominio D de caracteristica 0, P € D[X]\ {0} y a € D, la multiplicidad de a en P
es el menor m € Ny con P (a) # 0.

3.3. Divisibilidad en anillos de polinomios

Dado un anillo 4, A[X] es un dominio euclideo si y sélo si es un DIP, si y solo si A es un
cuerpo.
Sean D un dominio y p € D:

1. p es irreducible en D si y solo si lo es en D[X].

=] Si hubiera @ € DI[X] con pQ = 1 seria grQ = 0y @ € D, pero sabemos que
p no es unidad en D#. Entonces si p = PQ con P,Q € D[X], como P,Q # 0,
grP = gr@ =0, luego P, € D y uno de P o @) es unidad.

<= Se obtiene de que D C D[X].

2. Si p es primo en D[X], lo es en D.

Sean a,b € D con p | ab, p | a o p | b en D[X], pero si, por ejemplo, pt = a para un
t € D[X], entonces grt =0y p | a en D, y para b es anilogo.

3. Si D es un DFU, p es irreducible en D si y so6lo si lo es en D[X], si y solo si es primo en
D, siy solo si lo es en D[X].

3 = 1,4 = 2] Por ser D y D[X] dominios.

1 = 3] Por ser D un DFU.

1 < 2,4 = 3] Son los puntos anteriores.

3 = 4] Sipesprimoen D, sean a = ag+---+a, X", b:=by+---+b, X™ € D[X] tales
que p 1 a,b, i el menor indice con p{a; y j el menor indice con p 1 b;, el coeficiente
de grado i + j de ab es aobi+j + -4 ai_lbj+1 + aibj + ai+1bj_1 + -+ ai+jb07 yp
divide a todos los sumandos de esta férmula salvo a a;b; por ser p primo en D, de
donde p t ab y por tanto p es primo en D[X].

Sea D un DFU, definimos ¢ : D\ 0 — N tal que ¢(a) es el namero de factores irreducibles
en la factorizacion por irreducibles de a en D, contando repetidos, y para a,b € D \ {0},
p(ab) = p(a) +¢(b) y p(a) =0 <= a€ D"

Si D es un DFU, K es su cuerpo de fracciones y f € D[X] es irreducible en D[X], es
irreducible en K[X]. Demostracién: Si no lo fuera, existirian G, H € K[X] con f = GH
y gr(G),gr(H) > 0, pues los elementos de grado 0 son nulos o unidades. Si tomamos repre-
sentantes de los coeficientes de G y b € D \ 0 maltiplo comtn de los denominadores en estos
representantes, g = bG € D[X], y si hacemos lo mismo con H obtenemos un ¢ € D \ {0}
con h := cH € D[X]. Entonces bcf = gh, y basta ver que existen ¢’,h’ € D[X] con f = ¢'I,
gr(g’) = gr(g) y gr(h’') = gr(h), pues entonces f no es irreducible en D[X]#. Para ¢(bc) = 0, po-
demos tomar g’ == (bc)"1g y ' := h. Sin = p(bc) > 0, probado esto para ¢(bc) = n—1, existen
p,d € D con be = pd y p primo, luego p | bef = gh en D[X] y, por estar en un DFU, p | g. Sea
entonces g € D[X] con g = pg, y por tanto gr(g) = gr(g), es pdf = bef = gh = pgh y df = gh,
y como ¢(d) = p(bc) — 1 =n — 1, existen g', " € D[X] con f = g'h’, gr(g') = gr(g) = gr(g) v
gr(i) = gr(h).



Como teorema, D es un DFU si y solo si lo es D[X].

= ] Primero vemos que todo a := ap+- - -+a, X" € D[X] con a,, # 0 no invertible es producto
de irreducibles. Si n + ¢(a,) = 0, a es unidad. Para n + p(a,) = 1, tanto sin = 0 y
p(an) =1comosin =1y ¢(a,) =0, a seria irreducible. Supongamos que n+ ¢(a,) > 1
y que esto se cumple para valores de n + ¢(a,) menores. Si a es irreducible o si n = 0
es obvio. De lo contrario existen b := by + -+ + b, X™, ¢ == co + --- + cx X* € D[X]
no invertibles ni unidades con b,,,cx # 0, luego 0 < m + @(by), k + o(ck) < m + k +
p(bm) + @(ck) = n+ ¢(ay,), y aplicando la hipotesis de inducciéon a by ¢ y «pegandoy
las factorizaciones se obtiene el resultado.

Queda ver que todo irreducible f de D[X] es primo. Para gr(f) = 0 ya lo tenemos. De
lo contrario, sean g,h € D[X] con f | gh, entonces f | gh en K[X], y f es irreducible y
por tanto primo en K[X]. Si, por ejemplo, f | g en K[X], existe G € K[X] con g = fG,
y queda ver que G € D[X], para lo cual, si a € D cumple aG € D[X] con ¢(a) minimo,
basta ver que ¢(a) = 0. Supongamos ¢(a) > 0y sean p,b € D con a = pb y p primo, con
lo que p | ag = afG en D[X]. Si fuera p | f, serfa p | fr para cada k y, como gr(f) > 1,
f no serfa irreducible#, luego p | aG en D[X]. Sea h € D[X] con aG = ph, entonces
pbG = ph y bG = h € D[X], pero ¢(b) < ¢(a), luego ¢(a) no es minimo.#

<=] D es un dominio y cada a € D\ (D* U {0}) es producto de irreducibles de D[X], que
tendran grado 0 por tenerlo a y seran primos por ser D[X] un DFU, por lo que seran
también primos en D. Por tanto D es un DFU.

Si D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones, definimos la relacién de equivalencia en K
x ~y:<= Ju€ D*:y=ux, conlo que [x] = xD* y, en particular, si z € D, [x] es el
conjunto de los asociados de z en D. Definimos - : K x (K/ ~) — K/ ~ como a(bD*) = (ab)D*.
Esto esta bien definido. Ademas, a(b(cD*)) = (ab)(cD*).

Definimos ¢ : K[X] — K/ ~ tal que, para p :== > ,o,pxX" € D[X], c(p) = {z | = =
medg>opr}, v para p € K[X], si a € D\ {0} cumple ap € D[X], ¢(p) == a~'c(ap). Esto esta
bien definido. Si ¢(p) = aD*, a es el contenido de p (a = ¢(p)).

Paraae K ype K[X]:

1. Siae Dype D[X],a|pen D[X]siysolosialc(p)enD.

2. ¢(ap) = ac(p).
3. pe DIX] < c¢(p) € D.

Un polinomio p es primitivo si ¢(p) = 1, esto es, si p € D[X] y medgpy = 1.

Lema de Gauss: Para f,g € D[X], ¢(fg) = ¢(f)c(g), y en particular fg es primitivo si
y solo si f y g lo son. Demostracion: f' = f/c(f) es primitivo, pues c(f’) = c(c(f)71f) =
c(f)~te(f) = 1, y andlogamente ¢’ := g/c(g) es primitivo, luego fg = c(f)c(g)f'g’ y basta ver
que f'¢g’ € D[X] es primitivo. Si no lo fuera, ¢(f’¢’) tendrfa un divisor irreducible, y por tanto
primo, p en D, luego p | f'¢' y entonces p | f'op|g’,conloquep|c(f)=10p]ec(g)=14#.

Dado f € D[X]\ D primitivo, f es irreducible en D[X] si y s6lo si lo es en K[X], siy solo si
VG, H € K[X],(f =GH = gr(G) =0V gr(H) =0), siysolosiVg,heDX](f=9gh =
gr(g) =0V gr(h) =0).

1 = 2 = 3] Visto.



3 = 4] Obvio.

4 = 1] Como f es primitivo, sus tnicos divisores de grado 0 son unidades, por lo que para
g,h € D[X] con f = gh, g o h es unidad.

De aqui que si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, los irreducibles de D[X] son preci-
samente los de D y los polinomios primitivos de D[X]\ D irreducibles en K[X].

3.4. Factorizacién en el anillo de polinomios de un DFU

Sean K un cuerpoy f € K[X]:

1. Sigr(f) =1, f es irreducible en K[X].

2. Sigr(f) > 1y f tiene una raiz en K, f no es irreducible en K[X].

3. Sigr(f) € {2,3}, f es irreducible en K[X] siy so6lo si no tiene raices en K.

Si D es un DFU con cuerpo de fracciones K, f =Y, ax X" € D[X] y n == gr(f), todas las
raices de f en K son de la forma £ con 7 | ag y s | ap.

Criterio de reduccion: Sean ¢ : D — K un homomorfismo de anillos donde D es un
DFU y K es un cuerpo, ¢ : D[X] — K[X] el homomorfismo inducido por ¢ y f un polinomio
primitivo de D[X]\ D, si ¢(f) es irreducible en K[X] y gr(¢(f)) = gr(f), entonces f es
irreducible en D[X].

En particular, si p € Z es primo, f =Y, ax X" € Z[X] es primitivo, n == gr(f), pfan y f
es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Z[X].

Criterio de Eisenstein: Sean D un DFU, f := ", a; X" € D[X] primitivo y n := grf, si
existe un irreducible p € D tal que Yk € {0,...,n—1},p| ax y p* { ap, entonces f es irreducible
en D[X].

Asi:

1. Sia € Z y existe p € Z cuya multiplicidad en a es 1, X™ — a es irreducible.

2. Para n > 3, llamamos raices n-ésimas de la unidad o de 1 a las raices de X" — 1 en
C, que son los n vértices del n-agono regular inscrito en el circulo unidad de C con un
vérticeenel 1. X" —1 = (X —1)®,,(X), donde ®,,(X) = X" 1 + X" 2 4 ... 4 X +1
es el n-ésimo polinomio ciclotémico y sus raices en C son las raices n-ésimas de 1
distintas de 1. En Q, X + 1 | ®4(X), pero si n es primo, ®,(X) es irreducible.

3.5. Polinomios en varias indeterminadas

Dados un anillo conmutativo A y n > 2, definimos el anillo de polinomios en n in-

determinadas con coeficientes en A como A[Xy,...,X,] = A[Xy,...,X,-1][X,]. Llamamos
indeterminadas a los simbolos X1,..., X,, y polinomios en n indeterminadas a los ele-
mentos de A[X1,...,X,]. Dados un anillo conmutativo A y n € N*:

1. A[X4,...,X,] no es un cuerpo.

2. A[X4,...,X,] es un dominio si y solo si lo es A.



3. Si A es un dominio, A[X7,...,X,]* = A*.
4. A[X4,...,X,] es un DFU si y solo si lo es A.

5. A[Xq,...,X,] esun DIP siy s6losin =1y A es un cuerpo.

Dados a € A e i == (i1,...,i,) € N*, llamamos a aX]'--- Xi» € A[Xi,...,X,] monomio
de tipo ¢ y coeficiente a. Todo p € A[Xy,...,X,] se escribe de forma tnica como suma de

monomios de distinto tipo,
pi= ) piX{ - X
Z‘eNn
con p; = 0 para casi todo i € N™.

PUAP en n indeterminadas: Sean A un anillo conmutativo, n € N* y v : A —
Al[X1,...,X,] la inclusion:

1. Dados un homomorfismo de anillos f : A — By b1,...,b, € B, existe un tnico ho-
momorfismo de anillos f : A[Xy,...,X,] —» B tal que fou = fy f(Xg) = by para
kEe{l,...,n}.

2. Dados un anillo conmutativo P, Ti,...,T,, € P y un homomorfismo v : A — P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A — By by,...,b, € B, existe un tnico
homomorfismo f : P — B tal que fov = f y f(Tk) = by para k € {1,...,n}, existe
un isomorfismo ¢ : A[Xy,...,X,;] — P tal que pou = vy ¢(Xi) = Ty para cada

ke{l,...,n}.
Ast:

1. Dados dos anillos conmutativos A C By by, ..., b, € B, el homomorfismo de sustitu-
cion S : A[Xy,...,X,] — B viene dado por p(by,...,b,) = S(p) == >, cnn pib}' - bir.
Su imagen es el subanillo de B generado por A U {by,...,b,}, A[b1,...,bs], v dados
dos homomorfismos de anillos f,g : Alby,...,by] = C, f = gsiysolosi fla=glay
f(bx) = g(by) para todo k.

2. Sean A un anillo y ¢ una permutacién de N,, con inversa 7 := ¢~ !, tomando B =
A[X1,...,Xn] ¥y be = Xox) en el punto anterior obtenemos un automorfismo & en
A[Xy,...,X,] con inversa 7 que permuta las indeterminadas.

3. A[Xl,...,Xn7Y1,...7Ym] = A[X1,7Xn][yrl,7ym} = A[Yl,...,Ym][Xl,...,Xn],pOI'
lo que en la practica no distinguimos entre estos anillos.

4. Todo homomorfismo de anillos conmutativos f : A — B induce un homomorﬁsmo f :
A[X1,..., Xp] = B[X1,..., X,] dado por f(p) ==, cnn f(0i) X7" -+ X0

Llamamos grado de un monomio aXf1 e X a4 4ip, ygradode p € A[X, ..., X,]\0,
gr(p), al mayor de los grados de los monomios no nulos en la expresion por monomios de p.
Entonces gr(p + q) < méx{gr(p),gr(¢)} y gr(pq) < gr(p) + gr(q).

Un polinomio es homogéneo de grado n si es suma de monomios de grado n. Todo poli-
nomio se escribe de modo tinico como suma de polinomios homogéneos de distintos grados, sin
méas que agrupar los monomios de igual grado en la expresion como suma de monomios. Asi,
si D es un dominio, gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera p,q € D[Xy, ..., X,].



Capitulo 4

Grupos

Podemos hablar de un grupo G con:

Notacion multiplicativa: Llamamos a la operacion -, aunque podemos omitirla. Lla-
mamos 1 al neutro y a~' al simétrico de a € G. Definimos a° = 1 y, para n € N,
a"tli=qaa" y a " = (a")"! = (a7 )"

Notacioén aditiva: Solo para grupos abelianos. Llamamos a la operacion +. Llamamos 0
al neutro y —a al simétrico de a € G. Definimos 0a := 0y, paran € N, (n+1)a = a +na

y (=n)a = —(na) = n(-a).

Llamamos orden de G al cardinal del conjunto. Algunos grupos:

1.

Si A es un anillo, (A4,4) es su grupo aditivo, que es abeliano, y (A*,-) es su grupo
de unidades, que es abeliano cuando el anillo es conmutativo. Por ejemplo, si K es un
cuerpo, (GL,(K) = M,(K)*,-) es un grupo.

El grupo simétrico de un conjunto X es el conjunto Sy de las biyecciones X — X con
la composicion.

Dada una familia (G;);es de grupos, [[;c; G es un grupo con el producto componente a
componente.

Llamamos grupo ciclico de orden n € N* a C,, := {1,a,a?,...,a" 1} con la operacién
a‘a’ = al"*iln donde [z], es el resto de x entre n.

Si n € N*, llamamos grupo diédrico de orden 2n a
D, :={l,a,d®,...,a" ', b,ab,a®b, ..., a" b}

con la operacién (a’tbi)(ai2b2) = qlit+(=D’Vizlaplivtialz  Intuitivamente los elementos
de D,, son los movimientos del plano que dejan fijos a un poligono regular de n lados,
donde a es una rotaciéon de angulo %’T y b es una cierta simetria.

El grupo diédrico infinito es D, = {a", a"b},cz con
(ai b7 ) (@¥2b7) = @it H D gl ol



7.

4.1.

Sea B un anillo conmutativo, B* « B :== B* X B es un grupo abeliano con la operacion
(u,a)(v,b) = (uv,ub+wva), y (u,a)” = (u™,nu" ‘ta).

Subgrupos

Si G es un grupo, S C G es un subgrupo de G si y solo si 1 € S AVa,b € S, (ab,a™t € 5),
siysolosi S#0AVa,be S, (aba™t €85),siysolosil e SAVa,be S,ab™! €5, siy solosi
S#DAVa,be S,ab~! € 8.

Si S es un subgrupo de G escribimos S < G.

1.

10.

Si G es un grupo, G es el subgrupo impropio de G, y el resto de subgrupos son propios.
El subgrupo trivial es 1 := {1}.

. Si (A,+) es el grupo aditivo de un anillo y B es un subanillo de A, (B,+) < (A4, +).

Los subgrupos de (Z,+) son de la forma nZ con n € N.
Dado un cuerpo K, SL,(K) := SO, (K) es un subgrupo de (GL,(K),").

Si A es un anillo, el conjunto Aut(A) de los automorfismos de anillos de A es un subgrupo
de SA.

Si X es un espacio topologico, el conjunto de los homeomorfismos X — X es un subgrupo
de SX .

Si X es un espacio métrico, el conjunto de las isometrias (biyecciones que conservan
distancias) X — X es un subgrupo de Sx.

Si X CGE, (X) = {1 2l }menzexn;ez €s el subgrupo generado por X, y es
el menor subgrupo de G que contiene a X. Si X = {g}, decimos que (g) = (X) es el
grupo ciclico generado por g. Un grupo G es ciclico si existe g € G tal que G = (g),
en cuyo caso g es un generador de G. Por ejemplo, (Z,+) y (Z,,,+) son grupos ciclicos
generados por 1, y C,, y C4 son ciclicos generados por a.

Si (Gi)ier es una familia de grupos, @,.; Gi = {(gi)ier € [Lie;Gi | {i € T | g #

1} es finito} es un subgrupo de [[,.; Gi.

Dado un grupo G, el centralizador de x en G es el subgrupo Cg(z) = {g € G | gz =
zg}, v el centro de G es el subgrupo abeliano Z(G) := {g € G | Vx € G,gx = xg} =
N,ex Ca(x). Si G es abeliano, Z(G) = G.

Dados H < G, definimos la relacién de equivalencia en G

a=;bméd H : <= o 'be H;

la clase de equivalencia de a € G, llamada clase lateral médulo H por la izquierda,
es aH = {ah}penm, y lamamos G/H = G/(=; méd H). Definimos también la relacion de
equivalencia en G

a=4bméd H : <= ab~! € H;



la clase de equivalencia de a € G, llamada clase lateral médulo H por la derecha, es
Ha = {ha}pen, y lamamos H\G = G/(=4 méd H). La funciéon ¢ : G/H — H\G dada
por o(aH) == Ha™! es biyectiva, luego |G/H| = |[H\G|, y llamamos indice de H en G a
[G: H] = |G/H|.

Teorema de Lagrange: Si G es un grupo finitoy H < G, |G| = |H|[G : H]. En particular,
si |G| es primo, los tnicos subgrupos de G son 1y G, G es ciclico y cualquier elemento suyo
distinto de 1 es generador de G.

4.2. Subgrupos normales

Dados A, B C G, llamamos AB = {ab}.ca e, y es facil ver que esta operacion es asocia-
tiva.

Un subgrupo N < G es normal si N\G = G/N, siy solosi Ve € G,Nx = N, siy solo si
Ve € G,a "Nz =N, siysolosi Vo € G,Nx C zN, si y sélosi Vx € G,zN C Nz, si y sélo si
VYa,b € G,aNbN = abN, si y s6lo si Va,b € G, NaNb = Nab.

Si N < G es normal, escribimos N <@, y si ademas es propio, escribimos N <<G. Si N G,
G/N es un grupo, el grupo cociente de G médulo N.

1. Si H < @ esta contenido en Z(G), H < G. En particular, en un grupo abeliano, todo
subgrupo es normal.

2. SiI es un ideal de A, (A,+)/I es el grupo aditivo del conjunto cociente.
3. Si H < @ tiene indice 2, es normal.
4. SL,(R) QGL,(R).

Teorema de la correspondencia: Si N <G, H — H/N es una biyeccion entre el conjunto de
los subgrupos de G que contienen a N y el de los subgrupos de G/N que conserva las inclusiones
y la normalidad en ambas direcciones. Demostraciéon: Basta seguir la prueba del teorema de
correspondencia de anillos. Para la normalidad, si H es normal, para gN € G/N y hN € H/N,
como g~ 'hg € H, (gN)"'hNgN = g-'NhNgN = g~'hgN € H/N,y H/N <G/N. Si H/N
es normal, para g € Gy h € H, como g 'NhNgN = g~*hgN € H/N, g-'hge H,y H <G.

4.3. Homomorfismos

Una funciéon f : G — H entre dos grupos es un homomorfismo de grupos si Va,b €
G, f(ab) = f(a)f(b). Si G = H, es un endomorfismo. Si es biyectiva, es un isomorfismo,
y si ademas G = H, es un automorfismo. Si G es un grupo, el conjunto Aut(G) de los
automorfismos de anillos de G es un subgrupo de Sg. Llamamos ker f := f~1(1).

Si G i) H % K son homomorfismos de grupos, G' < G, H < H, a,a1,...,a, € Gy
m € Z:

1 f(1)=1.
2. fla)™' = f(a™H).
3. flar - an) = flar) - flan).
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F(a™) = flay™.
Si f es un isomorfismo, f~! : H — G también.

go f:G — K es un homomorfismo de grupos.

fY(H') <G.Siademas H <A H, f~1(H') < G. En particular, ker f < G.
f es inyectivo si y solo si ker f = 1.

f(G") < H. En particular f(G) < H. Si ademéas G’ <G y f es suprayectiva, entonces
f(G") 2 H.

Algunos homomorfismos:

1.
2.

Si H < G, la inclusion H — G es un homomorfismo inyectivo.

Si N < G, la proyeccion canédnica 7 : G — G/N dada por 7(z) := N es un homo-
morfismo suprayectivo con nicleo N.

Dados dos grupos Gy H, f : G — H dada por f(a) == 1y es el homomorfismo trivial
de G en H, con nicleo G.

Dado a € Z, f : Z — Z dada por f(n) := an es un endomorfismo de (Z,+).

SiGesungrupoy z € G, f: Z — G dada por f(n) := 2™ es un homomorfismo, esto es,
avtm = g™,

Dado a € RT, f: (R,+) — (RT,-) dada por f(r) := a” es un isomorfismo de grupos con
inversa f~1(s) := log, s.

Teoremas de isomorfia para grupos:

1.

Asi:

2.
3.

Si f: G — H es un homomorfismo de grupos, existe un tinico isomorfismo f:a /ker f —
Imf tal que f =io fop, donde i : Imf — H es la inclusion y p : G — G/ ker f es la
proyeccién canénica. En particular,

= Imf.
ker f mf
Si NJH<dGcon NCH, HN<G/Ny
G/N
- ~@G/H.
H/N G/
Si H<Gy N<G,entonces NH<G, NNH<LGy
H  NH
NNnH N~

. Si f: G — H es un homomorfismo de grupos, K — f(K) es una biyeccion entre los

subgrupos de G que contienen a ker f y los subgrupos de Imf.
C*/C(0,1) @ R*.
GL,(R)/SLy(R) = R*.

En general, H, K < G no implica HK < G.



4.4. Orden de un elemento

Llamamos orden de a € G al orden de (a), |a| :== |[{a)|, y escribimos (a), para referirnos a
(a) indicando que tiene orden n. El orden de a divide al de G.

Sea f : Z — G el homomorfismo dado por f(n) = a", ker f = nZ para algin n > 0.
Sin =0, f es inyectivo y (Z,+) = {(a), y en otro caso Z, = {(a), con lo que n = |a| y
a® =1 <= |a| | n. De aqui, a* = a! <= k =1mdbd n, con lo que |a| es el menor entero
positivo con a” = 1.

Si a tiene orden finito y n > 0,

|al
med{|a|,n}’

"] =

Si G = {(a):
1. Si G tiene orden infinito, G 2 (Z,+) = C y los subgrupos de G son los (a™) con n € N.

2. Si|G|=n, G = (Z,,+) = C, y los subgrupos de G son exactamente uno de orden d por
cada d | n, (a™%),.

3. Todos los subgrupos y grupos cociente de G son ciclicos.

Asi, si p € N es primo, todos los grupos de orden p son isomorfos a (Z,,+). Si G = (g1, - -, gn)
y N4G, G/N =(qiN,...,gnN).
Teorema chino de los restos para grupos:

1. Si G y H son subgrupos ciclicos de 6rdenes respectivos n 'y m, G x H es ciclico si y solo
si m 'y m son coprimos.

=] Si d := mcd{n,m} > 1, entonces G tiene un subgrupo G’ de orden d y H un
subgrupo H' de orden d, con lo que G’ x 1 y 1 x H' son subgrupos distintos de
G x H del mismo orden, luego G x H no es ciclico.

— |G (Zn,+)y HZ (Zn,+), y por el teorema chino de los restos para anillos,
Ly X Loy = ﬁ = Znm como anillos, luego los grupos aditivos también son isomorfos
yG X HX(Zp,+) X (L, +) = (Zpm, +)-

2. Si g,h € G tienen o6rdenes respectivos n y m coprimos y gh = hg, entonces (g, h) es
ciclico de orden nm.
La funcion f : Z,, x Z,, — G dada por f(i,j) = g'h/ es un homomorfismo de grupos
con imagen (g, h). Si f(i,7) =1, a’t’ =1 = a~* = b’ € (g) N (h) pero por el teorema
de Lagrange, el orden de (g) N (h) divide a n y a m y por tanto a 1, luego a=% = b’ = 1,
(i,7) = (0,0) y f es inyectiva. Por tanto Zy,, = Zp X Zp = Imf = (g,h) y {g,h) es
ciclico de orden nm.

4.5. Acciones de grupos en conjuntos
Dados un grupo G y a € G, llamamos conjugado de g € G por a a ¢° = a 'ga, y

conjugado de X C G por a a X® = {z%},cx. Dos elementos z,y € G o conjuntos =,y C G
son conjugados en G si existe a € G con z% = y.



Si a € G, llamamos automorfismo interno definido por a al automorfismo ¢, : G — G
dado por tq(z) == x*. Su inverso es t,-1. El conjugado por a de un subgrupo de G es otro
subgrupo de GG del mismo orden.

Vemos que Vg,a,b € G,g* = (g%)%, y con esto es facil comprobar que la relacién de ser
conjugados es de equivalencia. Las clases de equivalencia se llaman clases de conjugacién
de G, y llamamos a“ = [a] = {a%} eq-

Sea X un conjunto. Una accién por la izquierda de G en X es una funciéon - : Gx X — X
tal que Vo € X, (Vg,h € G, (gh)- 2 =g-(h-z)A1l-2 = z), y una accién por la derecha de G
en X es una funcion - : X x G — X tal que Ve € X, (Vg,h € G,z -(gh) = (x-g)-hAz-1=2x).

Si-: G x X — X es una accidon por la izquierda de G en X y € X, llamamos orbita de
rzenGaG-z:={g x}sec y estabilizador de z en G a Estabg(z) ={ge€ G |g-z ==z} Si
-+ X X G — X es una accion por la derecha de G en X y x € X, llamamos 6rbita de x en G a
z -G = {z- g}gec vy estabilizador de z en G a Estabg(z) = {g € G | - g = x}. Las orbitas
forman una particion de G.

1. Llamamos accién por traslacién a la izquierda a la acciéon por la izquierda de G en
G/H dada por g-xH = grH. Entonces G-2H =G/H y

—1

Estabg(zH) ={g € G | grH =xH} ={9€ G |v 'gr € H} =aHaz ' = H"

Anélogamente llamamos accién por traslacion a la derecha a la acciéon por la derecha
de G en H\G dada por Hz - g = Hzg.

2. Cuando H =1, la accién de traslacion es de G en G, con G - = G y Estabg(z) = 1.

3. La accidén por conjugacion de G en G es la accién por la derecha z - g := z9. Entonces
r-G =29y BEstabg(z) = Ca(x).

4. Si S es el conjunto de subgrupos de G, la acciéon por conjugacion de G en sus
subgrupos es la accién por la derecha de G en S H - ¢ = HY. El normalizador de un
subgrupo H en G es Ng(H) = Estabg(H) = {9 € G | H9 = H}, el mayor subgrupo de
G que contiene a H como subgrupo normal.

5.8in € Ny X es un conjunto, - : S, x X"® — X" dada por o - (x1,...,2,) =
(o(1)s - -+ To(n)) €8 Una accion por la izquierda.

6. Sean - : G x X — X una accién por la izquierda, H < Ge Y C X, siVh € Hyy €
Y.h-y €Y, |gxy es una acciéon por la izquierda de H en Y.

Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X, z € X y g € G:
1. Estabg(z) < G.
2. [G : Estabg(x)] = |G - z|. En particular, si G es finito, |G - x| | |G].

3. Si la accion es por la izquierda, Estabg(g - ©) = Estabg(x)g_l, y si es por la derecha,
Estabg(z - g) = Estabg(x)?. En particular, si 2,9 € Gy H < G, Cg(29) = Ca(z)? y
Ng(HY9) = Ng(H)9.

4. Si R es un conjunto irredundante de representantes de las orbitas, |X| =) |G 7| =

> rerlG : Estabg(r)].



Asi, si G es un grupo y a € G, |a%| = [G : Cg(a)], y en particular a“ es unipuntual si y sélo
si a € Z(G). Ecuacion de clases: Si G es finito y X C G contiene exactamente un elemento
de cada clase de conjugacion con al menos dos elementos, entonces |G| = |Z(G)| + >, x[G :
Cq(2)].

Dado un ntimero primo p, un p-grupo es un grupo en que todo elemento tiene orden
potencia de p, y un grupo finito es un p-grupo si y sélo si su orden es potencia de p.

Si G es un p-grupo finito no trivial, Z(G) # 1.

Teorema de Cauchy: Si G es un grupo finito con orden miltiplo de un primo p, G tiene
un elemento de orden p.

4.6. Teoremas de Sylow

Dados un grupo finito Gy un ntmero primo p, H < G es un p-subgrupo de Sylow de
G si es un p-grupo y |G : H] es coprimo con p, si y sélo si es un p-grupo y |H| es la mayor
potencia de p que divide a |G|. Llamamos s,(G) al namero de p-subgrupos de Sylow de G.

Teoremas de Sylow: Sean p un niimero primo y G un grupo finito de orden n = p*m
para ciertos k,m € N con p 4 m. Entonces:

1. G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow, que tendra orden p*.

2. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y @ es un p-subgrupo de G, existe g € G tal que
@ C P9Y9. En particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

3. 5p(G) | my sp(G) =1mbd p.



Capitulo 5

Grupos abelianos finitos

5.1. Sumas directas

Dada una familia (B;);c; de subgrupos de un grupo abeliano, llamamos suma de (B;);cr
a Y erBi = {2 crbi | bi € By, {i € I|Db; # 0} esfinito}. Si I = {1,...,n}, llamamos

iGIBi = B]_ ++Bn

La familia (B;);er es independiente si el 0 se expresa de forma tnica como suma de
elementos de los B; (Vi,b; € B;i AY ;b =0 = Vi,b; = 0), si y solo si cada elemento de
> _ic1 Bi se expresa de forma tnica como suma de elementos de los B;, si y solo si para cada
jel, BN (Ziel\{j} B;) =0.

Cuando (Bj;);es es independiente, su suma se llama suma directa, @iel B;. Si I =
{1,...,n}, lamamos @, .; B; = B1 © --- © B,.

1. En (R*,-), R* = (—1)  R*.

2. Si Ay B son grupos abelianos, A x B = (4 x 0) @ (0 x B).
3. Paracadaa € Z, Z xZ={(1,0)) & ((a, 1)).

4. En Z y Q no hay dos subgrupos no triviales independientes.

SiBi ::0><~--><O><BZ-><0><~-~><O§Bl><--~><Bn,entoncesBl><-~-><Bn:31€9~--€9Bn,
con B~ B,y f:Byx---xX B, = B ®---®B, dada por f(by,...,b,) =by+---+b, es
un isomorfismo de grupos. Por ello identificamos By ® --- ® B, con By X --- X B,,.

Para (B;)cr, identificamos €, ; B; con el subgrupo de [[,.; B; de los (b;);er con {i € I |

b; # 0} finito.

5.2. Grupos indescomponibles y p-grupos

Un grupo abeliano no trivial es indescomponible si no es suma directa de dos subgrupos
propios. Todo grupo abeliano finito no trivial es suma directa de grupos indescomponibles. Z
y Q son indescomponibles.

Un grupo ciclico {(a),, es indescomponible si y sélo si tiene orden potencia de primo.



Dado un grupo G, llamamos exponente o periodo de G, Exp(G), al menor n € N* tal
que Vg € G, g™ =1, 0 a 00 si este no existe. G es periddico o de torsion si todo elemento de
G tiene orden finito.

Si un grupo es finito tiene periodo finito, y si tiene periodo finito es periédico. Los reciprocos
no se cumplen. Todo p-grupo es peridédico, pero no necesariamente finito.

Dados un grupo abeliano A y un primo p, el subgrupo de p-torsiéon de A es

tp(A) :=={a€ A|IneN:p"a =0} ={a € A| |a|] es potencia de p}.

Si A es finito, t,(A) es el mayor p-subgrupo de A.
Sean A un grupo abeliano finito y p1, ..., px los divisores primos de |A|, entonces

A=ty (A) - Dy (A)

con cada tp, (A4) # 0.

Sin:=p{*---pp* es una factorizacion prima, Z, = Zp?l X e X Zp:k, y cada factor cumple
Zp;)‘i & t,(Zy). Si A es un grupo abeliano, B < A, a € A, n € Ny na =0, en A/B es
|a + BJ | |a|]. En general estos érdenes no coinciden.

Un grupo abeliano finito es indescomponible si y solo si es un p-grupo ciclico.

Esto significa que todo grupo abeliano finito es suma directa de subgrupos ciclicos, cada
uno con orden potencia de primo.

5.3. Descomposiciones primarias e invariantes

Una descomposiciéon primaria o indescomponible de un grupo abeliano finito A es
una expresion de la forma

A :<a11>pf1111 D---D <a1m1>pr111m1 (&)

O
<ak;]_>ka1 G- <a/kmk>p:km,k ,

donde p; < ... < pg son los primos que dividen a |A| y a;1 > -+ > qm, > 1 para cada
ie{l,... k}.

Como teorema, todo grupo abeliano tiene una descomposicién primaria, que podemos
obtener con el algoritmo [2]

Una descomposiciéon invariante de un grupo abeliano finito A es una expresion A =
(a1) ® - @ (a,) tal que para i € {2,...,n}, |a;| | |a;—1], v los {a;) son no triviales. Entonces,
el periodo de A es el orden de (aq).

Todo grupo abeliano finito tiene una descomposicion invariante. Demostracién: Sea A
este grupo, si m es el maximo de sumandos en una fila de la descomposicion primaria de A,
anadiendo sumandos triviales al final de cada fila con menos de m sumandos hasta llegar a m,
tenemos una expresion

A= {an)yp @ -6 (an)ypm © -6 (@) @ © {aun) oo

p P

con p; < ... < pg primos y, para i € {1,...,k}, ;1 > -+ > @y, > 0. Entonces, para

jed{l,...,m}, sean b; = ay; +--- +ar; y dj = p(f” ~-~pZ’”, por el teorema chino de los



funcién descomponer (A)

F—{}

para p divisor primo de |A| hacer

T + t,(A);

Encontrar a € T con |a| = Exp(T);

Anadir (a) a F;

para C' en descomponer (T'/(a)) hacer
Dado un v € C, obtener = € v tal que |z| = |v| ; /I y=z+{(a)
Anadir (z) a F;

fin

fin
devolver F

fin
Algoritmo 2: Método general para obtener descomposiciones primarias.

restos, (bj)a, = <a1j>p1“1j D <akj>p:kj, con lo que A= (b1)g, ® - @ (b)a,,, y esta es una
descomposicién invariante.

Dados dos grupos abelianos finitos A y B, una descomposicion por suma directa de A y
una de B son semejantes si existe una biyeccion entre los subgrupos en la descomposicion
de A y la de B que a cada subgrupo de A le asocia uno de B isomorfo. En particular, dos
descomposiciones primarias son semejantes si y so6lo si tienen el mismo nimero de filas, cada
fila tiene el mismo ntumero de sumandos y sumandos correspondientes tienen el mismo orden,
y dos descomposiciones invariantes son semejantes si tienen el mismo nimero de sumandos y
las mismas listas de 6rdenes.

Como teorema, si A es un grupo abeliano finito:

1. Todas las descomposiciones primarias de A son semejantes.

Sea A = A1 @ D A1y, B - DAp1 D+ DAy, con |A;;| = p;* paraciertosp; < ... < py
Y Quj CON Qi1 > - -+ > Qujpy, > 1 para cada . Para cada i, Aj1 @+ - @ Aim, = tp, (A), luego
estos subgrupos estan determinados por A y basta probar la afirmaciéon cuando A es un p-
grupo finito. En este caso, sean A = A1 &---d A, = B1 & --& B, dos descomposiciones
primarias de A con |A;| = p* y |B;| = p% donde p es primo, a3 > --- > a, > 1y
By >---> By > 1. Como p*t = Exp(A) = p™, a; = ;. Dado un cierto 4, supongamos
que a; = B para j € {1,...,i—1}, y podemos suponer «; < ;. Si C es un grupo ciclico
de orden p" y s € N, p°C = 0 si y sblo si s > r, mientras que si s < r, p°C es ciclico
de orden p"~°. Entonces, si q .= p*, qA;,...,qA, =0, luego A Z gA,1 ®--- D qA;_1 =
(qu D©---D qBZ-,l) ©® ((]Bz 5] qu), y como |qA1 DD (]Ai71| = |qB1 DD (]Bi,1|,
|¢B; @ -+ ® qBm| =0, con lo que ¢B; = p* B; =0y «a; > f3;, luego o; = ;.

2. Todas las descomposiciones invariantes de A son semejantes.
Basta usar la correspondencia entre descomposiciones primarias e invariantes de la de-

mostracion de existencia de descomposiciones invariantes.

Sean A un grupo abeliano finito con descomposicién primaria A = @, (a;)k, y descomposicion
invariante A = @" | (a;)¢,, llamamos lista de los divisores elementales de A a (k1,.. ., ky),
y lista de los factores invariantes de A a (t1,...,tm).



Teorema de estructura de grupos abelianos finitos:
1. Todo grupo abeliano finito tiene una descomposicién primaria y una invariante.

2. Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si y sélo si tienen descomposiciones primarias
semejantes, si y solo si tienen descomposiciones invariantes semejantes, si y solo si tienen
la misma lista de divisores elementales, si y s6lo si tienen la misma lista de factores
invariantes.

Un grupo abeliano es finitamente generado si es suma directa de una cantidad finita de
grupos ciclicos, de orden finito o infinito. Teorema de estructura de grupos abelianos
finitamente generados:

1. Todo grupo abeliano finitamente generado tiene una descomposicién primaria y una
invariante.

2. Dos grupos finitamente generados son isomorfos si y so6lo si tienen descomposiciones
primarias semejantes, si y s6lo si tienen descomposiciones invariantes semejantes.

Asi, a cada grupo abeliano finitamente generado le asociamos una lista de divisores elementales
X1m Xkem . .

(3™, ooy R, o p, F) y una de factores invariantes (¢; dy, ..., d,), donde g es

el niimero de sumandos ciclicos infinitos.



Capitulo 6

Grupos de permutaciones

Si A y B son conjuntos de igual cardinal, existe una biyeccion f : A — B, y entonces
h:S4 — Sp dada por h(c) = fooo f~! es un isomorfismo. Por tanto, las propiedades de S4
solo dependen del cardinal.

Nos centraremos en los grupos de permutaciones entre conjuntos finitos, S, con n € N.
Entonces representamos una o € S,, como

6.1. Ciclos

Una o € S, fijaun i € N, si 0(i) = ¢, y lo cambia o mueve en caso contrario. Llamamos
M(o) ={i € N, | 0(i) # i}, y es claro que M(c) =0 <= o =1y que |[M(0)| # 1. Dos
permutaciones o, 7 € S, son disjuntas si lo son M (o) y M(7).

Si o y 7 son permutaciones disjuntas, o7 = 70y M(o71) = M(c) U M(1).

Un ciclo de longitud s € {2,...,n} o s-ciclo es una permutacion o € S,, tal que |M(o)| =
s y podemos ordenar sus elementos como M (o) = {iy,...,is} de forma que o(iy) = ix+1 para
ke{l,...,s—1} y o(is) = i1. Denotamos este ciclo como
g = (ilig ZS)

Los 2-ciclos se llaman transposiciones o trasposiciones.
Dados 0 == (i1 ... 4s) € S, yt € {1,...,s}h

1. o= (’Lt ’isil ’L‘tfl).
2. iy = ol 1(iy).
3. o] =s.

Como teorema, toda permutacion o # 1 se puede expresar de forma tnica salvo orden como
producto de ciclos disjuntos. Demostracion: Razonamos por induccion en |M(o)| > 2. Para
M(o) = {i,j}, 0 = (ij), ysioc = 7 ---7; con 7q,...,7x ciclos disjuntos, como M(c) =



>, M(7), k = 1. Supongamos que esto se cumple para toda permutacion no identidad que
mueve menos elementos que o. Sean i € M (o) e (in)n dada por ig == € iy, == 0(in_1), cOMO
los 4, toman valores en un conjunto finito, existen 0 < j < k con %; = i, y podemos tomar
j = 0 porque, si el menor j que se puede tomar es positivo, i;_1 = o~ 1(i;) = 0~ (i) = ix_1#-
Tomamos el menor k positivo con iy = ix, y entonces 7 := (ig ... ix—1) es un k-ciclo. Sea
p € S, dada por

i detio i} vig M)
PL): {U(j), en otro caso.

Claramente 7 y p son disjuntas, |M(p)| = |M(0)| — k < |M(0)| y 0 = 7p, y por la hipotesis
de induccién, p =: py---p; con pi,...,p; disjuntos dos a dos. Ademas, M(r) N M(p;) C
M(r)NM(p) = 0, luego 0 = 7p1--- p; es un producto de ciclos disjuntos. Para la unicidad,
si o =T T, cON Ti,..., Ty ciclos disjuntos, ig € M(7;) para un tnico j € {1,...,m}, y
podemos suponer j = 1. Entonces 7(ig) = o(ig) = 71(40), con lo que 7 = 71 y por tanto
p =Ty Tm,y de la unicidad de la factorizacion de p se deduce la unicidad de la de o.

El tipo de una permutacion o € S, \ 1 es la lista [s1,. .., si] de las longitudes de los ciclos
en su factorizacion en ciclos disjuntos, en orden creciente. El orden de o es el minimo comun
multiplo de las componentes de su tipo. Demostraciéon: Sean ¢ = 71 - - - 7, la factorizacion de
o como producto de ciclos disjuntos, s; = |7;| y m € N. Como los 7; conmutan y, para cada
i, M(m/™) C M(7;), la factorizacién de o™ por ciclos disjuntos es ¢™ = 77" --- 7;". Entonces

o™ = 1siy solosicada 7/ = 1, si y s6lo si s; | m para todo 4, si y s6lo si mem{sy,...,Sn} | m.
Dada una permutacion o y un ciclo 7 := (iy ... is), 7% = (a7 1(i1) ... a7 1(is)), pues 7% =
a iy ... ig)a= (a"t(i1) ... a 1(is)). Como teorema, dos elementos de S,, son conjugados

siy solo si tienen el mismo tipo, luego las clases de conjugacion estan formadas por los elementos
de igual tipo.

=] Es fécil ver que, si 71 y 72 son ciclos disjuntos, arja~! y ama™! también lo son, luego si
T1,..., Tk son ciclos disjuntos, ary - - 7pa™! = (ara™?t) -+ (arpa™!), y entonces es claro
que dos elementos conjugados de S,, tienen el mismo tipo.

<= ] Sioy o’ tienen el mismo tipo, las descomposiciones en producto de ciclos disjuntos tienen
forma o =: 7 -7 y 0/ =:7{--- 7] con cada |r;| = |7/|. Por tanto existen biyecciones
a; : M(1;) = M(7]) que conservan la estructura de los ciclos, y como |M(0)| = |M(o”)],
existe una biyeccion 8 : N, \ M (o) = N, \ M(¢’). Sea ahora a € S,, dada por a(z) =
a;(z) siz € M(r;) y a(z) = B(z) si z ¢ M(0), entonces 7/ = ar;a~! para todo i y por
tanto o’ = aoca L.

Para n > 2, los siguientes conjuntos son generadores de S,,:

1. EIl de todos los ciclos.

[\

. El de todas las trasposiciones.
3. {(12),(13),...,(1n)}.

4. {(12),(23),...,(n—1n)}.
{(12),(12 ... n—1n)}.

o



Si p es primo y H < S, contiene una transposicion y un p-ciclo, H = S,.

Demostracion: Podemos suponer que H contiene a (12) y un p-ciclo 0 = (a1 ... ap),
y podemos suponer a; = 1. Si a; = 2, 07! = (1203 ... by), y como las propiedades de las
permutaciones no varian por biyecciones en el conjunto permutado, podemos renombrar los b;
de forma que b; = 4. Entonces (12),(12 ... p) € H, luego H = S,,.

6.2. El grupo alternado

Dados n > 2y o € S, existe un automorfismo de anillos 6 en Z[Xy,...,X,] dado por
o(k) =k para k € Zy 6(X;) = X,(;) parai € {1,...,n}. Sea

r= J] &-X)
1<i<j<n
Si i < j, puede ocurrir:

= Que sea o(i) < o(j), y entonces el factor X, ;) — Xy(;) aparece en 6(P) y P.

= Quesea o(i) > o(j), y entonces el factor X (;) — X,(;) aparece en 6(P) pero en P aparece
su opuesto, y decimos que o presenta una inversion para el par (7, j).

Entonces o € S,, es par si o presenta un nimero par de inversiones, si y solo si 6(P) = P,y

es impar si presenta un nimero impar de inversiones, si y solo si 6(P) = —P.

La aplicacién signo, sgn : S,, — Z* dada por 6(P) = sgn(o)P, es un homomorfismo de
grupos.

Propiedades:

1. sgn(o) = sgn(o1).

Toda transposiciéon es impar.
SiT,...,7, son transposiciones, sgn(ry - - - 7,.) = (—1)".
o es par si y sélo si es producto de un ntimero par de transposiciones.

Un ciclo de longitud s tiene signo (—1)%~1.

A

La paridad de una permutacion coincide con la del nimero de componentes pares de su
tipo.

Llamamos grupo alternado en n elementos a A, := kersgn, el subgrupo de S,, de las per-
mutaciones pares. A, es un subgrupo normal de S,, y para n > 2, % >~ (1,1} & Zo,
[Sp:Ay) =2y A, =2,

2
Son generadores de A,:

1. El conjunto de todos los productos de dos transposiciones.

Toda permutacion par es producto de un ntimero par de transposiciones.

2. El conjunto de todos los 3-ciclos.
Sean (ij) y (kl) dos transposiciones. Si son disjuntas, (:j)(kl) = (jlk)(ikj). Si son
iguales, el producto es 1. En otro caso podemos suponer i = k y j # [, y entonces

(@9)(@1) = (il3).



6.3. Teorema de Abel

Un grupo G no trivial es simple si sus tinicos subgrupos normales son 1y G. Asi, un grupo
abeliano es simple si y sélo si tiene orden primo.

Teorema de Abel: Sin > 5, A, es un grupo simple.

Demostracion: Sea H # 1 un subgrupo normal de A,, y veamos que H = A,,. Supongamos
primero que H contiene un 3-ciclo o, y veamos que cualquier otro 3-ciclo o’ esta en H. Sabemos
que existe a € S, tal que ¢’ = ¢®, por tener o y ¢’ el mismo tipo. Si « es par, a € A, luego
o' € A, por la normalidad de o en A,,. En otro caso, como ¢ solo cambia 3 elementos y n > 5,
existe una transposicion § disjunta con o tal que o = o, luego 07 = (¢%)® = 0 = ¢’, pero
Ba € A,.

Queda probar que H contiene un 3-ciclo. Sea ¢ € H\1 con r := |M(c)| minimo, y queremos
ver que r = 3. No puede ser 7 = 1 y, como o es par, tampoco puede ser r = 2, luego r > 3. Si
suponemos 7 > 3, hay dos posibilidades:

1. Que en la factorizacién de o en ciclos disjuntos haya un ciclo de longitud al menos 3.
Entonces M (o) > 5, pues de lo contrario, como en la factorizacion hay un ciclo de longitud
al menos 3, o seria un 4-ciclo y no estaria en A, #. Podemos suponer 1,2,3,4,5 € M(o)
y que algun ciclo de la descomposicion es de la forma (123 ...) con longitud al menos
3. Sea a == (345) € A,,, por la normalidad de H, 0® € H, luego 3 == 0 0% € H. Si
o(t) =14,1>5y ali) =i, luego B(i) = i, con lo que M(B) C M (o), y la inclusion es
estricta porque o(1) = 2 pero $(1) = 1. Entonces 8 € H cambia menos de r elementos,
luego debe ser =1y 0® = o, con lo que ao = oa, pero (ao)(2) =4y (ca)(2) = 3#.

2. Que o sea un producto de 2 o méas transposiciones disjuntas. Podemos suponer o =
(12)(34)--- (puede haber méas transposiciones o no. Sean « = (345) € A, y =
o~ lo* € H.Sii # 5y o(i) = i, entonces i # 3,4,5, luego (i) = 4, 3(i) = i y por
tanto M (B) C M(o)U{5}. Pero 1y 2 son fijados por /§ y movidos por o, luego 8 cambia
menos de 7 elementos y por tanto 5 = 1, con lo que oo = o, sin embargo (ca)(3) = 3

y (a0)(3) = 5%#.
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