Geometria afin y euclidea



Copyright (©) 2018 Juan Marin Noguera, juan.marinn@um. es!

Esta obra estd bajo la licencia Reconocimiento-Compartirlgual 4.0 Internacional
de Creative Commons (CC-BY-SA 4.0). Para ver una copia de esta licencia, visite
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/.

Bibliografia:

» Material clases teodricas, Geometria Afin y Euclidea, Universidad de Murcia (an6énimo).


mailto:juan.marinn@um.es
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Capitulo 1

Espacios afines y variedades afines

1.1. Espacios afines

A lo largo del capitulo, cuando no haya ambigiiedad, identificamos el espacio afin (&, V, ¢)
con el conjunto £. Un espacio afin sobre un cuerpo K es una terna (&,V, ) formada por
un conjunto £ # 0, cuyos elementos llamamos puntos; un K-espacio vectorial V', llamado
espacio vectorial asociado a o de direcciones de (£,V, ), y una aplicacion ¢ : EXV — &,
que escribimos como P + @ := (P, ), que cumplen que VP,Q € £,7,w € V:

1. (P+0)+@ =P+ (G+d).

2. P+0=P.
3. EI!I@ ceV:P+ ]@ = @. Decimos que P es el origen y () el extremo del vector ]@
P(P+v)=1.

Llamamos dimensién de £ a la de su espacio vectorial asociado, dim(€) = dimg (V). Llama-
mos rectas afines a los espacios afines de dimensién 1, planos afines a los de dimension 2 y
espacios (tridimensionales) afines a los de dimension 3.

Tenemos que, dado O € &, las aplicaciones V — £ y £ — V dadas, respectivamente, por
v~ O+ vy P+ OP son biyecciones una inversa de la otra. Demostracion: v — O + ¢ —
OO+ =& Prs OP — O+ 0P = P.

Esta biyeccion permite dar a £ una estructura de espacio vectorial definida por P+Q =
O+ (OP+0Q)yA\-P=0+ A@, a la que llamamos vectorializaciéon de £ respecto a
O € &, que es isomorfa a V' y cuyo elemento neutro es O.

Algunos espacios afines:

= Espacio afin trivial: De dimension 0, con un solo punto, pues dados P,Q € &, Q =
P+PQ=P+0=P.

= Estructura afin de un espacio vectorial: Dado un K-espacio vectorial V', existe un
espacio afin (V,V,¢) donde la suma es la suma usual de vectores. Podemos entonces

escribir P() = @@ — P. Llamamos espacio afin numérico de dimensiéon n sobre K,
E"(K), a la estructura afin de K. £2(R) y £3(R) son pues el plano y el espacio afin
usuales.



1.1.1. Propiedades
. PO =0 — P—=Q:; PP=0.

PG=0—= Q=P+PG=P+0=
Q+i=Q — QG=10

—

2. Relaciéon de Chasles: P1 P, + P,P3+---+ P,_1P, = P P,.

P+(PO+QR)= (P+PQ)+QR=Q+QR=R

o
v I I

4. Cancelacion: P+ 7 =P+ W — v=w; P+i=Q+7 — P:Q;I@:ﬁ <~
Q=R > QP=R

P+G=P+wW — #=P(P+7) =P(P+d)=w
P+7=Q+7 = P=P+07—-7=Q+7—-7=Q
PO-PR — Q=P+PQ=P+PR=R

5. (P )(Q—l—w;—]@—&—w vP(Q—l—w;—@—&—w (P+7)Q P@ :—17.

(P+7)+ ]@—l—w—v P+1@+1U=Q+u7

6. P+i=Q+i > PO —7— 1.

Pti=Q4+d « (P+o)Q+ @) =PO+7—7=0 < PO=d—7

— — —
7. Regla del paralelogramo: J@ =P'Q" < PP =QQ’

o T T T
PG +QQ =PQ = PP +P'Q
1.1.2. Sistemas de referencia y coordenadas

Un sistema de referencia (o referencial) cartesiano de £ es un par & = (O, B) formado
por un origen O € £ y una base B de V. Las coordenadas (cartesianas) de P € £ en R
son las del vector OP respecto de la base B, y se denotan [Plg = [OP]z. En particular
Olg =(0,...,0), [P+ 0 = [Plp+ [Vl y [@]B = [Q]g — [P]x. Cuando se trabaja con un
unico referencial, se omiten los subindices 3t y B en los corchetes, o incluso se pueden identificar
los puntos y vectores con sus coordenadas, siempre que se indique esto al principio de trabajar
con coordenadas, y podemos entonces escribir P = (p1,...,pn) y T = (v1,...,0s).

Para cambiar coordenadas entre dos referenciales ® = (O,B) y ® = (O, B') de &, si

—
llamamos Xy := [O]lg: = [0'Olp y M = Mg, se tiene que:

= [Plp = [OP)s

X' =[Pla = [0'Pls } — X' = (0Pl = (00 +[0P)sr = Xort M [OP)s = Xyt )X



SiX = (x1,...,2p), X' = (z,...,2}), Xo=(b1,...,b,) y M = (ai;), llamamos ecuaciones
de cambio de coordenadas a las siguientes:

. = bi+anuri+--+aTs

xr, = bn + ap1T1 + -+ QunTn

Podemos emplear la expresion matricial equivalente:

1 1 o --- 0 1
/

Ty by a1 - an 71
/

.’En bn an1 e Ann Tn

O simplificadamente

()= (o) ()

1.1.3. Rectas y puntos alineados

La recta que pasa por P € £ con direccion < ¢ >, o vector director v, es el conjunto
P+ < ¥ >={P+ M} ck. Dos rectas | y I’ son paralelas (I || I') si sus vectores directores son
proporcionales. Propiedades: VX € £,] = P+ < ¥ >:

I X el <= INeK:PX =0

2. Vr #0,l = P+ <rv>.

3.VP el,l=P+ < 0>

4.vQe&Mr:Qer|lr=Q+<7>.

5. Recta que pasapor Ay B:VA, B, A#B,r: A, Ber;r=AB I:A+<xﬁ>.

Una serie de puntos de £ estan alineados si existe una recta que los contiene a todos.

1.1.4. Puntos medios y razén simple

Sien K se tiene que 2 =1+ 1 # 0, se define el punto medio de A, B € £ como

A—;B ::A-i-%/@

Esto es simplemente una notacién, pues no hemos definido suma ni producto por escalares en
£. Propiedades: VA, B € &:

L. M=48 — AD —2AM <= B= A+2AM <= MA-+ME=0.

-

MA+MB—=MA+MA+AD —2MA+ AB — 2MA + 2AM = 2MM =0



2 A+B _ B+4A
. 5 5 -

A+ B
2

15i-B+

:A+%E:B+ﬁ—

[N
DO =
[N

3. A8 =438 0 B=p.
1 — —
A+§B:A+%AB’ = E:AB’ <~ B=D

(A+9)+(B+@) _ A+B | T+w@
4. 2 - 2 + T2

1 1
A+ 7+ =(A+0)(B+w =A+ﬁ+2(ﬁ+w—ﬁ)=(A+ ,ﬁ) 5 )

1
2

Dados tres puntos alineados A, B,C con A # By C € AB, llamamos razén simple de A, B, C
al tinico A € K con R = )\1@, y escribimos A = (A4, B,C). (A,B,A) =0y (A,B,B) = 1.

1.2. Variedades afines

Un subconjunto £ C £ es una variedad (lineal) afin si 3P e E,W CV : L=P+ W =
{P + W} gew. Se dice que L pasa por el punto P y W es la direccién de £ (dir(£) = W), y
se define la dimension de £ como

dim(£) := dim(dir(£)) = dimg (W)

Una variedad de dimension 1 es una recta (afin), determinada por cualquier P € Ly
vector ¢ € dir(£) no nulo, llamado vector director de la recta. Una variedad de dimension 2
es un plano afin, y una de dimension n — 1 (con n = dim(€)) es un hiperplano afin. Asi,
para todo P € &, se tiene que P+ V = £. Propiedades: Sean L=P+W y L' =P + W'

1. Qel «— POeW.
— ) Qcl — IeW:Q=P+@ — PO=dcW.
—]POeW — Q=P+PQeP+W="L

2. W= {]D—}>%}R€£ = {Cﬁ}Q rer (W esta univocamente determinado por £).
Vemos que W C {PR}gers C {QR}q, Reg C W. Primero, si & € W, podemos definir

R =P+ W e L y entonces & = PR € {P Yrer. El segundo contenido es evidente, y
para el tercero, dados @, R € L, entonces 1@ % € W, por lo que Cﬁ? = ﬁ—]@ ew.

3. PelL = L=P +W. N
Sea L' = P'+ W, como P’ € L, PP' € W, y asi,

/ PV P
Qel « PQeW «— PQ=PP +PQeW «— QecL



4. (L, W, ¢|cxw) es un espacio afin.
Sean Q € Ly & € W, entonces Q + W € Q + W = L. Las propiedades (P + ¥) + @ =
_>
P+ (U+ W)y P+ 0 = P se cumplen trivialmente, y si R, Q € L entonces Rz) ew.

—
5./JQLL)<:> WCWAPP eW — WCWAPeLl;L=L << W
W' ANPP e W.
Basta ver la primera serie de equivalencias.
—
1= 92 £LCL = Pef = PP cW.Ademis, W = {QB}o.ner
{@}Q,Rey =W
— —
2= 3] PPPeW = PPeW = Pel.
B= 1 WCWAPell = L=P+WCP+W =/

N

1.2.1. Paralelismo, intersecciéon y cruce de variedades

Dos variedades £ y £’ son paralelas (£ || £’) si tienen la misma direccion. Si solo se tiene
que dir(£) C dir(L'), se dice que £ es débilmente paralela a £’ (£ <« £’). Cuando no hay
ambigiliedad, a veces se omite el «débilmente». Se trata de una relacion reflexiva y transitiva
enlaque LKL NL < L = L] L, pero no es antisimétrica.

El postulado de las paralelas de Euclides afirma que por un punto exterior a una
recta pasa una y sb6lo una paralela a esta. Esto se puede generalizar a que, dados P € £ y
una variedad afin £, existe una tnica variedad £’ que pasa por P y es paralela a £, y esta es
L' = P + dir(£). Propiedades:

l. L L = LCLVLNL =0.

WCW AIQeLlnL = L=Q+WCQQ+W =/
2. L)L = L=L'vENnL =0.

W=WAIQelNL —= L=Q+W=Q+W =/

3L L —= IS L||SCL <« 3§:£CS|L.
1= 23 WCW = L=P+W|P+WCP+W =LANL=P+WC
P+W' | P +W =CL.
2 =1 L|SCL = dir(£)=dirx(S) Cdir(£') = L L.
B= 1 LCS&| L = dir(£) Cdir(§") =dir(L) = L L.

Se dice que dos variedades £ y £’ se cortan o son incidentes si LN L' # (), y que se cruzan
si ni se cortan ni ninguna es débilmente paralela a la otra. Propiedades:

1. Si {L;}icr es una familia de variedades afines de £ con L; = P+W;Yi€ Iy (\;c; Li #0

entonces la interseccion es una variedad afin con direccion (), W;.

QeP+(\W, «= Vie LPGeW, « VieLQe P+Wi=L, «— Qe (L
i€l iel



—
2. LNL #0) < PP eW+W.

— —
— 1 QeLnL — PP =PO+QP e W + W'
— —
— | WewW,w eW :PP =w+w = P+wW=P+PP —w'=P —-welnl.

Dos variedades L = P+ W y L' = P’ + W' son complementarias si lo son sus direcciones, es
decir, si V =W @ W’. La interseccién de dos variedades afines complementarias es un punto.

—
Demostracion: PP’ € V. = W@ W', luego se cortan, y WNW' = {0}, luego dim(LNL") = 0.

1.2.2. Suma de variedades

Llamamos variedad afin engendrada o generada por X C £ ala menor de las variedades
que contienen a X, es decir, la interseccion de todas ellas, y se denota por V(X). Esta existe
porque la interseccion no es vacia (contiene a X) y al menos £ es una variedad que contiene a

— —
X. Dados Pi,..., P, €&, se tiene que V(Py,...,P,) =P+ < PiP,...,P P, >.

T e
C] P+ < PP,,...,P P, > contiene a Py, Py, ..., P,, luego contiene a V(X) por ser una
de las variedades que se intersecan.

—
D] V(Pi,...,P,) pasa por P; y su direccion debe contener a los PiP; (2 < j < n)y por
s —
tanto a < Py Py, ..., PP, >.

La suma de {£L;};c; es la variedad engendrada por su union: >, ; £; ==V (U;c; £i)- Se tiene

quedadas L=P+ Wy L =P + W/, entonces£—|—£’:P—|—(W—|—W’—|—<PP’ >).

C] La variedad a la derecha del igual contiene a P+ W = L, y como en esta podemos

—
cambiar P por P’ = P + PP’  también contiene a P’ + W' = L', luego contiene a la
suma.

D] Evidentemente, P € L+ L. Ahora bien,_co>mo L,L C L+ L entonces W, W’ gﬂ(ﬁ +
L"), y como P,P' € L + L', entonces PP’ € dir(L + L'), luego W + W'+ < PP" >C
dir(£ + L£').

Formulas de Grassmann:

1. LNL #0 = dim(L+ £') = dim(L) —&-dlm(_ﬁ’)) dim(L£ N L).
En este caso, dir(LN L") =W NW’, y como PP" € W + W', entonces

—
WH+W4+< PP >=W+W'y

dim(L + £) = dim(W + W) = dim(W) + dim(W’) — dim(W N W’) =
= dim(£) + dim(£’) — dim(£ N £')

2. LNL =0 S_glim(ﬁ + L) =dim(£) + dim(L') = dim(WNnW') + 1
En este caso, PP’ ¢ W + W', por lo que

—
dim(£ + £') = dim(W + W' + PP") = dim(W + W) + 1 =
= dim(W) + dim(W’) — dim(W N W’) + 1



1.2.3. Posicién relativa de variedades
Sean L; = P+ < @ > (i € {1,2},7; # 0) dos rectas en un plano afin.

.o iR . .S iR ..
= Si ¥} y U2 son proporcionales entonces £y || £2. Si Pi Py €< ¥; >, son coincidentes; en
otro caso son paralelas distintas.

= En otro caso son subespacios complementarios y por tanto se cortan en un punto.

Si tenemos dos rectas en un espacio tridimensional, la discusién es similar a cuando estamos

. . . - DD .
en el plano afin, pero si las rectas no son paralelas, sélo se cortan si PPy €< 71,72 >, de lo
contrario se cruzan. Sean ahora tres rectas, sin ser dos de ellas coincidentes, en un plano afin.

= Si hay dos paralelas, digamos £q || L2, si U3 es proporcional a ¥ y ¥ tenemos tres
paralelas distintas, de lo contrario £3 corta en un punto a cada una de las otras.

= En otro caso, cada par de rectas se cortan en un punto. Si dos de estos coinciden, también
coinciden con el tercero, y de lo contrario las rectas se cortan en puntos distintos dos a
dos.

—

Ahora, sean £L = P+ < @ > (7 # 0) y P = P/ + W una recta y plano en un espacio afin
tridimensional:

= Si ¥ € W entonces L < P, y en particular, si P € P entonces £ C P.
= Si ¥ ¢ W, las variedades son complementarias, luego se cortan en un punto.
Sean P; = P, + W; (i € {1,2},dim(W;) = 2) dos planos en un espacio afin tridimensional.

—
= Si W7 = Ws, los planos son paralelos. En particular, son coincidentes si PP, € W7y; de
lo contrario son paralelos distintos.

—
= En otro caso, se tiene que dim(W; N Ws) = 1 y dim(W; + W) = 3, por lo que PP, €
W1 4+ Ws y los planos se cortan en una recta de direccion Wy N Ws.

Si ahora consideramos tres planos ninguno coincidente con ningtn otro, entonces:

= Si hay dos paralelos, digamos Py || P2, si W3 = W tenemos tres planos paralelos distintos;
de lo contrario P3 corta en una recta a cada uno de los otros.

= En otro caso, sea L =P NPy =P+ W # 0, si L C Ps3, entonces L =P NPNP3 y los
tres planos se cortan en una recta. Si £ < Ps (W C Ws) entonces W C W1 NWs, y como
dim(W7NW3) = dim(W) = 1, entonces W = W1 N W3 y del mismo modo W = WyNWs,
luego los planos se cortan dos a dos en paralelas distintas. Finalmente, si £y P35 se cortan
en un punto, los tres planos se cortan en este.

1.3. Ecuaciones de variedades afines

En esta seccion asumimos dim(€) = n e identificamos los vectores con sus coordenadas en B
y los puntos con sus coordenadas en R := (O, B). Sea L =P+ W con W =< ¥y, ..., 0, >, los



puntos de £ tienen la forma X = P4+A\ 01+ - -+ Ap U, concada A; € K. Si [X]p = (1, ...,2Zn),

[Plg = (p1,---,0n) ¥ [Tl = (v1i,- - -, Uni), entonces
1 = pr+Mvi -+ A,
Tpn = Dn+MNUni+ 4+ AnUnm
Estas son las ecuaciones paramétricas de £ en R, y no son tunicas. Si v1, ..., Uy, son lineal-

mente independientes entonces el nimero de parametros es la dimensiéon de W y de £. Si W
viene dado por ecuaciones cartesianas en 3 representadas por un sistema homogéneo con matriz
de coeficientes A, es decir, si ¥ € W <= A¥ = 0, entonces X € L <= P—X2 eW «—
AX —P) =0 <= AX = AP. El resultado es un sistema de ecuaciones, denominadas
ecuaciones cartesianas o implicitas de £ en R, que no es tnico, y cuyas soluciones son los
puntos de L. Si r = rgA (el rango del sistema), entonces dim(£) = dim(&) — 7.

Para obtener las paramétricas (o las implicitas) de W a partir de las correspondientes de
L, basta anular los términos independientes en cada caso. Asi, para obtener las paramétricas
de la recta paralela a £ por P’, basta sustituir las coordenadas de P (p1,...,p,) por las de
P’en las paramétricas de £. Para obtener las implicitas, si las de £ son ( A ‘ B ), las de la
paralela son ( A ‘ AP’ )

Para obtener ecuaciones paramétricas a partir de implicitas, resolvemos el sistema (A|B)
en funcion de pardmetros, y para pasar de paramétricas a implicitas (por ejemplo, el sistema
de arriba), consideramos la matriz

Vir o VUim | X1 — D1

Unl *° Unm | Tn — Pn

y se trata de discutir el sistema que forma. Lo mejor en general es hacerlo por menores, pues
si los m vectores iniciales son linealmente independientes, el rango de la matriz debe ser m.
Para obtener la interseccion de dos variedades dadas sus ecuaciones implicitas, basta jun-
tarlas. También, si conocemos las implicitas de una y las paramétricas de la segunda, podemos
sustituir el «punto genérico» que nos dan las paramétricas de la segunda y sustituirlo en la
primera, obteniendo como resultado las condiciones para que un punto de la segunda esté ade-
més en la primera. Por otro lado, si tenemos las paramétricas de dos variedades y queremos

—
hallar su suma, basta recordar que £+ L' = P+ (W + W'+ < PP’ >).

1.3.1. Ejemplos en dimensiones bajas

Una recta en un plano afin es un hiperplano, por lo que viene dada por una séla ecuacién

V1 T1—P1
V2 X2 — P2

=0

Si (p1,p2) # (q1,92), la recta que los une tiene como ecuacion

1 1 1
=|pr @1 11 |=0

‘(h_pl 1 —p1
P2 g2 X2

g2 — P2 T2 — P2




lo que sirve para comprobar si tres puntos estan alineados. Decimos que unos puntos son
coplanarios si existe un plano que los contiene a todos. Los planos en un espacio tridimensional
son hiperplanos, y su ecuacién implicita es

U1 w1 X1 —pP1
vy wp Tp—p2 | =0
U3 W3 I3 —P3

Asi, si tres puntos P, @ y R no estan alineados, forman un plano dado por

B _ o 1 1 1 1
g1 —P1 1—P1 1—P1 @ T s

2= P2 T2—pP2 Ta—p2 | = =0
33—23 7“3—23 1’3—23 P22 T2 52
b3 g3 T3 S3
En un espacio tridimensional, el punto (x1, 2, x3) esta en la recta

¢ = (p1,p2,p3)+< (v1,v2,v3) > cuando (v1,v2,v3) y (1 — p1,T2 — P2, T3 — P3) sean proporcio-
nales, lo que nos lleva a las ecuaciones continuas:

Ty —pP1 X2 — P2 T3 —P3

U1 V2 U3

Si una de las coordenadas del vector director es 0, este caso debe ser tratado de forma especial.
A partir de estas ecuaciones podemos obtener las implicitas. El haz de planos que contienen
a ¢ es el conjunto de todos los planos que la contienen. Asi, si

_ ax+by+cz+d = 0
T de+by+dz+d = 0

su haz de planos esta formado por las combinaciones lineales de estas ecuaciones, es decir, el
plano @’z + by + ¢’z +d = 0 y los planos (ax + by + cz+d) + p(a’'z + b’y + 2+ d) =0 con
we K.



Capitulo 2

Aplicaciones afines

Una aphcacmn f:E = & es afln si ex1ste : V — V' tal que para P € £, € V,

f(P+79) = f(P 7 ), es decir, = f(P+ 7). Asi, ? queda determinada por

f vy se le llama aphcamon lineal asoc1ada a f Las aphca(nones afines f : &€ — &£ son

transformaciones afines de £.
Si € y &' tienen dimension finita siendo R = (O; B = {vl, . vn} )y R = (0'; B') referen-

ciales cartesianos de £ y &', sea f : £ — &' con Xy = = [O'f ;B, ? dada por
M = MB/B(?), entonces

[FX)lw = [F(0) + T (OX)lw = [F(O)w + [ F(OX)]s = Xo + M[X]g

Lo que nos da la representaciéon matricial o las ecuaciones de f en R y R como

X' =Xo+MXo
1L\ _ ([ 1]o0 1
X )\ Xo|M X

2.1. Propiedades

1. Dados f,g: £ > &, AP EE : f( PAT=F — f—g
Dado un @ € & arbitrario, f(Q —i—?]@ )=g(P +71@ )=9(Q

2. Dados P&, PP €&y ¢ : V — V' vectorial, existe una tnica aplicacion afin f: &€ — &’
con f(P) = P'y f = ¢, dada por f(Q) = P’ + $(PQ).

FQ+7) =P +¢(P(Q+ 1)) = P + (PO +7) = P + 6(PQ) + 6(5) = £(Q) + 6(7)

por lo que es afin. Ademas, f(P) = P/ + qﬁ(ﬁ) = P’, y la unicidad se desprende del
apartado anterior.

—
3. La composicién de aplicaciones afines g y f es afin, y go f = 7 o ?
Seanggg’i)é‘” para Pe £, 7€V,

(g0 )P +7) = g(f(P)+ £ (®) = g(f(P)) + T(F®) = (g0 N)(P) + (T o 1)(®)



4. f es inyectiva si y solo si lo es 7
— ] Dados P € £,7 € Nuc(?) f(P+7) )+ ? y por la inyectividad
P+4=Py4=0,de modo que Nuc(?) = {0}.

<= ] Sean f(P) = f(Q), entonces 7(1@) = f(P)f(Q) = 0, y por la inyectividad de 7,

PQ=0yP=qQ.
5. f es suprayectiva si y s6lo si lo es ?

= | Dado ¢ € V', sea P € £ arbitrario, f(P) + ¢ € £ y por la suprayectividad de f,
existe @ € £ con f(Q) = f(P) + ¥, por lo que U’ = f(P)f(Q; = 7(1@)
—
<] Dado Q' € &, sea P € & arbitrario, f(P)Q" € V', y por la suprayectividad de 7
existe ¥ € V' con 7(17) = f(P)Q’, luego Q' = f(P) + 7(1‘1’) = f(P + 7).
ﬁ ? 1

6. Si f:E& — & es afin y biyectiva, entonces f~! es afin y f

FHP ) = fUPIT TN = fTN P = P = F(NP T

Esto ltimo nos lleva al concepto de isomorfismo de espacios afines, una aplicaciéon afin y
biyectiva f : £ — £’. Cuando existe se dice que £ y £’ son isomorfos. Como teorema, dos
espacios afines de dimension finita sobre el mismo cuerpo son isomorfos si y so6lo si tienen la
misma dimensiéon. Mas propiedades:

LM = AR f(ar) = SO,
AB =240 — f(A)f(B) = f(AB) = 7 (24M) = 2f(A) f(0)

2. Si L =P+ W es una variedad de &, f(L )+ 7 ) lo es de &'.

Q' € f(L) — ITeW: Q'—f(P+w F(P)+ (@) =
= [(PQ =T e fW) < Q@ ef(P)+ 7W

3 L1 KL CE = f(L1) < f(La2); L1 || L2CE = f(L1) || f(L2).
Se sigue de lo anterior y de que 7 conserva las inclusiones entre subespacios.
4. Sea f biyectiva, si L' = P’ + W es una variedad de £ y su inversa f~1(L’) # (), esta es

una variedad de £. En concreto, dir(f (L)) = ?_1(W').

Qef (L) < fQ el < PfQeW —
— J(P)P + PI(Q) = J(P)F(Q) = T (PQ) e W'
— PO [\(W) < QeP+ f (W)




2.2. Puntos fijos
Q € € es un punto fijode f: £ — £ si f(Q) = Q, y definimos
Fix(f):={Q € €| f(Q) = Q}

Un subespacio invariante por ¢ : V. — V es un subespacio U de V con f(U) C U.
Destacamos el subespacio de los vectores invariantes o asociado al autovalor 1,

Inv(¢) := Nuc(¢p — idy) = {0 € V | ¢(¥) = T}
y el de los opuestos o asociado al autovalor —1,
Opp(¢) := Nuc(¢p + idy) = {0 € V | ¢(¥) = -0}

Se tiene que P € Fix(f) # 0 = Fix(f) =P + Inv(?). Demostracion: Si f(P) = P,

QeP+Inv(f) « POemv(f) «— PQ=f(PG)

— Q= Q) = QeFix())

F(P)f(Q) = Pf(Q) <

En coordenadas, Inv(?) se obtiene como las soluciones del sistema (I — M |0), mientras que
Fix(f) se obtiene como las soluciones del sistema (I — M|Xj). Por tanto, Inv( f) =0 <—

[Fix(f)] = 1.

2.3. Ejemplos de transformaciones afines

2.3.1. Traslaciones

Dado ¢ € V, la traslacién de vector ¢ es la aplicacion t3 : € — & con tz(P) = P + 4.
Propiedades:

1. tzesafiny t_g =idy.

tz(P+ W) =P+ W+ 0= tz(P) + idy (@)

2. Reciprocamente, si f : £ — £ es afin con 7 = idy entonces f = tm, dado P € €.

Sea P € £ arbitrarioy v == Pf (P;7 f v tz son aplicaciones afines con la misma lineal
asociada y acttan igual sobre P, luego f = t;.

3. tg = idg.

. T#0 = Fix(tg) = 0.

=\ (=} t [N
~
S
0]
~
g
I
-~
g
0]
S
~
<
+
g

. La expresion matricial de ¢t sobre & = (O, B) es X' = [¢]g + X.



8.

Para f: £ — & afin, foty=tzof <— v € Inv(?).
Como ambas tienen la misma lineal asociada (7)7 seran iguales si y solo si acttian igual
sobre un P € &£ arbitrario.

fots=tsof <= f(ts(P)) = ts(f(P)) <= F(P+7) = f(P)+7 < f(¥)=7¢

Dado Pefy f:&—E f=tzog donde v = Pf(P; y g es una transformacion afin
cong(P)=Py ¢ =
g = t_go f esafin con g(P) = t_y(f(P)) = f(P) ¥ = f(P)+ f(P)P = Py § =

t_zo f = f,y componiendo se obtiene f =tzog.

2.3.2. Homotecias

Dados O € £, ) € K, la homotecia de centro O y razén A es la aplicacion Ho y : &€ = &
dada por Hp A(P) == O + AOP. Asi, para P # O, la razon simple (O, P, Hp »(P)) = \. Para
A = 0 se obtiene la aplicacion constante, que lleva todos los puntos a O; para A = 1 se obtiene
la identidad, y para A = —1 se obtiene la simetria central sobre O, escrita sp = Hp, 1.
Propiedades:

1.

N o e

Hop » es afin con }70—3 = hy.
Hon(P4+@) = O+ AO(P 1 @) = O+ NOP+ ) = (0+A0B) + A& = Ho A(P)+ hx (@)
A#1 — Fix(Ho,) = {O).

P =Ho\(P) =0+ 0P < OP = \OP

— A-10P=0 £ 0P=0 < P=0

Sif:E& — & esafin con 7 = hy y A # 1 entonces f es la homotecia f = Hp ) con
O=P+3 Pf(P; Asi, para una simetria central, O = Pﬂc(P).

—
Como ? Ho z, serd f = Hop y si actiian igual sobre un punto Por la definiciéon de O
se tiene que P? = 1= )\Pf(P y por tanto (1 — 1@ Pf ) luego

Of(05 = 0P + P(P} + f(P)f(O} = —PO + (1 — A)PO + APO =0

HoxoHop, =Hop,oHoy=Hox-
)\ 7é 0 = Ha’lA = HO,)\*I'
La expresion matricial de Hp x en el referencial ® es X’ = (1 — A)[O]n + AX.

Si X # 1 entonces ty o Hp » ¥ Ho,x oty son homotecias de razén A y centros respectivos
O+ 57y O+ 250

. , , B
510 # Oy AN =1 entonces Hp y o Hor y = t(l—A)o_/é'



2.3.3. Proyecciones y simetrias vectoriales

Si V= Wi @ W, la proyeccion vectorial 7 y la simetria vectorial o de base W; y
direccion W5, o sobre W; y paralelamente a Wy son los endomorfismos de V' tales que, si
¥ se descompone como ¥ = Wy + We con Wy € Wy y wWa € Wa, entonces mw, w, (V) = Wy y
ow, W, (U) = W — Wa. Propiedades:

1. o +idy = 2.

2. 7 es idempotente (72 = 1) y o es involutiva (0% = idy, es decir, 0~ = o).

3. Wy =Inv(r) y Wy = Nuce(w
4. Wy =Inv(o) y Wa = Opp(o

)

)-

5. ¢ es proyeccion (con Wi = Inv(¢) y Wo = Nuc(¢)) <= ¢ es idempotente (¢ =
¢) < V =1Inv(¢) ® Nuc(9).

2 = 3] ¥=¢{)+ (V- ¢(0)) € Inv(¢) + Nuc(¢) para todo ¥ € V, y ¥ € Inv(¢) N
Nuc 7

Nuc(¢) = 72 ¢(7) "2°0.

[3 = 1] Si¥ = W + Wy con Wy € Inv(¢p) y wa € Nuc(¢), entonces ¢(¥) = ¢(wy) +
o(Wa) = Wy + 0 = Wy, luego ¢ es la proyeccion de base Inv(¢) y direccion

Nuc(¢).

6. ¢ es simetria (con Wy = Inv(¢) y Wa = Nuc(¢)) <= ¢ es involutiva (¢? = idy) <

V' = Tnv(¢) © Opp(¢).
Demostracion analoga, tomando 7 = (7 + ¢(7)) + 5(7 — ¢(7)).

7. Si {Wy,...,W,} es base de Wy y {uy,...,Un} es de Wa, podemos definir la base B :=

. L . I,]0
{Wy,..., Wy, U,..., Uy} de V y entonces Mp(mw, w,) = ( 0 To ) y Mg(ow, w,) =

I,| 0
01, )

2.3.4. Proyecciones y simetrias afines

Sea L=A+W; yV =W; & W, la proyeccion afin p y la simetria afin s sobre £
paralelamente a W5 son las aplicaciones pz w,, Sc.w, : € — & tales que p(Q) € LN (Q + Wa)
(conjunto unitario porque las variedades son complementarias) y s(Q) = p(Q) + Qp(Q

Q + 2Qp(Q). Visto de otro modo, si Q = A+ W + W con Wy € Wy y Wa € Wa, entonces
p(Q)=A+ W y s(Q) = A+ W —wWs. Si L ={0} entonces p es la aplicacion constante en O
y s es la simetria central de centro O. Propiedades:

— —
1. pL,W2 y S,C,Wg son aﬁnes con p£7W2 = 7'(1/[/171/1/2 y 5£,W2 = UW17W2'

Sean m = W + Wo y U= ’Jl —|—ﬁ2 con 17:1,’[171 S Wl,ﬁg,wg € W27 entonces
p(Q+ 1) =p(A+ (W + 1)+ (We +Uz)) = A+ (W + 1) = (A+ W) + 1@ = p(A) +7(d)

La simetria se hace de forma analoga.



2. L =Fix(p) y Wa = Nuc(n).
Si ’Ll_ﬁ c Wl,’u_)'g c VVQ7

Q:=A+wW + Wy €Fix(p) <= W =0 <= Q=A+u <= Q€L

3. L =Fix(s) y Wy = Opp(o).

Dada una transformacion afin f : &€ — £, f es una proyeccion afin (con £ = Fix(f) y Wy =
Nuc(?)) <= f esidempotente <= f2= f AFix(f) # 0.

[1 = 2] f?y f acttian igual sobre los puntos de Fix(f) # (), pues ambas los fijan, y P
2= 7 luego f* = .

2 = 3] 72 = f? 1=t 7, luego 7 es proyeccion vectorial. Por otro lado, dado P € €&,
f(P) = f(f(P)) € Fix(f) # 0.

[3 = 1] Sea A € Fix(f), entonces Fix(f) = A+ Inv(?)7 pero ? es la proyeccion de base
Inv( f) y direccion Nuc( f ). Ahora bien, dados @y € Inv( f ), W2 € Nuc( f), f(A+
wWh + We) = f(A) + f (W + W2) = A+ W1, luego f es la proyeccion de base
A+Inv( f) =TFix(f) y direccion Nuc( f ).

Dada una transformacion afin f, f es una simetria afin (con £ = Fix(f) y Wy = Opp(?)) —
f es involutiva <= ?2 = idy A Fix(f) # 0.

[1 = 2] f?eidg acttian igual sobre los puntos de Fix(f), pues ambos los fijan, y ]3 = ?2 =
idy, luego f2 = f.

2 = 3 72 = ]B = Eg‘) = idy. Por otro lado, dado P € £ y sea A = %(P) entonces
f(A) = f(P)+J2”(f(P)) _ f(P2)+P = A € Fix(f) # 0.

[3 = 1] Sea A € Fix(f), entonces Fix(f) = A + Inv(?), pero ? es la simetria de base
Inv( f ) y direccion Opp( f ). Ahora bien, dados Wy € Inv( f ), ws € Opp(?)7 f(A+
wWh + W) = f(A) + f (W + Wa) = A+ Wy — Wa, luego f es la simetria de base
A+TInv( f) =Fix(f) y direccion Opp( f ).



Capitulo 3

Espacios euclideos

Un producto escalar en un R-espacio vectorial V' es una aplicacion V' x V — R, repre-
sentada por (¥, ) — ¥ - W, que verifica que Vi, v, @ € V:

1. Es simétrico: ¢ - v =v- 4.
2. Es lineal (en cada variable): @ - (U + MU) = @ - U+ A - 0.
3. Es definido positivo: 7 #£0 = 7.7 > 0.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real en el que hay definido un producto
escalar. Todo subespacio vectorial suyo es también euclideo. Ejemplos:

» El producto escalar usual en R" viene dado por 7w = ;| ;y;, es decir,
vow=(—- U — ) W

= El producto escalar integral en el espacio C[a, b] de las funciones reales continuas en el
intervalo [a, b], o en sus subespacios P[a, b] y Pnla,b] de funciones polindmicas arbitrarias
y de grado méximo n, respectivamente, viene dado por

b
fg= / f(2)g(x)dz

3.1. Norma y coseno

La norma, médulo o longitud de un vector ¢ es ||¥]| = V@' - ¥, y ¥ es unitario si ||7]| = 1.
Propiedades:

L |7 =0 < 7=0.
2. ||rv]| = |r|||¥]], y en particular ﬁ es unitario.

3. Teorema del coseno: |7+ w||? = ||7]|* + ||w]|? & 27 - .



4. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |- @| < ||7]|||@]|, y la igualdad se cumple si y s6lo
si no son proporcionales.
Si ¥ = 0 es trivial. Si no, para cada z € R, 0 < ||z — @||? = ||¥]|*2? — (27 - @)z + ||J||*.
Luego tenemos un polinomio de 2° grado con a lo mas una raiz real (pues |27 — |2 =
0 < 7 — @ = 0), de modo que el discriminante 4(% - )% — 4||7/]|?|@]|? no puede ser
estrictamente positivo, es decir, debe ser |- @] < ||&]|||d]|.

5. Desigualdades de Minkowski y triangular: ||7| — ||&|| < ||T £ @] < |0 + ||&]|

Tomando cuadrados, [[4]|* + [|&f]|* — 2||]|[|w]] < [|6]* + |]|* + 20 - & < [|5]]* + [|5]|* +
2||5]|||]|, y cancelando ||@]|? + ||@]|? y aplicando Cauchy-Schwartz tenemos el resultado.

Llamamos coseno del dngulo formado por dos vectores U, @ # 0 a

S -
cos(¥, W) 1= ————==
17 ||
Dos vectores ¥ y & son ortogonales o perpendiculares (0L@) si ¢+ @ = 0. Asi, 0 es
ortogonal a todos y ¥, # 0 son ortogonales si y solo si cos(7, @) = 0. Del teorema del coseno
se deduce el teorema de Pitagoras:

TLE < ||7+d|% = ||7]% + ||@]|?

3.2. Conjuntos ortogonales

Se dice que & € V es ortogonal al subespacio U si lo es a todos los vectores de U, o por
linealidad a los de un conjunto generador de U cualquiera. Llamamos subespacio ortogonal
de U en V, escrito U+, al conjunto de todos los vectores de V ortogonales a U, que por la
linealidad del producto escalar es un subespacio (incluso aunque U no lo sea). Solo el vector
nulo es ortogonal a si mismo, luego U N U+ = 0.

Dos subespacios U y W son ortogonales si Vi € U, @ € W;d L. Si dim(U) + dim(W) >
dim(V), diremos que U y W son ortogonales cuando lo sean U+ y W+. Si U+ W = V, diremos
que W es un complemento ortogonal de U (o al revés).

Un conjunto de vectores en un espacio euclideo V' es ortogonal si sus vectores son no nulos
y ortogonales dos a dos, y es ortonormal si ademés son unitarios. Si en un conjunto ortogonal
dividimos cada vector por su norma, nos queda un conjunto ortonormal que genera el mismo
subespacio.

Todo conjunto ortogonal {1, ..., 4y} es linealmente independiente. Demostracion: Si no
lo fuera, habria un vector combinacion lineal del resto, por ejemplo, iy = astls + -« + AU,
y se tendria que

0 # Uy - Uy = Uy - (agtis + -+ + A lm) = (U1 - U2) + -+ + am (U1 - Up,) = 0F#

Por esto también hablamos de bases ortogonales u ortonormales. Por ejemplo, en R"”,
la base candnica es una base ortonormal.

Una matriz A € M,(R) es ortogonal si A® = A~! siy solo si sus columnas (o filas)
forman una base ortonormal de R™. Demostracioén: Si uy,..., 1%, son vectores no nulos de
R"™ y A es la matriz que tiene por columnas estos vectores, A’ A es una matriz cuadrada n x n
con (A'A);; = 4, - U, luego los vectores son ortogonales si y solo si A*A es diagonal (sin ceros
en la diagonal), y son ortonormales si y solo si A'A = I,,.



3.2.1. Meétodo de Gram-Schmidt

Dado un ConJunto ortogonal {@1,..., U}y £ ¢ U =< iy,...,U >, el vector Up4q1 =& —
quugﬁl ”u quk es ortogonal a los del conjunto y < Uy, ..., Uk, U1 >=< Uy, ..., Uk, T >.
Demostracion: El que ambos generen el mismo subespacio es consecuencia de que 41 —
S ., S, . ; S, R oo kE  za S
T €< ty,..., U >. Ademas, dado j € {1,...,k}, Uy -U; = Z-U; — ) ;4 ||2u\|2u1 U =
o o B o o .,

Loty — oty - U = 0, luego uy41LU.

De aqui que todo subespacio U = {Z1, ..., T} de V admite una base ortogonal {1, . .., Uy }
tal que < & >=< 1 >,..., < Z1,...,Tym >=<Ui,...,U, >. Podemos obtener esta base por
el algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt: Tomamos @; = ¥y y, para cada
. - = j—1 zj Uy —

Je{l,...om}p, iy =T = 300y -

Por tanto, todo subespacio U de V tiene una base ortonormal, que podemos ampliar a una
base ortonormal de V, y los vectores afadidos son una base ortonormal de U, con lo que
UgU+=V.

De aqui que, si U y W son subespacios de un espacio vectorial euclideo V' de dimension finita,
entonces (U)*r =U, UCW < Wt CcU+ UNnWt =U+W)LyUr+Wt = (UNW)*+

En R” con el producto escalar usual, si U esta generado por las filas de la matriz A entonces
U+ = Nuc(A), y viceversa.

3.2.2. Coeficientes de Fourier y proyecciéon ortogonal

Dados B = {u1,...,4n} y € V, los coeficientes de Fourier de # en B son los escalares
Ty = Hxﬁul\z para i € {1,...,m}. Si & €< B >, estas son sus coordenadas respecto a la base B,

pues 7 @ = (7L, ;) - s = SOy vy (3 - ) = i@l

Llamamos proyeccién ortogonal de V sobre U a la aplicacion lineal nyy : V = UdU+ — U
tal que si ¥ = U1 + VU3 con vp € U y vy € UL entonces 7wy (U) = 1. Si ri,...,7, son los
coeficientes de Fourier de ¥ sobre la base ortogonal {u,...,4,} de U, entonces my(¥) =
2 oimy it

i = 7y (V) es la mejor aproximacién de ¢ en U, es decir, min{||0 — Z||}zc = ||U — @]|.
Demostracion: Sea w = ¥ — i, si 2 € U entonces @ — Z L, y por el teorema de Pitagoras,
|T =2 = ||W+ @ — 2| = ]|W|?+ ||& — Z]|2, con lo que el valor minimo de |7 — Z]| es ||W]| ¥
se alcanza cuando 2’ = 4.

La simetria ortogonal de V sobre U es la aplicacion lineal oy : V. — V con oy (¥) =
¥y — Uy = 27y (¥) — ¥ para todo ¥ € V, siendo @ = ¥ + U con 0 € U y 0 € U+.

3.2.3. Productos vectorial y mixto

—

En R3, el producto vectorial de ¥ = (vy,ve,v3) y W = (w1, wa,w3) es el vector

€1 v wi
AW := gg Vo W2
€3 vz ws

y el producto mixto de @, Uy @ es el escalar @ - (0 A W). Propiedades:

1. i (7 A @) = det(i, 5, @).



]!

W= — (W A

T A ).
UA (W + py) = TA Wy + pt A Wa.

4. Si ¥y w son linealmente independientes, ¥ A w es perpendicular a ambos, por lo que
genera la recta ortogonal al plano que determinan: < ¥ A @ >=< ¥, @ >*.

T (FAD) = - (TAT) = 0.
2 o 2
) +(7\|annw||> =1

Por la ultima propiedad, el seno del angulo que forman ¢y @ cumple que

oA
1@ 1]w]|

5. 17 A2 + (5 @) = 5], luego (

N | AN

| sin(7, W)| = T=——=

’ el
Por tanto, el area del paralelogramo dado por 0y w es ||ZAZ]| = ||Z]|(]|2]|] sin(Z, 2)|), y el
volumen del paralelepipedo determinado por @, Uy W es |@- (VA W)| = || AD||(||d]|| cos(TA

w,q)]).

3.3. Espacios afines euclideos

Un espacio afin euclideo es un espacio afin F cuyo espacio vectorial asociado V es eucli-
deo. Si V tiene dimension finita, llamamos sistema de referencia ortonormal o referencial
ortonormal de E a un referencial cartesiano & = (O, B) en el que B es base ortonormal de
V. Denotamos con E un espacio afin euclideo de dimensioén finita y F, a R™ con su estructura
afin y euclidea estandar.

Definimos la distancia entre dos puntos P y @ como d(P,Q) = HP.Q)H, y por las pro-
piedades de la norma, d(P,Q) > 0 con d(P,Q) = 0 < P = Q, d(P,Q) = d(Q,P) y
d(P,R) < d(P,Q)+d(Q, R), por lo que se trata de una métrica. En particular, si P y @ tienen
coordenadas (p1,...,pn) y (q1,...,qn) en un referencial ortonormal, entonces

d(P,Q) =

La distancia entre dos variedades £ y £’ se define como d(L£, L") := inf{d(P, P")} per.prec,
y la distancia de un punto @ a una variedad £ como d(Q, £) = inf{d(P,Q)}pcc.

Dos variedades £ y L’ son ortogonales o perpendiculares (£LL’) si lo son sus direccio-
nes, y llamamos variedad perpendicular a £ que pasa por @ a la variedad Q + W=.

Asi,sily = P+ < U] >y oy = Py+ < Uy > sonrectas en E3 que se cruzan, sea U3 = U1 AUs la
direccion perpendicular a ambas, como vi5 €< ¥, U >, existe una Gnica recta con esta direcciéon
que corte a ¢1 y o, que llamamos perpendicular comun de ambas. Para calcularla, hallamos
el punto Q € ¢1 N (Py+ < U2, T3 >) y tomamos la recta Q4 < U3 >, o buscamos Ay, A2, A3 € R
tales que (P; + A\01)(Py + )\21723 = \373, es decir, tales que EIDZ = A\U1 — AaU2 + A303, y
tomamos la recta (P; + A\ 0h)+ < U3 >.

Dados un punto @) y una variedad £L = P + W en E, definimos la proyeccién ortogonal
de @Q sobre £ como el tinico punto Q' € LN (Q + W), y el simétrico ortogonal como el




— —
punto Q" = Q + 2QQ’. Con esto, d(Q, L) = d(Q,Q’). Demostracién: Q' € Ly QQ' € W+,

S s
luego para un X € L arbitrario, @', X € L — Q' X e W = QQ'LQ'X = d(Q,X) =
\/d(Q, Q)2 +d(Q', X)?, con lo que el minimo se alcanza en X = Q.

|

Ejemplos:
= La distancia de un punto @ = (¢1,...,¢,) a un hiperplano H de ecuacion ajzq + -+ +
ngn+b
anTn +b=0es d(Q,H) = |a17|1(:1y +7‘an)”+ L.
La recta ortogonal a H por @ es Q+ < @ > con @ = (ay,...,a,), y sus puntos tienen la

forma (g1 + Aa1, ..., qn + Aay,). Para cierto Ag se tiene Q' := @ 4 Aod € H. Sustituyendo,
0= al(Ql + )\Oal) + et an(Qn + >\Oan) +b= aiqyr + -+ anqn + b+ )\0”6”2’ luego

Ao = —%W, y la formula se obtiene de que d(Q, Q") = |\ol||@]|-

» La distancia de un punto ) a una recta £ = P+ < ¥ = (v1,v2) > en Ey es d(Q,{) =

‘detf\? )|

La ecuacion implicita de la recta es det( P*X2 = 0, cuyos coeficientes, (—vq,v1), tienen
la misma norma que ||#]], con lo que la formula se deduce del ejemplo anterior.

| det(? o w)\

= La distancia de un punto @ a un plano 7 = P+ < ¥,@ > es d(Q, ) = FneT

La ecuacion implicita del plano es det( P—X2 = 0, cuyos coeficientes son los del vector
ortogonal al plano, U A 0.

LFAPG

KA I R
Si Q’eja proyeccion ortogonal de ) sobre ¢, se tiene d(Q, £) :_LQ Qlly 1@ = PQ'+ Q Q

—
con PQ’ proporcional a vy Q'Q_L7, luego ¥ A 1@ = U AQ'Q y entonces ||TA I@H
l7]/|Q’Q||, de donde se deduce la formula.

= La distancia de un punto @) a una recta £ = P+ < ¥ > es d(Q,{) =

Dadas £1 = Py + Wy y Lo = Py + Wa, d(L1, L2) = d(Py, P, + (W; + W3)). Demostracion:
Veamos que los conjuntos A = {d(X1,X2)}x,ec,,x2ec, ¥ B = {d(Pl,X)}Xep2+(W1+W2) son
iguales.

C] Sean X7 = Py + W y Xo = P+ Wy con Wy € Wy y Wy € Wa, entonces

d(X1, X2) = | X1 Xa| = ||(Py + @) (P + @2)|| = | Py (P + W2 — )| € B

D] Dado X = P, + @ + W con Wy € Wi y Wa € Wa, entonces

d(Py, X) = ||PL(Py + @1 + @) = ||(Py — 1) (P + W) € A



Capitulo 4

Transformaciones ortogonales

Una transformacién ortogonal de un espacio vectorial euclideo V' es una aplicacion
f:V = Vital que ¥-d = f(¥) - f(W) para cualesquiera 0,% € V, y el conjunto de estas
transformaciones se conoce como grupo ortogonal de V' (O(V)). Si la aplicacion es entre
espacios distintos hablamos de una aplicaciéon ortogonal.

Una aplicacion f : V' — V es una transformaciéon ortogonal si y so6lo si es lineal y conserva
normas.

=] Si se conservan productos escalares se conservan normas. Sean r € Ry ¢,w € V. Para
ver que f(rv) = rf(7), vemos que

1£ o) = rf @I = IF D) + [lrf @) = 2 (r0) - (r () =
= [[ral* + 2 f @) = 2r(f(rv) - £(0)) = r?[[7]* + r?||7)* = 2r(r5 - 5) = 0

Para ver que f(7+ @) = f(¥) + f(w),

1 (7 + @) = f(7) = f(@)|* =
= [F@+@) >+ I F @+ I f @) +2(F(0) - f (&) = f(T+ ) - f(©) = f(T+0) - f () =
= |5+ B + |52 + (|2 + 2(7 - & — (7 + @) - T — (7 + @) - ) =
= |7+ @|* + (I171* + [15]|* + 27 - ) — 2|7+ &]|* = 0
] [T+ T2 = |2+ @] + 25 @, luego & = 1|7+ — |72 — [[&]|2) y por tanto si

una aplicacién lineal conserva normas también conserva productos escalares.
Propiedades de las transformaciones ortogonales:
1. ULW = f(U)Lf(W).

2. Su composicion es ortogonal.

lg(f @I = IlF @) = [17]]-

3. Son inyectivas. B
(f(0) =0 = |l = /() =0 = ¥ =0) = Nuc(f) =0.



4. La inversa de una transformacion ortogonal biyectiva es ortogonal.

£ @) = 1LFCHN = (191l

5. Si V tiene dimension finita, sus transformaciones ortogonales son biyectivas y O(V') con
la composicién de aplicaciones es un grupo.

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y B = {#1,..., ¥, } una base ortonormal de V.
Otra base B’ de V es ortonormal si Mpp: es ortogonal. f : V — V es ortogonal si y sblo si
Mpg(f) es ortogonal.

=] Sea A = Mg(f), si f es ortogonal, A* - A = (f(0;) - f(7;))i; = (T - 0;)ij = (8i)ij = In-

— | A" A = (f(5;) - f(¥;))ij- Si A es ortogonal, f(7;) - f(¥U;) = &, por lo que si ¢ =
>_; 1i; entonces f(7) = ZZ rif () y entonces IF@N? = i rif (@), rif(9)))
> Zj riri [(0;) - f(0;) = 22, Ej riridij = 2,5 = |19

El determinante de una transformacion ortogonal solo puede ser 1 o —1, pues 1 = det([,,) =
det(A?) det(A) = det(A4)2. f € O(V) es positiva o directa (f € OF(V)) si det(f) =1,y
es negativa o inversa (f € O~ (V)) si det(f) = —1. Claramente O(V) = OT(V)UO— (V).
Se cumple la regla de los signos: La composiciéon de transformaciones del mismo signo es
positiva, y la de transformaciones de distinto signo es negativa.

Los tnicos valores propios que puede tener f € O(V) son +1, y los subespacios Inv(f) y
Opp(f), que pueden ser nulos, son ortogonales. Ademas, si dim(V') es impar, al menos uno de
estos subespacios es no nulo. Demostracién: El polinomio caracteristico de f tiene pues grado
impar y por tanto al menos una raiz real, que por lo anterior debe ser +1, y el correspondiente
subespacio propio es no nulo.

Si U es un subespacio invariante de f € O(V), también lo es UL, y de hecho, f(U) = U,
fUY) = UL, flv € OU) y flyr € O(U'). Demostracién: Como f es inyectiva y la
dimension finita, f(U) C U implica f(U) = U, y por la conservacion del producto escalar,
fUH)LF(U), luego f(UL) C Ut y por tanto f(U+) = Ut. Como f conserva el producto
escalar, también lo conservan fly y fly..

Dadas g € O(U) y h € O(U%), existe una tmica f € O(V) con fly =gy flyr = h. Se
cumple entonces que si B y By son bases ortonormales respectivas de U y U+ entonces

Mz, (9) 0
Ms(f) = < 80 ’ Mpg, (h) )

Demostracion: SiV =UdW y tenemos g: U - U y h: W — W, entonces f : V — V dada
por U = 4 + W +— g(u) + h(w) es lineal y el tnico endomorfismo con f|ly =gy flw = h. Si
ademas W = U=,y g y h son ortogonales, entonces por el teorema de Pitagoras, || f(@+@)|* =
lg(@) + h(@)]* = llg(@)||* + [Ih(@)]|* = [[@]|? + ||@]]* = || + w|]>.

En adelante llamamos &,, a cualquier espacio vectorial euclideo isomorfo a R™ con el pro-
ducto escalar ordinario, pues todos los de igual dimension sobre el mismo cuerpo son isomorfos.

Dos bases B y B’ en &, son equivalentes si det(Mpg/) > 0. Orientar el espacio &, es
elegir en él una base, de modo que las bases equivalentes a esta son positivas o directas y el
resto son negativas o inversas.




4.1. Transformaciones ortogonales en &;

Un vector en & solo puede ser llevado por una transformaciéon ortogonal a si mismo y su
inverso, luego O1(&1) = {idg, } y O~ (&1) = {—idg, }.

4.2. Transformaciones ortogonales en &

Sea M = Mp(f) para una base B arbitraria. Si M = ( CCL Z ) es ortogonal positiva,

d

entonces M~ = Mt = < b

¢ >, luego d = a y ¢ = —b. Por tanto

a —b
- ()
con a? + b = 1. Escribimos OF(2,R) :== OF(&,).

= Sib=0se tiene a? = 1, con lo que a = +1 y se obtienen las transformaciones +idg,. En
particular, idg, cumple dim(Inv(f)) = 2 y dim(Opp(f)) = 0, mientras que —idg, cumple
lo contrario.

= Si b #£ 0, el polinomio caracteristico tiene raices complejas, luego
dim(Inv(f)) = dim(Opp(f)) = 0.

Dadas f,g € O*(&3), fog=go f. Demostracion:

a —b c —d\ (a—-bd —ad—bc\ [ c —d a —b
b a d c "\ ad+bc ac—bd “\d ¢ b a
cos —sinf

. la rotacioén o giro de
sinf cos6 ) g

Llamamos a la aplicacion gy dada por Mg(gg) = (

angulo 6. Se cumple que gg © g = goro' Y g5 - = g—s-

Si M = Z b es ortogonal negativa, entonces M~ = M! = ( —d _Ca ), luego

d b
a b
u=(5 %)

a = —dy b= c. Por tanto
con a? + b?> = 1. Por el polinomio caracteristico hallamos que Inv(f) y Opp(f) son rectas
ortogonales, y decimos que f es la simetria axial sobre Inv(f).

Toda rotaciéon puede expresarse como composicién de 2 simetrias axiales, y una de ellas
puede elegirse arbitrariamente. Demostracion: Sea f la rotacion y o una simetria axial,
entonces ¢’ := oo f es negativa y por tanto una simetria axial. Entonces coo’ = goco f = f.
Si queremos que o aparezca a la derecha, hacemos un razonamiento analogo con ¢’ == f o 0.



4.3. Transformaciones ortogonales en &3

Sea f € O(&s). Si dim(Inv(f)) = 3, todo vector de V es invariante y por tanto f = idg,,
una transformacién positiva.

Si dim(Inv(f)) = 2, sea H = Inv(f), entonces f|g. es una transformacion ortogonal de la
recta H+ que no puede tener invariantes, luego H+ = Opp(f) y dim(Opp(f)) = 1. Entonces
f = oy es la simetria especular sobre H, una transformacion negativa.

Sidim(Inv(f)) = 1, sea £ = Inv(f), entonces f|,1 es una transformacion ortogonal del plano
(+ sin vectores invariantes, luego es una rotacién distinta de la identidad, de angulo 6 # 0.
Entonces f es la rotaciéon de eje £ y angulo 6, una transformacion positiva. En particular, si
6 = 7 (simetria axial), entonces f|,. = —idy1 y por tanto dim(Opp(f)) = 2, mientras que
en otro caso dim(Opp(f)) = 0.

Si dim(Inv(f)) = 0 entonces Opp(f) # 0. Sea entonces ¥ € Opp(f) y por tanto £ =< ¥ >C
Opp(f). Entonces f|; = —idy, mientras que f|,1 es una transformacion ortogonal del plano
(+ sin vectores invariantes y por tanto una rotacion distinta de la identidad, de angulo 6 # 0.
Decimos que f es una rotaciéon con simetria de eje £ y angulo 8, una transformaciéon negativa.
En particular, si # = 7 entonces f|,. = —idy,1 y por tanto f = —idg,, con dim(Opp(f)) = 3,
mientras que si § # 7 entonces Opp(f|,+) = 0 y por tanto dim(Opp(f)) = 1.

Asf pues, en general, O%(£3) son las rotaciones (incluyendo de angulo 0) y O~ (€3) son las
rotaciones con simetria.

Para construir la matriz de una transformaciéon en &, tomamos una base «cémoda» B =
{¥1, Vs, U3} v aplicamos la féormula de cambio de base. Entonces:

| Rotacién (eje < 71 >, angulo 0) | Rotacion con simetria (idem) |

1 0 0 -1 0 0
Matriz 0 cosf —sinf 0 cosf —siné
0 sinf cosé 0 sinf cosf
Traza 1+ 2cosf —1+4+2cost
Det. 1 -1

Aqui se incluyen la identidad, menos identidad y simetrias axiales y especulares como casos
especiales de estos dos. La traza de un endomorfismo (suma de los elementos de la diagonal
de la matriz) no depende de la base, pues tr(M’) = tr(P~*MP) = tt(MPP~') = tr(M),
pudiendo servir para determinar el angulo de una transformacion dada su matriz en cualquier
base.

Toda rotacién se expresa como composicion de 2 simetrias especulares, de las que una se
puede elegir arbitrariamente siempre que su base contenga al eje de la rotaciéon. Por tanto toda
rotacion con simetria se expresa como composicion de tres simetrias especulares. Demostra-
cién: Sea f una rotacion de eje F' y o la simetria especular sobre un plano que contiene a F,
entonces ¢’ := o o f es negativa con vectores invariantes y por tanto otra simetria especular, y
entonces c oo’ =cooo f = f.Siqueremos que o aparezca a la derecha basta hacer lo mismo
con ¢’ = foo.



Capitulo 5

Movimientos

Una isometria o movimiento de E es una aplicaciéon f : E — F con
d(P,Q) = d(f(P), f(Q)) (también se puede hablar de isometrias entre espacios distintos). El
conjunto que forman es el grupo de los movimientos de E, escrito Is(F). Una aplicacion

f: E — E es un movimiento si y solo si es afin y ? : V' — V es ortogonal.

.

] d(P.

Fijado A € E, demostramos que si £ : V — V dada por £(¥) = f(A + v; es lineal, en-

tonces f es afin con 7 = (. En efecto, para P € E arbitrario, £( ﬁ f(A+ ﬁ
F(A)f(P).y dados P.Q € E, ((PQ) = {(~ AP+ AQ) = - 73)%(@) - —f( (P 3
F(AFQ) = F(P)(Q).

A continuacién veamos que £ es ortogonal, y por tanto sera hneal y f sera afin con ? =/
Dados #,% € V,si P == A+0y Q = A+u7 deducimos 7@ = L (||7]|* + ||| — ||@ — ¥?)

<||/ﬁ||2 + II@IIQ ||@|| ) d(A,P)* 4+ d(A,Q)? — d(P,Q)?). Pero del mismo

modo, {(7) - £(@) = 5 (d(¢(A), (P )) er(f(A),é(Q))2 —d(((P),£(Q))?), y como f con-
serva distancias, entonces ¢(7) - £(w) = ¥ - .

— PG| = | F (PO)| = IF(PYF@QS]| = d(F(P), F(Q)).

Propiedades: Si f y g son isometrias:

LiLlLy = f(L1)Lf(L2).

f o g es una isometria.

Si f es biyectiva, f~! es una isometria.
f es inyectiva.

Si dim(F) < oo, Is(E) es un grupo con la composicion de aplicaciones.

Un movimiento f es positivo/directo o negativo/inverso segin lo sea 7 Llamamos Is™ (E)
al conjunto de todos los movimientos positivos de E, e Is™ (E) al de todos los negativos.



5.1. Movimientos en E;

Si 7 = id entonces f = tz con U = Qf(Q} para Q € E arbitrario. Si ? = —id entonces
f=spcon P= %@) para Q € E arbitrario.

5.2. Movimientos en FE5
Ademas de los dos casos posibles en Fq:

= Si 7 es una simetria ortogonal, si hay puntos fijos entonces f es la simetria ortogonal
(afin) de base Fix(f) (y con direcciéon dir(Fix(f))*), y de lo contrario es la simetria

ortogonal con deslizamiento de base £ = A +Inv( f) y con vector de deslizamiento
T=Af(A ) siendo A := Q+f(Q) para () € E arbitrario, de modo que f = spoty = tzos,.
En efecto, dado Q € E, si Qf(Q; =v+wWconveW = Inv(?) y @ € W y llamamos
se tiene ? QA ?(%(174— W)) = 37 — 2, con lo que si g = t_zo f se tiene g(A) =
" ~ - I
(t-wo)(A) = F(A)—T = F(Q+ [ (QA)—7 = £(Q)— 15— Li—7 = f(Q)—L(T+u) = A
Por tanto Fix(g) # 0 y como ¢ = ?, resulta g = S v (g) =sc ¥ f =tyog, y es facil
comprobar que tyo g = gotg.

L@+ @), como f = ow es la simetria de base W y direccion W+,

= Si ? = gy es la rotacion de angulo 6 # 0 entonces f = ppg es la rotacién de centro P

y angulo 6, siendo P el tnico punto fijo de f, pues Inv( f ) =0.

5.3. Movimientos en Fj

Lo dicho respecto a las traslaciones y simetrias también se aplica aqui, pero también se
pueden dar otros dos casos.

= Si 7 = pr, es la rotacion de eje F' y dngulo 6, si hay puntos fijos entonces f = pg g es
la rotacion de eje ¢ = Fix(f) y angulo 6, y de lo contrario f =tz o0 prg = prg oty es la
rotacién con deslizamiento o movimiento helicoidal de eje ¢, angulo 6 y vector de
deslizamiento U, donde ¢ = WF(Qf(Q;) para @ € Es5 arbitrario y £ = Fix(t_z o f).

Todo movimiento f : E3 — E3 con f = ppg para § # 0y Fix(f) = 0 es un movimiento
helicoidal con los elementos mencionados, y viceversa.

=] Sea Q € E3 arbitrario y Qf(Q; =d+wWconv€Fywe F*, conloque 7 es la
proyeccion ortogonal de Qf(Q; sobre F. Sean ahora g :=t_go fy H = Q + F* .
Entonces g(H) C H, pues Q’ EH = ITcF:Q =Q+7 = g(Q) =
9(Q+%) = f(Q+Z)—7 = v—i—? —|—w+7(f) € Q+F+ = H. Entonces
g|# es un movimiento para el que ?‘Fi = |FL es una rotacion, luego existe P € H
con g(P) = P. Esto implica ¥ # 0, pues de lo contrario seria f = g y f tendria
puntos fijos. Deducimos pues que g es la rotacion pg g con £ = Fix(g) = Fix(t_zo f)
y por tanto f =tzog.



<=1 Sea g := pg g, para un @) € Ej arbitrario, Qf(Q) = Qg(Q) + ) = 7+ Qg(Q), donde
7€ FyQg(Q) € F*, luego ¥ es la proyeccion ortogonal de Qf(Q) sobre F. Esto
prueba que Fix(f) = 0, pues de lo contrario se tendria Qf(Q) = 0 y entonces 7 = 0
y ? = PF,6-
= Si 7 = prp O OpL €s una rotacién con simetria, entonces f = pgg 0 Sy = Sy © Prg
es una rotaciéon con simetria especular de base H y angulo 6, donde { = P+ F'y
H = P+ F* siendo P el tinico punto fijo de f (pues Inv(?) =0).
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