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Capitulo 1

Curvas

Una curva parametrizada diferenciable es una funcion a : I — R™ C*, donde I C R es
un intervalo abierto. Llamamos traza de la curva a a(l) C R™ y vector velocidad o vector
tangente a a a o/ == (of,...,al) : [ = R™.

Una curva es plana si su traza esta contenida en un plano o alabeada en otro caso. Asi, la
hélice cilindrica, a(t) := (acost, asint, bt) para ciertos a,b > 0, es una curva alabeada. Una
auto-intersecciéon de una curva « : I — R"™ es un punto p € R" para el que existen s,t € I,
s #t, con as) = a(t) = p, y un punto de retroceso es un punto singular, esto es, un ¢t € [
con o/(t) = 0. Una curva es simple si no tiene autointersecciones, y es regular si no tiene
puntos singulares. Nos centraremos en las curvas parametrizadas diferenciables regulares.

1.1. Reparametrizacion

Dados dos intervalos abiertos I, J C R", un cambio de parametro es un difeomorfismo
h:J — 1,y si tenemos una curva « := I — R", llamamos reparametrizaciéon de a por h a
la curva f:=aoh:J — R™

En tal caso, si « es regular, 8 también, pues h'(t) # 0 siempre. Ademaés, o bien h'(t) > 0
para todo ¢ € J, en cuyo caso h conserva la orientacion, o h/(t) < 0 para todo ¢t € J, en
cuyo caso h invierte la orientacion.

1.1.1. Longitud de una curva

Sean o : I — R™ una curva parametrizada, [a,b] C I, y una particion P = {a = tg <
... <ty = b}, llamamos longitud de « asociada a P a L(a, P) == Y | |a(ty) — ate—1)], ¥
longitud de a entre a y b a

Ll (a) := uljl’lrgo L(a, P),
PePla,b]

donde P[a, b] es el conjunto de particiones de [a, b].
Dada una curva o : I = R" y [a,b] C I,

b
Lg(a):/ |’ (t)]|dt.



Demostracion: Sea P := {a =ty < ... < t,,, = b} € P[a,b], por el teorema de los valores
intermedios, en cada [t;_1,t;] existen m1,...,Mm € (ti—1,t;) tales que o;(t;) — a;(ti—1) =
a;’(nij)(ti - ti—l)a luego si f(slv B Sn) = |(O/1(81)’ ) an(sn))|v

m

Z|Oé tr) — a(te—1)| = Zf(ml,-.-,mn)(ti—ti—1)-
i=1

Por otro lado, por el teorema del valor medio integral,
b m t; m m
[ la@iae=>" [ jaoldt =Yl i)l ti) = 3 f0ns )t~ )
a =1 Yti—1 i=1 i=1

para ciertos v; € (t;,-1,1;), por lo que

b
L@mf/mmw

Ademés, f es continua en el compacto [a,b] y por tanto uniformemente continua, luego fijado
un ¢ > 0, existe § > 0 tal que, si |s; — ¢;] < d para todo j € {1,...,n}, |f(s1,..-,8n) —
f(t1,...,tn)| <e. Eligiendo P € Pla,b] con |P| <4, |n;; —v;| < 6 para todo j y

L(a, P) —/ o/ (1)t

<Y 1 @ins- o min) = FWa - w)| (6 — tin).
=1

< Z|f(77i1,---777m) — fWi, . vt — tica) <
i=1

Zst —ti—1) =€(b—a).
=1

Con esto, la longitud de una curva es independiente de su parametrizacion, pues si a: [ —
R™ es una curva, h : J — I es un cambio de pardmetro que conserva la orientacion y 5 := aoh,

a(t)=Bh7H() y

1 Rt (b) h™1(b)
gote= [ Tpoa= [0 weowoa= [ e

h=1(a) h=1(a)

-1
y si h invierte la orientaciéon ocurre algo analogo con LZ,IEZ)) (8).

1.1.2. Parametrizaciéon por arco

Una curva « : I — R™ est4 parametrizada por arco o es p.p.a. si [o/(t)] = 1 para todo
t € I, en cuyo caso Li(a) = t, y entonces generalmente usaremos s como parametro. En tal
caso, si h : J — I es un cambio de pardmetro tal que 8 := oo h es p.p.a, h es de la forma
s — £s+ a para algin a € R, pues |W/(t)| = [o/(h(¥)) || ()] = |8/ (t)] = 1.

La aceleraciéon de una curva es su doble derivada, y se puede descomponer una compo-
nente tangencial, en la recta generada por la velocidad, y una componente normal, en el
plano perpendicular a esta. La aceleracion de una curva p.p.a. no tiene componente tangencial,

pues esta vale (o/(s),a”(s)) = 34]a/(s)[> = 0.



FUVR2

Teorema de la funcién inversa: Sean f : I — R continua en el intervalo I y derivable
en su interior con derivada no nula, entonces f es una biyeccién de I sobre un intervalo J
y f=!':J — R es continua y derivable en el interior de J con

Como teorema, toda curva parametrizada regular admite una reparametrizacion por lon-
gitud de arco con un cambio de parametro que conserva la orientacion. Demostraciéon: Sean
«a: I — R™ una curva de este tipo, tgo € I y g : I — R dada por

_ /t:|a'<u>|du:LiO<a>,

g es diferenciable y, como o/( ) # 0 para todo t € I, ¢'(t) = |&/(t)| > 0, luego por el teorema
de la funcién inversa, J = g¢(I) es abierto AR I — J es un difeomorfismo. Llamando
h = g1, como h'(g(t )) "(t) =1, b (g(t)) = 7 (t) > 0, luego h conserva la orientacién. Ademaés,
(o hY ()] = |’ (h()IH'(3)] = [ (h(3))| ey = 1.

Ejemplos:

1. La catenaria es la curva que adopta una cadena ideal perfectamente flexible con masa
distribuida uniformemente, suspendida por sus extremos y sometida a un campo gravita-
torio uniforme. Se expresa como a(t) := (¢,cosht), y admite una reparametrizacion por
longitud de arco B(s) := (argsinh s,v/1 + s2?) de igual orientacion.

Sea . . .
|/ (u)|du = / |(1,sinh w)|du = / coshu du = sinht,
0 0 0

entonces h(s) == g~1(s) = argsinh s, luego la reparametrizacion es a(h(s)) = (argsinh s, co:

(argsinh s, V1 + s?).

2. Dada la circunferencia a(t) := p + (r cost, rsint) para ciertos p € R? y r > 0, la repara-
metrizacion por longitud de arco es 3(s) := p + (rcos 2,rsin ).

¢ ¢
:/ |o/(u)|du:/ rdu = rt,
0 0

luego h(s) == g~*(s) = £ y la reparametrizacion es a(h(s)) = p + (rcos £,rsin £).

1.2. Curvas en el plano

Llamamos estructura compleja en R? a la rotacion positiva de angulo 7, que se expresa

como la matriz
0 -1
e (05,



Entonces, dada una curva a : I — R? p.p.a., si t(s) := o/(s) y n(s) = Jt(s) es su vector
normal, (t(s),n(s)) es el diedro de Frenet de a, que en cada s es una base ortonormal
positivamente orientada. Propiedades:

1. t/(s) = {t'(s),n(s))n(s),

t'(s) = (t'(s),t(s))t(s) + (t'(s),n(s))n(s), pero el primer término se anula al ser

(¥(5),8(5)) = & < [6(5)” = 0.

1.2.1. Curvatura

La curvatura de una curva regular oo : I =+ R? p.p.a.ak:I — Res
Ka(s) = (t'(s),n(s)) = det(a/(s),a"(s)),
pues

(t(s),n(s)) = ("(s), Ja/(s)) = {(a](s), 5 (5)), (—a(s), & (s))) = @1 (s)a5(s) — ap(s)af (s).

Las formulas de Frenet son

Si k(s) # 0, llamamos radio de curvatura a p(s) : Ok
Ejemplos:

1. El radio de curvatura de una circunferencia de radio r es r.
Sea a(s) == p+r(cos2,sin£) con p € R? y r # 0, o/(s) = (—sin2,cos £) y o'(s) =

%(— cos £, —sin £), luego k(s) = L y p(s) = |r|.

2. La curvatura de una recta es 0.
Sea «(s) := p + sv para ciertos p,v € R? con v unitario, o/(s) = v y o’(s) = 0, luego
k(s) = 0.

3. La catenaria a(s) := (argsinh s, v/1 + s2) tiene radio de curvatura p(s) = 1 + s.

. . 12
Se tiene argsinh’ s = L =

cosh(argsinhs) = /1+s2’ luego

o(s) = <\/11752 \/11732> o(s) = (_(1+§2)3/2’ (1+i2)3/2>’

1-|-52

con lo que k(s) = 77557 = 1—5-% y p(s) =1+ s%




Como interpretacion geométrica, si a =: (x,9), 2'(s)? + ¢/'(s)? = 1, luego existe ¢ € C>=(I)
con z/(s) = cosp(s) e y'(s) = sinp(s), pero ¢ es el angulo que forma t(s) con el eje x vy,
por tanto, k(s) = (£/(s),n(s)) = ('(s)(~sinp(s), cos a(s)), (— sin(s), cos p(s))) = ¢'(s) s
la variacion de este angulo respecto al arco. Ademas, dados un sy € I y un incremento h,
k(sg) = limp_0 w, pero ¢(so + h) — ¢(so) es la longitud de arco entre t(sg) y
t(so + h) en S' y h es la longitud entre a(sg) y a(sg + h).

La curvatura es aceleracion normal necesaria para recorrer la curva a velocidad 1. La cir-
cunferencia osculatriz es la circunferencia que mejor se ajusta a la curva « en un punto
s con k(s) # 0. Pasa por s y su radio es p(s), y su centro estd a la izquierda en el sentido
del recorrido cuando la curvatura es positiva y a la derecha cuando es negativa, por lo que su

centro es s + 28

1.2.2. Teorema fundamental

Un movimiento rigido es una funcion M : R™ — R™ dada por M(z) := Az + b para
ciertos A € SO(m) y b € R™. Teorema fundamental de curvas planas:

1. Dados un intervalo abierto I C R y s : I — R diferenciable, existe una curva regular
a: I — R? p.p.a. con curvatura k.

Sean sg € I cualquiera, ¢ : I — R dada por p(s) = fs

S0

afs) == ( / cos o(u)du, / sincp(u)du) .

Como o' (s) = (cos p(s),sin(s)), |&/(s)] =1y a es una curva regular p.p.a. Ademés

Ky

cos () sin (s)

ol (s)sing(s) /(s) coso(s)| = F ()eos” @(s) +sin’ p(s)) = r(s).

Ka(s) =

2. Dadas dos curvas regulares o, 8 : I — R? con igual curvatura, existe un movimiento
rigido M tal que 8 = M o a.

Sean r la curvatura, so € I'y (to,Na) y (tg,ng) los diedros de Frenet respectivos de «
y B, existe un tnico A € SO(2) tal que At,(so) = tg(sp), y como A es una rotacion,
An, (sg) = ng(sg). Sean entonces b := [(sg)—Aa(sg), Mz == Az+b un movimiento rigido
y v = M oa, y queremos ver que v = 3. Tenemos v(so) = Aa(so) +b = B(s0) y t/,(s0) =
(Aa +b)/(s0) = Ad'(s0) = Ata(so) = tg(so), luego si f(s) = L[ts(s) — t4(s)|?, entonces
f(s0) = 0. Ademas, como k, = (7", Jv') = (Ao, JAd') = (A, AJd/) = (&, Ja') = &,
F1(s) = (th — th,t5 — t,) = (kny — kn, b5 — £,) = K(—(ms,t,) — (0, 65)) = 0, pues
(ng,t,) = (Jtg,t,) = —(tz,Jt,) = —(tg,n,). Por tanto f = 0 y tg(s) = t,(s) para
todo s € I, luego (8 —)'(s) =0y By 7 se diferencian por una constante, que debe ser
0 porque S(so) = ¥(so0).

1.2.3. Curvatura de una curva arbitraria

Dados una curva regular « : I — R? y un cambio de parametro h : J — I que preserva la
orientacion tal que 8 := a o h es p.p.a., llamamos curvatura de a en t € I a la curvatura de



B en h=1(t). Esta es
o (t) = (o”(t), Jo/ (1))
* o/ ()
Demostracion: Se tiene tg(s) = f'(s) = o/ (h(s))h'(s), ng(s) = Jtg(s) = h'(s)Ja/(h(s)) vy
t5(s) = o’ (h(s))'(s)* + 1" (s)a’ (h(s)), luego para s = h™'(t),

alt) = ra(s) = (" (h(s))H (s)2, W' (s)Ja (h(s))) = K (s)* (0" (£), Ja (£)) = W

pues h'(s)a’(h(s))| = [I'(s)a’(h(s))| = [5"(s)| = 1.

1.2.4. Comparacién de curvas en un punto

Sean a : I — R? una curva regular p.p.a. con diedro de Frenet (t,n), so € I, pg := a(sp),
to == t(s0), ng = 1n(sp), £ == po + (to) y p € R?, llamamos distancia orientada de p a ¢ a
dist(p, ¢) == (p — po, no). Entonces ¢ divide R? en dos semiplanos H* = {p | dist(p,¢) > 0} y
H~ = {p | dist(p,£) < 0}, de modo que £ = HT N H~. Entonces:

1. Si k(sg) > 0, existe un entorno J C I de sg con a(J) C H+.

Sea f(s) = dist(a(s),f) = {(a(s) — po,ng), entonces f(sg) = 0, f'(s) = (&/(s),ng),
f'(s0) = (to,mo) =0, f"(s) = (t'(s),n0) y f"(s0) = K(s0), luego si x(sg) >0, f tiene un
minimo relativo en sg y existe un J € £(sp) con f(s) > f(so) = 0 para todo s € .J, con
lo que a(J) € HT.

2. Si k(sg) < 0, existe un entorno J C I de sg con «(J) C H™.
Analogo.

3. Si existe un entorno J C I de so con a(J) C H™, k(sg) > 0.
Entonces dist(a(s),£) > 0 para todo s € J, luego f tiene un minimo relativo en sg y
1" (s0) = k(s0) > 0.
4. Si existe un entorno J C I de sy con a(J) C H, k(s9) < 0.
Analogo.
Sean a, 3 : I — R? curvas regulares p.p.a., so € I con a(sg) = B(s0) =: po y &' (s0) = B'(s0) =:
to, y £ la recta tangente a o y 5 en sg, o estd por encima de 5 en pq si existe un entorno J
de s¢ con dist(a(s), ) > dist(8(s), ¢) para todo s € J.
1. Si ka(s0) > Ka(s0), @ esta por encima de (.
Sean ng = Jtg y f(s) == dist(a(s), £) — dist(B(s), £) = (a(s) — po, ng) — {B(s) — po,ng) =
(a(s) = B(s),mo), entonces f(so) = 0, f'(s) = (a'(s) = B'(s),m0), ['(s0) = 0, f"(s) =
(a”(s) = B"(s),mo) = (a(s),m0) — (6" (s),m0) ¥ f"(s0) = Ka(s0) — r3(s0). Entonces, si
Ka(80) > Kkg(so), [ tiene un minimo relativo en s¢ y por tanto existe un J € £(sp) con
f(s) = dist(a(s),£) — dist(8(s),£) > f(so) = 0 para todo s € J.
2. Si « estéa por encima de 5, kq(S0) > ks(S0)-

Sea J un entorno de so en que dist(a(s), ) > dist(3(s),£), en este entorno es f(s) > 0,
luego como f(sg) =0, f tiene un minimo relativo en so y Ko (s0) > K3(s0)-



1.3. Curvas en el espacio

Sea  : I — R3 una curva regular p.p.a., si t(s) es su vector tangente, t(s) Lt’(s), y llamamos
curvatura de o en s € I a k(s) == |t'(s)|. Una curva p.p.a. a : I — R3 es una recta si y sélo
si su curvatura es nula.

El vector normal a una curva regular p.p.a. a: I — R3 en un s € I con x(s) # 0 es

) 'y
=20 " eI

el plano osculador es span{t(s),n(s)}, el vector binormal es b(s) = t(s)An(s) y el triedro
de Frenet es la base ortonormal de R? positivamente orientada (¢(s),n(s),b(s)). La torsiéon
de una curva regular p.p.a. a : I — R3 cuya curvatura nunca se anula es la funcién 7: I — R

dada por 7(s) = (t(s) An'(s),n(s)) = (b'(s),n(s)).
1.3.1. Propiedades de la curvatura y la torsiéon
Foérmulas de Frenet: Para o : I — R3 una curva regular p.p.a. cuya curvatura nunca se

anulay s €1,
/

t Kn K t

n| =|-xskt—7b| =|-x —T n

b ™ T b
Demostracion: Claramente t'(s) = k(s)n(s). Derivando la definicion de b, b’(s) = t'(s) A
n(s) + t(s) An'(s) = t(s) An'(s)Lt(s), y al ser b unitario, b’(s) Lb(s), luego b’(s) debe ser

)

proporcional a n(s), b’(s0 = (b(s),n(s))n(s) = (t(s) An'(s),n(s))n(s) = 7(s)n(s). Fmalmen—
te, 0'(s) = (n'(s), t(s))t(s) + (n(s), n(s))n(s) + (n'(s),b(s))b(s), pero al ser (n(s),t(s)) =
(' (s).4(s)) = — (n(s). ¢ (8> = —In(s)||t'(s)| = —r(s); (n'(s),n(s)) = 0, y al ser <n(g

0, <T( 5),b(s)) = —(n(s),b’(s)) = —7(s), luego finalmente n’(s) = —£(s)t(s) — 7(s)b(s).
CHOmos det(a/(s), a"(s), 2" (s))

| (s)[? ’

()>

T(s) = —

pues
(t(s) An'(s ,n(s)) = det(t(s),n’(s),n(s))
_ det (a /// s /(S)|N_Sa//(s>|a//(8)‘/ a//(s> )
1
[a"(s)]?

Sea o : I — R3 una curva regular p.p.a. con curvatura s:
1. Kk =0 siy solo si a es una recta.

=] Sia(s) =p+sv, t(s) =v,y k(s) =|t'(s)| =0.

<= Entonces a(s) = 0 para todo s € I, luego integrando, o’(s) es constante en algin
vy a(s) es de la forma p + sv.



2. Si k no se anula, « es plana si y solo si su torsion 7 = 0.

=] Sean p € R? y 7 C R? un plano vectorial tales que a(I) C , entonces t(s),n(s) € 7
para todo s € I, luego b(s) siempre esté en la misma recta y, por continuidad, es
constante, con lo que b’ =0y 7 = 0.

b(s)),

<] SiT=0,b =7mn =0, luego b es constante en algin by, si f(s) = (a(s),
1(8)b1 +

f(s) = (t(s),b) = 0, luego f es constante en algin ¢y, para todo s € I, «
as(8)bs + as(s)bs = ¢, la ecuacion de un plano.

1.3.2. Curvatura y torsiéon de curvas arbitrarias

Sean o : I — R? una curva regular y h : J — I un cambio de parametro que conserva la
orientacion y tal que B := avoh es p.p.a., definimos la curvatura de a como k4 (t) == kg(h~1(t))
y, si esta no se anula, la torsién como 7,(t) == 75(h~1(t)). Entonces

o/ () A " (D)] det(a/(t), o (t), @™ (1))

WOF ) = T W A (P

Ka(t) ==

Demostracion: Sea s := h=1(t),

o/ (h(s))l'(s),
B”(S) = o (h(s))'(5)* + o (h(s)) " (s),
B (s) = o (h(s))h'(5)* + 30 (h(s))1/ ()0 (5) + o/ (R(s))h" (s),

y como ' y 3" son ortogonales, |5”(s)| = |8'(s) A 5”(s)], luego sustituyendo, y eliminando los
productos vectoriales entre vectores proporcionales,

ka(s) = |B"(s)] = [B'(s) A B"(s)] = o (h(s))N' (s) A o (h(s))R' (5)*]

YRy " _ o)) na" ()]
= 1'(s)*|c/ (h(s)) A" (h(s))| = BRI
pues |/ (t)|W/(s) = |/ (h(s))R (s)| = |8'(s)| = 1. Por otro lado, haciendo lo mismo y eliminando
productos escalares entre vectores ortogonales,

ro(s) = det(B'(s),8"(5), 8"(s)) _ (B'(s) AB"(s5), 8" (s))

’ B (s)? [5'(s) A B (5)2
(o/(h(5))h'(s) A" (h(s))W (5)?, " (h(s)) ' (5)°)

h'(s)0la/ (h(s)) Ao ((s))[?

(@’(t) Aa”(t),a”(t)) _  det(a/(t),a”(t),a”(t)

|/ (t) A a”(E)]? |/ (t) A a”(E)]?

1.3.3. Teorema fundamental

EDO

Una e.d.o. es lineal si es de la forma & = A(t)z + b(t), con A : I C R — L(R") y
b:I CR — R"[..]. Como teorema, si A y b son continuas, para (fo,zg) € I x R", el




problema
{ i = A(t)z + b(t),
(

X to) = Zo,

tiene solucién Gnica definida en todo IJ...].

Teorema fundamental de curvas en R3:

1. Dadas k,7 : I — R diferenciables con x(s) > 0 para todo s € I, existe una curva regular
p-p-a. con curvatura k y torsion 7.

Podemos ver las férmulas de Frenet como como un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales con incognitas (t1, to, t3, n1, ne, na, by, be, b3), y tomando como condiciones inicia-
les un sg € I y una base ortonormal positivamente orientada (tg, ng, bg), por el teorema
de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
existe una unica f : I — R"™, f(s) =: (t(s),n(s), b(s)), que cumple las férmulas de Frenet
y tal que f(so) = (to, no, bo)-

Usando las formulas de Frenet,

(t,n)" = (t',n) + (t,n’) = k(n,n) — k(t,t) — 7(t,b)

(t,b) = (t',b) + (t,b’) = k(n,b) + 7(t,n)

(n,b)" = (0, b) + (n,b) (t,b) —7(b,b) + 7(n,n)
t,t) = 2(t,t') = 2k(t, n),

(n,n)’ = 2(n,n’) = —2xk(t,n) — 27(n, b),

(b,b)’ = 2(b,b’) = 27(s)(n, b),

y tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales en el que, si establecemos como con-
diciones iniciales (t,n) = (t,b) = (n,b) =0y (t,t) = (n,n) = (b,b) = 1 en so, las
correspondientes funciones constantes forman una soluciéon del sistema, y por tanto la
tinica para estas condiciones, luego (t(s),n(s),b(s)) es siempre una base ortonormal.

Sea entonces o : I — R? la curva dada por a(s) = f t(u)du, para todo s € I la

diferencial o/(s) = t(s) y &”(s) = t'(s) = k(s)n(s) por las formulas de Frenet, con lo
que s es la curvatura de a. Ademéas, o'”(s) = x'(s)n(s) — x(s)%t(s) — (s)T(s)b( ), vy la
torsiéon de la curva es

_ det(d/(s),0"(s),a"(s)) _ _(a'(s) Aa(s),a"(s)) _

| (s)[? r(s)?
__{t(s) Ar(s)n(s), K/ (s)n(s) — k(s)*t(s) — K(s)T(s)b(s)) _
k(s)?

I
\
X
—~
V)
~—
[ V)
Il
N
—
~—
—~
=+
—
~—
>
=
—
~—
=%
—~
»
~—
~
I
2
—
»
~—
—
o
—
V)
~—
=%
—
»
~—
~
|
2
—
V)
~—

2. Dadas dos curvas regulares p.p.a. a, 8 : I — R? con igual curvatura y torsion, existe un
movimiento rigido M tal que § = M o a.



Sean & la curvatura, 7 la torsion y sg € I, existe una tinica A € SO(3) tal que At ( 0) =
tg(s0), Any(so) = ng(so) y Aba(so) = bg(so). Sean entonces b = §(so) — Aa(so),
M(x) := Az 4+ b un movimiento rigido y v := M o «, y queremos ver que 7 = 3.

Se tiene

v(s0) = Aa(so) + b = B(s0),

t+(s0) = (Aa+b)'(s0) = Ad/(s0) = Ata(s0) = ts(so),

K ()7 (8)] = [Aa” (s)| = [@”(s)] = K(s),

7 (s) = det( "(s),B8"(s), 8" (s)) det(Ad/(s), A (s), A" (s))

18" (s)[? o |a”(s)[?
= —det Adet( o/(s |) ”(8()|2 (5)) = det A7(s) = 7(s),
_ (s0) _ Aa(s0) _ ny(sg) = ng(s
n’Y(S()) - H'y(SO) - KZ(S()) =A Ot( 0) - ﬁ( 0)7

b, (s0) = ty(s0) Any(so) = bg(so).

Sea ahora f(s) = 2(|tg(s) — t,(s)|* + |ng(s) — ny(s)|* + |bg(s) — b,(s)[?), entonces
f(s0) =0y

f

(th —t7,ts —ty) + (ng —nl ,ng—n,) + (b — bl . bs —b,)

=(kng — kny,tg —t,) + (—ktz — 7bg + Kty +7b,, ng — n,) + (tng — 7n,,bg — b,)
= K((ng, ty) + (0, t5)) + K((bs, 09) + (65, 115))

+7((bg, 1) + (by,mg)) = 7((ng, by) + (0, bs)) = 0.

Por tanto f es constante en 0, luego tg =t,, (6 —7)'(s) =0y [ — v es constante, pero
B(s0) = v(s0), luego 8 = .



Capitulo 2

Superficies

Una superficie regular es un subconjunto S C R? no vacio tal que para todo p € S existe
un abierto U C R?, un entorno V de p en S y un homeomorfismo X : U — V diferenciable con
diferencial dX(q) inyectiva para todo ¢ € U. Entonces X es una parametrizacion, carta o
sistema de coordenadas y V es el entorno coordenado. También llamamos parametriza-
ciéon al par (U, X).

Que dX(q) sea inyectiva equivale a que X, (q) = dX(q)(e1) y Xu(q) = dX(q)(e2) sean
linealmente independientes, lo que equivale a que el jacobiano JX (g) tenga rango maximo.

2.1. Criterios para determinar superficies

Claramente, para S C R3, si todo p € S tiene un entorno relativo V. C S que es una
superficie, entonces S es una superficie.

Sean U C R? abierto y f : U — R diferenciable, el grafo G(f) = {(u,v, f(u,v))}uv)ev
es una superficie regular. En efecto, X : U — G(f) dada por X (u,v) = (u,v, f(u,v)) es
continua y su inversa es la proyeccion sobre el plano XY, que es continua, luego X es un
homeomorfismo, y es diferenciable con X, (u,v) = (1,0, %(u,v)) y Xo(u,v) = (0,1, %(u,v))
linealmente independientes.

FVV3

[...][Teorema de la funcién implicita: Sean F : D C (R" x R™) — R™ C*¥ con k > 1,
(z0,y0) € D con F(zo,y0) = 0y d(y — F(zo,y))(yo) : R™ — R™ no singular, existen
U e E(xg) yV € E(yo) con U xV C D tales que existe una dnica f : Y — V con
F(z, f(z)) = 0 para todo = € U y esta es C¥.|

Sean V C R? abierto, f : V — R diferenciable y p € V, p es un punto critico de f
si df(p) = 0, en cuyo caso f(p) es un valor critico. Un valor regular es un a € R que
no es critico. Entonces, si a es un valor regular de f y f es C!, la superficie de nivel
S = f~'({a}) es una superficie regular. Demostracién: Sea py = (7o, ¥0,20) € S, como
df (po) # 0, al menos una de las derivadas parciales no se anula. Podemos suponer %(po) #£0,
y por el teorema de la funcién implicita, existen entornos U de (x¢,yo) en R? e I de zp en R
y una g : U — I diferenciable tales que g(xo,y0) = 20; para (z,y) € U, f(z,y,9(z,y)) =a, y



(UxI)Nf~Y(a) = {(u,v,9(u;v)) }u,w)ev, ¥y por la proposicion anterior, V := (UxI)NS = G(g)
es una superficie regular. Como esto ocurre para todo p € S, S es una superficie regular.
Ejemplos:

1. Dados a,b,c,d € R con (a,b,c) # 0, el plano 7 := {ax + by + cz = d} es una superficie
regular.

Sea f(x,y,z) = ax + by + cz, df (x,y,2) = (a,b,¢), luego f es diferenciable sin puntos
criticos y m = {f(z,y,2) = d} es una superficie regular.

2. Dados a,b,c € R*, el elipsoide E := {i—z + Z—z + ‘Z—j = 1} es una superficie regular. En
particular S? es una superficie regular.

) f
Sea f(x,y,2) = 2—; + &+ i—;, f es diferenciable con df(z,y,2) = (2%, %,2), luego
el tinico punto critico de f es el origen y su tnico valor critico es pues 0. Por tanto
E = {f(z,y,z) = 1} es una superficie regular.

3. El hiperboloide de una hoja H := {2%2+y?—2% = 1} y el hiperboloide de dos hojas
H' = {2 + y?* — 2% = —1} son superficies regulares. Estas son superficies de revolucién
resultantes de rotar la hipérbola {zy = 1} alrededor de uno de sus ejes de simetria, la
recta {y = —x}, en el caso de H, o de la recta {y = z}, en el caso de H’', aplicando antes
una transformacion lineal.

Sea f(x,y,2) = 2% + y?> — 22, f es diferenciable con df(z,y,2) = (2z,2y, —2z), luego
el tnico punto critico de f es el origen y su unico valor critico es 0, con lo que H =
{f(z,y,2) =1} y H = {f(x,y,z) = —1} son superficies regulares.

Para ver que los ejes de simetria de la hipérbola son los mencionados, sean v = (a, b)
unitario tal que span{v} es un eje de simetria y p :== (z, %) € {xy = 1}, el simétrico de p es
p—2(p,v)v = ((1 —2a?)x — 2ab 1=20° 2b —2abx), luego ((1—2a2)z — %“b)(@ —2abz) =1

x
y, como esto se cumple para todo x € R*, multiplicando todo por x% y haciendo z

tender a 400, (—2ab)(1 — 2b?) = 0, por lo que bien —2ab = 0y v € {(£1,0), (0,£1)}
para lo que cualquier punto de la hipérbola sirve de contraejemplo, bien 1 — 2b% =
y entonces v € {%(il,il)}, lo que nos da las rectas {y = —z} e {y = z}. Siv
%(1,1), p—2(p,v)v = (-1, —x), y efectivamente (—1)(—z) =1, y si v = %(1,—1),
p—2(p,v)v = (%, ), y efectivamente 1 o= 1.

I o

Queda ver que las figuras de revolucién son efectivamente las mencionadas. Para H,

(G )E)-:0) G )G)-0)

y los puntos son de la forma (z,y,2) == ((u+ ) cosv, (u+ 1) sinv, —u+ 1)/2, de modo
que z?+y2— 22 = 1(u+ 1) —(u-21)) =1.4= 1. Rec1pr0camente dado (z,y, z) con

24y’ -2t =1, comou»—>( +1)/2 tiene como imagen R\ (—1,1) y 22 +y* = 22+1 > 1,
existe u con (u + /2 = /22 + y y ex1ste v tal que (u+ 2)/2 - (cosv,sinv) = (z,y).
Finalmente, 2% = g YP-1l=1tu+i)P2-1=1(u-21)% luego ze{xi(—u+ 1)}y

gl |

si los signos son opuestos basta Camblar U por



Para H',

CDOSED D00

y los puntos son de la forma (z,y, z) == ((u — L)cosv, (u— L) sinv,u+ 1)/2, de modo
que % +y? — 2% = I((u — 1) — (u+ 1)?) = —1. Reciprocamente, dado (z,y,2) con
z? + y2 22 = —1, como u — (u — f)/2 tiene como imagen todo R, existe u con
(u—1)/2 = /a2 +42,y ex1ste v tal que (u -4y2. (cosv sinv) = (x,y). Finalmente,

2 = g2 +yP+l=1(u—1)2+1=1(u+1), luegoze{:lz (u+ 1)}y, si los signos son
opuestos, basta cambiar u por —%

4. Dados a > 7 > 0, el toro T? := {(\/22 +y2 — a)? + 22 = 72} es una superficie regular,

y se obtiene de girar sobre el eje Z la circunferencia en el plano Y Z de radio r y centro
(0,a,0).
Dicha circunferencia es S = {x = 0, (y — a)? + 22 = r?}. Dado un punto (0,y, 2) de la
circunferencia, al girar el punto, se obtienen puntos (z,y,z) con x? + y? constante y z
constante, y como la distancia del centro de rotacién al centro de la circunferencia es
siempre a, la ecuacion que define el toro es (y/22 + y2? — a)? + 22 = r2.

Sea ahora f(z,y, z) == (v/22 + 32 — a)? + 22, entonces
df(x7y’z)5(2(\/x2+y —a)m 2(\/1’2+y2—a)\/x3Ty2 22’)

Asi, los puntos criticos cumplen z = 0 y, bien 2 + y?> = a2, bien x,y = 0. Los valores
criticos son pues f(0,0,0) = a? y, para el caso 2% + y* = a2, f(z,y,0) = (Va2 —a)? = 0,
luego S = {f(x,y,2) = r?} es una superficie regular.

Sean S C R3, U C R? abierto, X : U — S una funcién diferenciable con diferencial inyectiva
en todo punto y qg € U, existen un entorno U’ C U de ¢y y una proyeccién 7 : R? — R? sobre
uno de los planos coordenados de forma que 7o X : U’ — (7 o X)(U’) es un difeomorfismo.
Demostracion: Como dX(qo) es inyectiva, JX (¢o) tiene un menor de orden 2 con determi-
nante no nulo, que podemos suponer que es el formado por las dos primeras filas, y tomamos
correspondientemente la proyeccion 7 (z,y, z) := (x,y). Entonces

dx
d(m 0 X)(q0) = dr(X (0)) © dX (o) (gu( 0 g;(%))

es un isomorfismo de espacios vectoriales, y por el teorema de la funcién inversa, existe un
entorno U’ C U de ¢g tal que (m o X)(U') =: U” es abierto y mo X : U — U” es un
difeomorfismo.

Dados una superficie regular S y py € S, existen un entorno V de pg en S y una funcion
f: U C R? = R diferenciable tales que V € {{z = f(z,9)},{y = f(z,2)},{z = f(y,2)}}.
Demostracion: Sean (U, X) una parametrizacion de S con pg € V = X(U), qo := X ~1(po), el
resultado anterior nos da un entorno U’ C U de qg y una proyecciéon 7 en un plano coordenado
(por ejemplo, el XY) de forma que mo X : U — (U"” = (w0 X)(U’)) es un difeomorfismo.
Sea ahora V := X(U'), 7 : V. — U"” viene dada por la composicién de funciones inyectivas
7= (moX)o X!y por tanto es inyectiva con inversa dada por 7~ (2,7, 2) = (z,vy, f(z,v,2))



para algin f : U” — R, que es diferenciable por ser la composiciéon de funciones diferenciables
7 l=Xo(roX) L
Ejemplos:

1. El cono C := {22 + y? = 22} no es una superficie regular.

Sea V un entorno del 0 € C, que podemos tomar de la forma By (0,r). Entonces
(5,0,%),(=5,0,5) € VNC, luego VN C no es un grafo en la coordenada x, y ana-
logamente tampoco lo es en la coordenada y ni en la z.

2. C'\ {0} si es una superficie regular.

Sea f : R®\ {0} — R dada por f(z,y,2z) = 2% + y*> — 22, entonces df(z,y,2) =
(2z,2y, —22), luego el tnico punto critico es 0 y, como este no estd en el dominio, f
no tiene valores criticos, y C'\ {0} = {f(z,y, 2) = 0} es una superficie regular.

Sean S una superficie regular, U C R? un abierto no vacio y X : U C R? — S una funcién
diferenciable inyectiva con diferencial inyectiva en todo punto, entonces X es un homeomorfismo
y por tanto una parametrizacion de S. Demostracion: Sean gy € U y pp = X (qo), existen un
entorno U’ C U de pg y una proyecciéon 7 en un plano coordenado de forma que 7o X : U’ —
(U"” := (m o X)(U’)) es un homeomorfismo. Como X es inyectiva, X : U' — (V' := X(U")) es
biyectiva, y queda ver que X ! : V' — U’ es continua, pero X ! = (moX) lox es composicion
de funciones continuas.
Ejemplos:

1. Sean U = (0,7)x(0,27) y X : R? — S% dada por X (0, ) := (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos f),
X|y es una parametrizacion de la esfera que cubre todo salvo el meridiano ¢ = 0,
M = X([0,7],0). Llamamos colatitud a 6 y longitud a ¢.

X es diferenciable y, dado un (6, ¢) € U,

cosfcosp —sinfsingp
JX(0,p) = | cosfsiny sinfcosy
—sinf 0

Como sin 0 # 0, si cos ¢ # 0, el menor formado por las dos tltimas filas tiene determinante
sin? @ cos p # 0, y si cos g = 0, entonces sing € {£1} y el menor resultante de eliminar
la segunda fila tiene determinante —sin®@siny # 0. Por tanto dX(6,¢) es inyectiva.
Ademas, dados (6,¢),(0",¢") € U, si X(0,9) = X(¢',¢'), 8 = 6 porque el coseno
es inyectivo en (0,7), pero entonces, como sinf # 0, (cosp,sing) = (cos¢’,siny’), y
como ¢, ¢’ € (0,27), se tiene ¢ = ¢’ y X|y es inyectiva. Esto prueba que X|y es una
parametrizacion.

Respecto a la imagen, es facil ver que para cualesquiera 6, p € R, X (6, ) € S2. Para ver
que ningin punto de M esta en la imagen, nétese que el argumento de inyectividad es
aplicable para todo ¢ € [0, 27) siempre que 6 € (0, 7), lo que nos deja solo con X (0,0) =
(0,0,1) y X(1,0) = (0,0, —1), que no estan en X (U) porque los (x,y, z) € X(U) cumplen
22 +y? = sin? f(cos? ¢ + sin’ ) = sin? 4 > 0.

€T x

snd — arc cos a7

€T —
sng — T

Finalmente, dado (x,v,2) € S?\ M, sean § := arccos z y ¢ = arccos

(usando que € # +1), de modo que cosf = cosarccosz = z y sinf cos p = sin -



Entonces, si y > 0,

— 2 _ 42
sinfsin p = sinf4/1 — cos? p = sinfy/1 — =sinf 12 - 1n0 9 =1,
— sin

por lo que X(0,¢) = (z,y,2). Siy # 0, sinfcos(2m — p) = sinfcosp = x, pero sin
embargo sinfsin(2r — ¢) = —sinfsingp = —sm@slgle =yy X(0,¢) = (z,y,2). Esto
prueba la sobreyectividad.

. Sean S = {22 +y?>+ (2 —1)2 =1}, N = (0,0,2) y 7 : S\ {N} — R? la funcién que a
cada p € S\ {N} le asocia la interseccion del plano XY con la recta que pasa por p y
N, llamada proyecciéon estereografica. Entonces 7! es una parametrizacion de S.

Dado un p € S?\ {IV}, los puntos de Np son de la forma (uz, 1y, 2+ u(z —2)), para algin
u € R. Para el punto que corta al plano XY, 2+ u(z —2) =0, luego p = = 2

z—2  2-=z y
2x 2y
Ty =522 )

Sea
X(u,0) = du 4v 2(u? + v?)
Y= w4+ v2+4" w202 4+4"u2+02 44
dado (u,v) € R?, si (z,y,2) = X(u,v), 2 — 2z =2 — i(;fi:zii — 2uite ;Tv)jziiu tof) _
m7 hlego

8u v
mxwm»=ﬂ%%@=(*%”ﬂ““?”>=wW»

u2+v2+4  u2+v24+4

Reciprocamente, dado (z,y, z) € S \ {N}, si (u,v) = n(z,v, 2),

2 2 2 2 2

2—2z 2— 2z (2—2)?
_A@ P+ Azt ) AP+ + (2 1) - 22 43)
CESE CRuE
4422 8
C(2-2)2  2-2
luego
42793 421 24m2+4?é .’132+ 2
. — z Y
X(m(z,y,2)) = X(u,v) = 28 , 8 , (8 ) = (a: g )
2—=z 22—z 2—z

1—(z—1)2 2z — 22
= <x7ya 2(Z_Z)> = (3379’ ;_j) = (337%2’)-

Esto prueba que X y 7 son una inversa de la otra. Ademas,



4(u2+v2+4)—8u2 —8uv

B CE=TEw ) (R
JX(Ua U) = (uzlgzu:_4)2 4(u(uJ2r:_vj2Lj_)4;)28U
du(u?4+v244)—du(u®+0?)  do(u+v®+4)—do(u4v?)
(u2+v2+4)2 (u2+v2+4)2
4 —u? + 02 +4 —2uv
= —2uv u? —v? +4
2 2 2
(w? +v? +4) 4u 4qu

Si tomamos la submatriz formada por las dos tltimas filas, el determinante es

—20 u?—1v24+4 _

4 —2uv uZ—v?+4 B 64u
1 v

(u?+0v24+4)2 | du 4v (w4024 4)*

—64u
(u? + 02 +4)3’

64u 9 9 9
:m(—27j —u“+v —4):

que es no nulo si y s6lo si u # 0. Cuando v = 0, tomamos la submatriz formada por la
primera y tercera filas, con determinante
16
(75 2y

v24+4 0
0 4v

_ 64v
CGETE

que es no nulo si y s6lo v # 0. Finalmente, cuando u,v = 0, la submatriz formada por
las dos primeras filas tiene determinante

16 4 0

— =1+#0
256 ‘0 4‘ 70,

por lo que en ningin punto se anulan los 3 determinantes simultaneamente y JX (u, v)
tiene rango maximo.

2.2. Funciones diferenciables en superficies

Sean S una superficie regular y (U1, X1) y (Uz, X2) parametrizaciones con V := X;(U;) N
X5(U3) # 0, llamamos cambio de coordenadas de X; a Xp a F = X{l oXy: Xfl(V) —
X, (V).

Como teorema, F' es un difeomorfismo. Demostraciéon: Sea F := X2_1 o X;. Dados
peV,q =X (V) yq = X;"(p), existe un entorno Uy C X, *(V) de gz y una proyeccion
7 sobre un plano coordenado de forma que 7 o Xs|y; es un difeomorfismo. Como F' es un
homeomorfismo y F(q;) = g2 € Ub, U := F~Y(U}) es un entorno de ¢y, por lo que para q € U],
(roXs)oF)(q) = (moXe0X5 ' 0X1)(q) = (7m0 X1)(q). Entonces Fly; = (moX5) tomo Xy,
que es diferenciable por ser composicion de funciones diferenciables, y como ¢; es arbitrario,
F es diferenciable en todo X; (V). Por simetria, F~' = X; o X, ' también es diferenciable,
luego F' es un difeomorfismo.

Una funcion f : S — R™ es diferenciable en S si para toda parametrizacion (U, X) en S,
f o X es diferenciable en U, si y solo si para todo p € S existe una parametrizacion (Up, Xp)
en S con p € X,(Up) tal que f o X, es diferenciable en U,,.



=] Obvio.

<] Sea (U, X) una parametrizacion cualquiera en S, para ¢ € U y p = X(q), existe una

2.2,

parametrizacion (U, X,) que cumple las condiciones. Sean ¢’ := U, ' (p) y V = X(U) N
Xp(Up), foX|x—1qvy = (foXp)o (X, oX)|[x-1(v), que es composicion de funciones
diferenciables, luego f o X es diferenciable en X ~!(V), que contiene a ¢, y por ser q
arbitrario, es diferenciable en todo U.

1. Propiedades

Sean S una superficie regular y f : S — R™:

1.

2.2,

Si existen W C R? abierto con S C Wy f : W — R™ diferenciable con f|5 = f, entonces
f es diferenciable.

Sea (U, X) una parametrizacion de S, entonces fo X = foX :U — R™ es diferenciable
por ser composicion de funciones diferenciables.
Si f es diferenciable, es continua.

Sean p € S'y (U, X) una parametrizacion de S con p € X (U), foX es diferenciable y por
tanto continua, pero como X es un homeomorfismo, X ~* es continuay f = (foX)oX !
es continua en p. Como p es arbitrario, f es continua en todo S.

Sif=:(f1,.-.,fm), f es diferenciable si y solo si cada f; lo es.

—> | Dada una parametrizacion (U, X), como foX es diferenciable, cada (foX); = fioX
también.

<= ] Dada una parametrizacion (U, X), como cada f; o X = (f o X); es diferenciable,
f o X también lo es.

. Si f1, fo : S — R™ son diferenciables, f; + fo también lo es.

Dada una parametrizacion (U, X) de S, f1 o X y fo o X son diferenciables, luego (f1 o
X)+ (fao X) = (f1 + f2) o X también.

Si fyg:S — R son diferenciables, fg también. Si ademas g no se anula, f/g es
diferenciable.

Dada una parametrizacion (U, X) de S, fo X y go X son diferenciables, luego (foX)(go
X) = (fg) o X también y, si g no se anula, (f o X)/(go X) = (f/g) o X también.

2. Funciones diferenciables entre dos superficies

Dadas dos superficies S1 y Sa y F': S1 — o, F es diferenciable si y solo si para cualesquiera
parametrizaciones (U1, X1) de Sy y (Uz, X2) de S con F(X1(U))NX2(Us) # 0, la expresién
en coordenadas de F, X, 1o F o X3, es diferenciable en su dominio.

<=] Queremos ver que F : S; — R3 es diferenciable. Dados p € S, (U, X;) una para-

metrizacion de Sy con p € X;(Uy) y (Uz, X2) una de Sy con F(p) € Xo(Us), F =
X, !0 Fo X, es diferenciable en su dominio U = U; N X, (F~ (X, '(Uy))), luego
FoXily=Xy0X;'0FoX|y = Xso0F también lo es y la parametrizacion (U, X, |¢/)
cubre a p y cumple las condiciones.



=] Si (U1, X1) es una parametrizacion de Sy, entonces G := FoX; : Uy — Ss es diferenciable.
Sea entonces (Ua, X2) una parametrizacion de S con G(Uy)NX2(Uz) # 0, como G es con-
tinua, el dominio de la expresion en coordenadas F := X, ' oG, U = U NG~ (X (Uy)),
es un abierto no vacio. Queremos ver que F : U — U, es diferenciable.

Para cada ¢ € U, si p :== G(¢) € Vs, existe una parametrizacion (U,, X,,) con p € V,, ==
X,(Up) de tipo grafo, por ejemplo de la forma X, (u,v) = (u,v, f(u,v)) para una cierta
f:U, = R, y podemos suponer V,, C V5. Entonces

Fla-iv,) = X3 oG = (X3 0 X,) 0 X, 0 Glg1(y,),

pero X5 Lo Xp es diferenciable por ser un cambio de coordenadas, X ! lo es por ser una
proyeccion ortogonal en un plano coordenado y G lo es por hipétesis. Como g € G=(V,,)
v q es arbitrario, F' es diferenciable en todo U.

Si S7 y S3 son superficies regulares, F': .S; — Sy es diferenciable si y solo si para todo p € 51
existen parametrizaciones (U1, X1) de Sy en py (Us, X2) de Sy en F(p) tales que X;l oFoX;
es diferenciable en su dominio.

— ] Consecuencia directa del resultado anterior.

<] Dado p € Si, sean (U1, X;) v (U2, X5) las parametrizaciones mencionadas y U =
XY F~1(X3(Uy))), que es abierto, entonces F o X;|y = X3 0 (X5 0o Fo X))y es dife-
renciable por ser composicion de diferenciables, luego (U, X1|y) es una parametrizacion
de S; en p con F' o X; diferenciable.

2.2.3. Difeomorfismos entre superficies

Dadas dos superficies regulares S7 y So, F' : S; — S5 es un difeomorfismo si una biyeccion
diferenciable con inversa Sy — S7 diferenciable. S es difeomorfa a S5, S7 ~ S, si existe un
difeomorfismo entre ellas.

Dadas dos variedades diferenciales X e Y, X es localmente difeomorfa a Y si todo
x € X tiene un entorno difeomorfo a un abierto de Y. Dada una superficie regular S con una
parametrizacion (U, X), X : U — X (U) es un difeomorfismo, y en particular S es localmente
difeomorfa a un plano. Demostracién: Tomamos el plano 7 := R? x {0}. Dados p € S, una
parametrizacion (U, X) de S en p, V = X(U) e i : R? — 7 dada por i(u,v) = (u,v,0),
tomamos f :=i0X ' :V —i(U), y como f~! = X o[,y es una biyeccion diferenciable por
ser composicién de biyecciones diferenciables, queda ver que f es diferenciable, pero tomando
la parametrizacion (U, X) de V, foX =i:U — i(U) es diferenciable.

2.3. Plano tangente

Sean S una superficie regular, « : I — S una curva diferenciable, (U, X) una parametriza-
cionde S con a(I)N(V:=X{U))#0y J={t€1]|at) €V} entonces &: J — U dada por
a(t) == X (a(t)) es una curva en R? llamada expresién en coordenadas de .

Sean S una superficie regular y p € S, un v € R? es un vector tangente a S en p si existe
una curva diferenciable « : (—¢,e) — S con a(0) =p y o/(0) = v.



Llamamos plano tangente a S en p, T},S, al conjunto de vectores tangentes a S en p.
Dados una parametrizacion (U, X) de S en py ¢ = X !(p), T, = dX(¢)(R?), un plano
vectorial en R? del que {X,(q), X,(q)} es una base.

D] Sean v € dX(q)(R?), w € R? con v = dX (q)(w), &(t) :== q+tw definida en un entorno de
la forma (—¢,¢) con imagenen U y o := X oa : (—e,e) — S, « es una curva diferenciable
con a(0) =py /(0) = dX(&(0))(&'(0)) = dX(q)(w) = v, luego v € T,,S.

C] Sea v € T,S, existe una curva diferenciable a : (—g,&) — S con a(0) = p y o/(0)
con expresion en coordenadas & : J C I — U, pero entonces &(0) = X ~!(a(0)) =
dX (g)(a'(0)) = dX (6(0))(&/(0)) = (X ©@)(0) = a(0) = v, luego v € dX (q)(R?).

=0
ay

Llamamos recta normal a una superficie regular S en un punto p € S a (7,,5)*. Entonces el
vector normal (unitario) a S en p es un vector unitario N(p) tal que (7,,S)* = span{N(p)},
univocamente determinado salvo el signo, y dado por

Xu(q) N Xu(q)
| Xu(q) A Xo(q)|

Tomando signo positivo, la base {X,(q), X, (q), N(q)} esté orientada positivamente.

N(X(q)) =+

2.4. Diferencial de funciones en superficies

Sean S una superficie regular, f : S — R" diferenciable y p € S, llamamos diferencial de
fenpadf,: T, — R" dada por df,(v) == (f o a)’(0), siendo « : (—e,e) — S una curva
regular con a(0) = p y ¢/(0) = v. La funcién df, estad bien definida y es lineal, y si (U, X)
es una parametrizacion de S en p y ¢ .= X~ !(p), entonces df,(v1Xy(q) + v2X,(q)) = d(f o
X)q(v1,v2). Demostracién: Sean a € T,S, ¢ .= X !(p), @ : I — S una curva diferenciable
con a(0) =pyd(0) =aya:=X'toa:a Y (X)) — U, entonces &(0) = ¢, y como
foa=(foX)o(X loa)=foa,sia(t)=: (u(t),v(t)),

dfy(a) = (f 0 @)'(0) = (f 0 @)'(0) = dfa(e)(a'(0)) = dfy(u(0),2(0)),

pero por la regla de la cadena, a = o/(0) = v/ (0)X,(q) + v X, (q), luego v (0) y v'(0) no
dependen de la curva elegida y f esta bien definida. Ademas, por lo anterior, dfy,(v1X.(q) +
v2X,(q)) = dfy(v1,v2), luego df, es lineal.

2.4.1. Ejemplos

Sea S una superficie regular:

1. Siv € $?, la funcién altura h(p) == (p, v) representa la distancia de p al plano ortogonal
a v por el origen y es diferenciable en todo S con diferencial dh,(u) = (u,v). En particular,
si T,,S es paralelo a span{v}* es dh, = 0.

Es diferenciable por ser polinémica y por tanto diferenciable en todo R3. Su diferencial
es dhy(w) =: (h0 a) (0) = dha(o)(@(0) = ('(0),v) = {w,v).



2. Dado pg € R?, la funcion distancia g(p) := |p—po| es diferenciable en S si y solo si pg ¢ S,

con dgy(v) = %.

Como g es diferenciable en todo R? \ {po}, si pg & S, g es diferenciable en S con

4(0) = (F 00 (0) = S1a(t) ~ pol(0) = % V3T — po, o) — po)(0)

Tt
_ (tl—> (a'(t), a(?) po>) 0) = <U7P*P0>’
la(t) — pol lp — ol
pero si pg € S, g no es diferenciable en S porque de serlo seria df,, (v) = %#.
3. La funcién antipoda A : S* — S? dada por A(p) := —p es diferenciable con dA, =
—lr,s2.

Es diferenciable porque es polinémica, y dada una curva « apropiada, dA4,(v) = (Ao
a)'(0) = £ (~a(t))(0) = —a’(0) = —v.

4. Dado 6 € R, sea F' : R3 — R® la rotacion de dngulo ¢ respecto al eje z, dada por
F(x,y,2) = (vcost —ysinf,zsinf +ycosb,2), F':== Fls: : S? — S? es diferenciable con
dF,(v) = F(v).

Es diferenciable por ser la restriccion de una funciéon diferenciable en R3. Tomando una
curva «a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) apropiadamente,

(Foa)(0)= di (z(t) cos 8 — y(t) sin b, z(t) sin 6 4 y(t) cos 8, z(t)) (0)
= (2/(0) cos§ — 3/ (0) sin §, 2’ (0) sin § + 3/'(0) cos , 2'(0))
= F(2'(0),/(0),2'(0)) = F(v).

dF,(v) =

5.S810¢ S, F:S— S? dada por F(p) == p/|p| es diferenciable con dF),(v) = ﬁv — <|pp’|1§>p.

Claramente es diferenciable por ser la restricciéon de una funciéon diferenciable. Entonces

4 olt) o (Dol —a(D)la(t)a’ D)/ 1a®]) () _ v plow)
dF,(v) =: (F o a)(0) = oy = (tH (D2 )(O) =~

2.4.2. Diferencial de funciones entre superficies

Dadas dos superficies regulares S; y S3, F' : S1 — Sy diferenciable, p € S, parametriza-
ciones (U1, X;) de Sy en py (Uz, X3) de Sy en F(p), ¢1 == X7 '(p) v ¢2 == X5 (F(p)), la matriz
asociada a dF), respecto de las bases By = ((X1)u(q1), (X1)v(q1)) y B2 = ((X2)u(g2), (X2)v(g2))
es el jacobiano de la expresion en coordenadas de F' en p. Demostracién: Sea v := vy (X1 ), +
v2(X1)y, de modo que [v ]51 (v1, v2), entonces dF,(v) = d(F o Xq)g, (v1,v2), pero la expresion
en coordenadas F = X;'oFoX,:U — Uy cumple dF,, = (X5 ) rpy 0 d(F 0 X1)g, =
(d(X2)p@p)) " o d(F o X1)q,, de modo que [dF,(v)]p, = Mp,cdF,(v) = (d(X2)p(p)) ' (d(F o
Xl)th (7})) = dFln (’U)

Regla de la cadena: Sean Sp, S; y S3 superficies regulares y F': S; — Soy G : So — S3
diferenciables, para p € Si, d(G o F), = dGp(y) o dF,. Demostracién: Ya hemos visto que



GoF es diferenciable. Sean « : I — S; una curva regular con a(0) =py o/(0) = vy f:= Foa,
8 es una curva regular en Sy con 3(0) = F(p) y B'(0) = dFy0)(c/(0)) = dFy,(v), luego

d(G o F)y(v) = (Go Foa)(0) = (Gop)(0) = dGs)p'(0) = dGp () (dFp(v)).

FVVvs

Teorema de la funcién inversa: Sean f : D C R? — R? una aplicacion de clase C* con
k>1yxo € D tal que df (zo) es no singular, existen [...] U € E(xzo) [y] V € E(yo = f(x0))
tales que f:U — V es biyectiva y inversa es C*.

Teorema de la funcién inversa: Sean S; y S, superficies regulares, F : S§; — Sy C!
y p € Si con dF, biyectiva, si existen parametrizaciones de S; en p y de Sz en F(p) C!,
F es un difeomorfismo local en p. Demostracién: Tomamos parametrizaciones C' (U, X;)
de Sy en py (Uz,X2) de Sy en F(p), ¢t = X;'(p), 2 == X5 (F(p)), Vi = X1(lh) y
Vo == X(Us). Sean F la expresion en coordenadas de F respecto a (Uy,X1) v (U2, X3) v
U = X[ "(F~'(V4)) el dominio de F, dF,, es un isomorfismo lineal, pues su matriz jacobiana
es la de dF), en una cierta base, y aplicando el teorema de la funcién inversa a F:U=F (),
existen abiertos U; C U de Qny Uy C Uy de qo tales que F : U, — U, es un difeomorfismo. Sea
V= X,(0h), Fly = (Xy0 Fo X; Y|y : V= F(V) es un difeomorfismo por ser composicion
de difeomorfismos.

Como teorema, sean S; y So superficies regulares, si F' es un difeomorfismo local en
p € S1 entre S1 y So, dFy, 1 T,S1 — Tp(p)S2 es un isomorfismo lineal. En efecto, tomando
entornos V3 C Sy de py Vo C Sy de F(p) tales que Fly, : Vi — V5 es un difeomorfismo, y
por la regla de la cadena 17,5, = 1p,1, = d(F~' o F), = d(F~!)p, o dF, y andlogamente
dFy 0 d(F~")p(p) = 175, S, luego dF, es invertible y por tanto un isomorfismo lineal.

Dadas una superficie regular S y una funciéon diferenciable f : S — R, p € S es un punto
critico de f si df, = 0. Entonces:

1. Si f es constante, todos los puntos son criticos.
Sea f(p) =k, dfp(v) = (foa)'(0) = %(0) =0.
2. Si todos los puntos son criticos y S es conexa, f es constante.

Seana € f(S)y A:={pe S| f(p) =a} #0, pues a € A. Como A = f~1({a}), A es
cerrado, y solo queda ver que A es abierto para ver que A = S. Sean p € A, (U, X) una
parametrizacion de S en p en la que podemos suponer que U es conexo, V = X(U) y
qeU,d(foX)y=dfx(g)odX, =0, pues df, =0 para todop € S, luego fo X : U = R
es constante en a y f|y es constante en a, de modo que V' C A y A es abierto.

3. Los extremos relativos son puntos criticos.

Sea pp € S un méximo relativo de f (para un minimo se hace por simetria), de modo que
un entorno V- C S de pg con f(po) > f(p) para todo p € V. Para calcular f,,(v), sean
a : I — V una curva regular con «(0) =poy &/(0) =v € T,,Sy h=foa:I =R,
h(t) < h(0) para todo t € I, luego h'(0) = 0 y dfp,(v) = (f 0 a)’(0) = A'(0) = 0.



2.5. Primera forma fundamental

Dados una superficie regular S y p € S, definimos el producto escalar (-,-), == (-,-)|1,5
como el producto escalar usual restringido al plano tangente. Llamamos primera forma fun-
damental de S en p aZ, : 7,5 — R dada por Z,(v) := (v,v),.

Llamamos coeficientes de la primera forma fundamental de una parametrizacion
(U, X)de S a F = (Xy,Xu), F=(Xy,Xy) y G :=(X,,X,), de modo que para ¢ € U,
p=X(q) yweT,S,si u,v €R son tales que w = uX,(q) + vX,(q), entonces

I,(v) = u?E(q) + 2uvF(q) + v*G(q).

Ejemplos:

1. Sean U C R? abierto, f : U — R? dlferenmable S =G(f), (U, X) la parametrizacion de
S dada por X (u,v) = (u,v, f(u,v)), fu =5y fo = a—f entonces £ = 1+ f2, F = f,f,
yG=1+f.

Xu = (1303 fu) y XU = (O,l,fy)-

2. Sean p,v,w € R? S = p+ (v,w) un plano y (R?, X) una parametrizacion de S con
X (t,u) = p+tv+uw, entonces E = |[v]?, F = (v,w) y G = |w|?. En particular, si (v, w)
es una base ortonormal, E=G=1y F =0.

X, = (v1,v2,v3) = vy, andlogamente, X, = w.
3. Dados r > 0, el cilindro C = {(z,y,2) | 22 + y* = r?} y la parametrizaciéon (U, X) de

C dada por U = (0,27) x Ry X (u,v) := (rcosu,rsinu,v), entonces £ =72, F =0y
G=1.
X, = (—rsinwu,rcosu,0) y X, = (0,0,v).

4. Sean a > 0y a(u) := (cosu,sinu,au), el helicoide es la superficie regular obtenida de
trazar, desde cada punto de «(R), una recta paralela al plano XY que pasa por el eje

Z. Una parametrizacion es pues (R?, X) con X (u,v) = (vcosu,vsinu,au), y entonces
E=ad>+v’,F=0yG=1.

X, = (—vsinu,vcosu,a) y X, = (cosu,sinu,0).
Sean S una superficie regular, (U, X) una parametrizacion de Sy E, F'y G los coeficientes de
su primera forma fundamental:
1. E,G>0.
X, Xy #0.

2. EG — F? = | X, A X,|? > 0.

| X0 A Xo|? + (X, Xo)? = | Xul?1 X0 |2sin 0 + | Xu|?| Xy |2 cos? 0 = | X,|?| X,|? para un
cierto dngulo 6, luego EG F? = | X, 2| X, |2 — (Xu, Xo)2 = | Xu A X2 >0, pues X, v
X, son linealmente independientes.



2.5.1. Elemento de arco

Sean S una superficie regular, (U, X) una parametrizacion de S, o : I — X (U) una curva
con 0 € I, @ = (u,v) : I — U su expresion en coordenadas y s(t) = L{(c), entonces
§2(t) = BE(a(t)u?(t) + 2F (a(t)u(t)o(t) + G(a(t))v*(t), lo que suele escribirse como

(ds)? = E(du)?* 4 2F dudv + G(dv)?,

y se dice que ds es el elemento de arco o de linea de S. En efecto,

/t |o/(r)|dr/t VTt (@ (0)dr

= [ VBT RGO G

2.5.2. Parametrizaciones ortogonales

Sean S una superficie regular, (U, X) una parametrizacion de S, (ug,v) €Uy a:I — S
y 8 :J — S las curvas coordenadas para (ug, o), dadas por a(u) = X(u,v) y B(v) =
X (ug,v). Si E, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental, « y 8 se cortan
en X (up, vp) formando un angulo

F
0 := arccos .
VEG
Asi, estas curvas son ortogonales si y solo si F' = 0, y si esto ocurre en todo (ug,vg) € U, X es
una parametrizaciéon ortogonal.

2.5.3. Areas

Una regioén de una superficie regular S es un subconjunto R C S conexo y relativamente
compacto tal que cada componente conexa de su frontera es una curva regular salvo en un
nimero finito de puntos y homeomorfa a S'.

Si R es una region de S tal que existe una parametrizacion (U, X) con R C X (U), definimos
el area de R como

A(R) = / | X A Xy ldudo = / VEG — F2dudv.
X-1(R) X-H(R)

El 4rea no depende de la parametrizacion. Demostracién: Sean (U, X) otra parametrizacion
de S con R C X(U) y h = (, 11) = Y_l o X, como X (u,v) = X (u(u,v),v(u,v)), se tiene
X, =X, 24+ X, 2%y X, =X, ay +X,2 Fo, Y usando la antisimetria del producto vectorial,

“Bu v du
ou 0v ov Ou
XuNX, = —(XuAX,)+ a0

Bu ov
oudv 0vou
<8u8vauav> (Xu AX,) = det(Jh)(X, A X,).

X, AKX



Por tanto | X, A X,| = |det(Jh)| 71X, A X,| = |det(Jh™1)|| X, A X,|, y entonces, por el
teorema del cambio de variable,

// X0 A X |dudo = // X A X, || det(Jh—1)|da do = // X A X, |dudv.
X (R X (R X-1(R)

El area del toro X (u,v) := ((rcosu + a) cosv, (r cosu + a) sinv, rsinu) es 4w2ar. Demos-
tracion: Se tiene

Xu(u,v) = (—rsinucosv, —rsinusin v, r cos u),

Xy (u,v) = (—(rcosu+ a)sinv, (rcosu + a) cosv, 0),

luego los coeficientes de la primera forma fundamental son E =72, F =0y G = (rcosu+ a)?,
y VEG — F? = r(rcosu + a). La parametrizacion dada con el abierto U = (0,27) x (0, 27)
no cubre todo el toro, pero si definimos la region R, = X ((¢,2m —¢) x (g,27 —¢)) C X(U),

2m—e 2m—e
// a—|—rcosu)dudv—/ / r(a+rcosu)dvdu

2m—¢
=2r(mr —¢) / (a +rcosu)du = 2r(m —¢) (a(2m — 2¢) + r(sin(27 — €) — sine))
=dr(r —¢)(a(r —€) + rsine),

y tomando limites, A(T?) = A(Ry) = 4r2ar.



Capitulo 3

Curvatura de superficies

3.1. Orientaciéon

Dada una superficie regular S, un campo de vectores sobre S es una funcion £ : S — R3,
y es tangente si £(p) € T,,S para todo p € S, normal si {(p) € (T,5)* para todop € Sy
unitario si [{(p)| = 1 para todo p € S. Llamamos X(S) al conjunto de campos de vectores
tangentes sobre S y X(S)* al conjunto de campos de vectores normales sobre S.

Una orientacion de una superficie regular S es un campo de vectores diferenciable, normal
y unitario sobre S. S es orientable si admite una orientacién, si y sélo si existe un campo &
normal y diferenciable sobre S que no se anula en ningtn punto, pues las orientaciones son de
esta forma y, dado &, basta tomar la orientacion N(p) = £(p)/|¢(p)|- Una orientaciéon N de
S da a cada p € S un sentido de giro para T,S dado por el producto vectorial en R3. S esta
orientada cuando se ha escogido una orientaciéon concreta, en cuyo caso dicha orientacion es su
aplicacion de Gauss.

Ejemplos:

1. El plano pg + (v)* C R? admite la orientacion N(p) == v/|v|.

2. Dados f : R® — R C? y un valor regular ¢ de f, la superficie de nivel S := f~1(c) admite
la orientaciéon

V(p)
N(p) = =——+
®) = )
donde V f(p) = (5£(p), 5 (p), 3L (p)) es el gradiente de f en p.

Sean p € S, @ == (x,y,2) : I — S una curva diferenciable con a(0) = p y v == /(0) €
T,S, para t € I es f(a(t)) = c por ser a(t) € S, luego derivando, %(a(t Vo' (t) +

SL((®)y' (6)+ 5L ()2 (£) = 0y Vf(p) Lo. Ademds, V f(p) # 0 porque p € § = f~*(c)
y ¢ es un valor regular de f, y claramente V f es diferenciable.

3. S*(r) admite la orientacién N(p) = 1p.

Sea f(x,y,2) = 2% +y? + 22, r2 es un valor regular de f y S? es la superficie de nivel



{p| f(p) = r?}, luego admite la orientacion

Vi(x,y,z) (22, 2y, 22) (x,y,2) 1

N(z,y,2)

T V@) 1@x2y,22)]  |@y.2)] 7

El cilindro {22 + y* = r?} admite la orientacién N(z,vy,z2) = (z,y,0).

(2x,2y,0) _ (=,y,0)
[(2z,2y,0)] [(z,y,0)]

Es una superficie de nivel y tiene pues orientacion N(p) =
(@, y,0).
Dada f : U C R? — R diferenciable en el abierto U, el grafo S := {(z,y, f(z,9))}ayev

admite la orientacién
(*fua 7fv7 1)

N(u,v) = W(%”)

Dada la parametrizacion (U, X) con X(u,v) = (u,v, f(u,v)), X, = (1,0, fu) y X, =
(07 ]-7fv)v vy XuNXy = (_fuv —fous 1)

Las superficies orientables tienen exactamente dos orientaciones, una opuesta de la otra.

Dos cartas (U, X) y (U, X’) de S son compatibles si V = X(U) y V' := X'(U’) son
disjuntos o det(Jh) > 0, donde h : X1 (V') — (X')71(V) es el cambio de coordenadas de
V a V’. Un atlas para S es una familia {(U;, X;)}ic; de cartas tales que (J;.; X;(U;) = S.
Entonces una superficie es orientable si y sélo si existe un atlas cuyas cartas son compatibles.

]

Sean A = {(U;, X;) }icsr un atlas de cartas compatibles en S, p € S, (U, X) € A(I) con
p€ X(U)y N :X({U)— R?dado por

N(X(u,v)) :== N(u,v) := M(u,v),

N esta bien definido y es diferenciable, normal y unitario. Sean ahora (U, X) € A(I)

conp € YLU);N(Y(% v)) = N(u,v) == |§:2§Z\ (u,v) y h el cambio de coordenadas de
(U, X) a (U,X), para (u,v) € X 1(Vp),

dX (u,v) = d(X o h)(u,v) = dX (h(u,v)) o dh(u,v),
luego

Xu N X, det(Jh(u,v)) X, A X,

B B Jh(u,v)>0 ==
X A X~ [det(Jh(u, 0)] [Xy A Xo|

N (u,v) N (u,v),

(h(u,v))

de modo que N(p) es diferenciable, normal, unitario y no depende de la carta del atlas
escogida.

Sea N una orientacion de S, para toda carta (U, X) de S es N(X(q)) = ié“ﬁ?’l (q)
para todo ¢ € U. Entonces, para p € S, podemos tomar una carta (U,, X,) de S con

N(X(q)) = Ig((p;“iﬁg’“g‘(q) para q € U, pues si el normal fuese el opuesto basta cambiar
plu plv

Xp(u,v) por Xp(v,u) y Uy por {(u,v)}(y,u)ev, ¥ €l resultado se tiene por la antisimetria

del producto vectorial. Con esto, dados a,b € S con V := X, (U,)NXp(Up) # 0, queremos



ver que el determinante del cambio de coordenadas h : X;1(V) — X, *(V) de (U,, X,,) a
(Up, X3) tiene jacobiano con determinante positivo. En efecto, det(Jh) debe ser no nulo,
pero si fuera negativo, para un p € V, sean q, = X, '(p) y q» == Xb_l(p), entonces

o Xau A XLw
B ‘Xau A Xav'

. det(Jh) Xpu N Xpo
—det(Jh)| [ Xpu A Xl

N(p) (4a) (4p) = =N(p),
luego N(p) = 0#. Por tanto det(Jh) > 0 y las cartas del atlas {(U,, X,,)}pes son com-

patibles.

En adelante, cuando consideremos una parametrizacion (U, X), escribiremos N (u, v) = N (X (u,
N, = a(NiZX) y N, = %. En general, para f : R" = R, f;, = oF

3.2.

0 T Oz ”

La segunda forma fundamental

Sea S una superficie orientada con aplicaciéon de Gauss N : S — S?, llamamos imagen
esférica de S a ImN C S2. Ejemplos:

1.

La imagen esférica de un plano es unipuntual.

Dado el plano II = py + (v) C R3, donde podemos suponer v unitario, la imagen de
N(p) = v es {v}.

La imagen esférica de S? es S2.

La aplicacion de Gauss es +1g2.

La imagen esférica de un grafo {(z,y, f(2,9))}(zyev con f: U C R? — R diferenciable
esta contenida en el hemisferio (estricto) norte o sur.
— (_fuv_fuvl)

VIH2HSE

positiva, Im/N esta en el hemisferio norte estricto. Con la orientacién opuesta esta en el
hemisferio sur estricto.

Una orientacion es N(u,v) (u,v), y como la coordenada z de N es siempre

La imagen esférica de un cilindro es un circulo méaximo de la esfera.

Los cilindros se obtienen por un movimiento de S, := {2? + y? = r?} para algtn r > 0,
y como su orientacién es N(z,y,z) = £1(z,y,0), N(S,) = {1(z,9,0) | 2® + y? = r?} =

T
{(z,9,0) [2* +y* = 1}.
El catenoide, C' = {22 + y? = cosh® 2}, tiene imagen esférica S? \ {N, S}, donde N ==
(0,0,1) es el polo norte y S :=(0,0,—1) es el polo sur.
Sea f(w,y,2) = 2% +y* — cosh? z, como f, = 2z, fy =2yy f. = —2coshzsinhz, el
tnico punto critico de f es el origen, con f(0) = —1, de modo que 0 es un valor regular
de feC>®y C={f(x,y,z) =0} es una superficie de nivel regular y

N( ) Vi(z,y,z) (2z, 2y, —2 cosh z sinh 2)
x,Y,z) = =
IVf(z,y,2)[l  24/22 + y2 + cosh? zsinh® 2
(x,y,—coshzsinhz)  (x,y, —coshzsinh z)

- 2 2 . 2 2
\/ cosh” z 4+ cosh” z sinh” z cosh” 2



Como Nip(p)? + Nao(p)? = 2 *’/ = ﬁ > 0, no se cubren los polos norte y sur.
Sean ahora (&,7,2) € S? \ {N S}, z = argtanh( Z) (que existe porque z € (—1,1)),
x = fcosh® z e y = jcosh® 2, es claro que N(z,y,z) = (&,7,2). Ahora bien,

22 +y? = (&2 + 9?) cosh® z = (1 — 2%) cosh? z = (1 — tanh® 2) cosh? z =

cosh? z — sinh? 2 4 cosh? z 9
= ——————5——cosh” 2 = ——— = cosh” 2,
cosh” z cosh” z

luego (z,y,2) € C'y N(z,y,2) cubre S? \ {N,S}.

Para p € S? es TN(p)82 =T,5?, pues N(p) = £+py T_,S? = (N(=p))* = (p)* = (N(p))* =
T,S%.

Sea S una superficie regular orientada por N, llamamos operador forma o endomorfismo
de Weingarten en p € S a A, = —dN,, : T,S — T,S. En efecto, como N : S — S2,
AN, : T,S — TN(p)S2, pero como la normal en S? es 1g2, T,,S* = (p/)* para todo p’ € S? y en
particular Ty (,)S* = (N(p))* = T,,5.

A, es autoadjunto, es decir, < pU,w) = (v, A,w). Demostracion: Por linealidad, bas-
ta demostrarlo para una base de T},S. Sean (U, X) una parametrizacién de S en p y ¢ =
(ug,vg) == X ~1(p), tomamos la base (X (¢), X4(q)) y queremos ver que (dN,(X,(q)), Xv(q)) =
(Xu(q),dN,(Xy(q))). Sea entonces a(u) = X(up + u,vp), a(0) = py a'(0) = Xu(q), lue-
go dN,(X.u(q)) = “G21(0) = 252 (ug,v) = Nu(ug,v). Andlogamente dN,(X,(q)) =
Ny (ug,vp), por lo que queda ver que (N, X,)(q) = (Ny, X,)(¢). Sabemos que (N, X,) =
<N7 Xv> =0,y derivando, <Nv7Xu> + <N7 Xuv> = <Nquv> + <N7 Xvu> = 0, pero Xuo = Xou-

Ejemplos:

1. Para un plano, A, = 0.

N es fijo, luego —dN, = 0.
2. Para S?(r) orientada con N(p) = i%p = ¥l1T L S2(r)-
3. Para el cilindro X(R?) con X (u,v) == (rc
diag(—1,0) respecto a la base (X, (q), Xuv(q)).
(

Sip=:(z,9,2) y ¢ = (u,v), Xu(q) = (—=rsinu,rcosu,0), X,(¢) = (0,0,1) y, como
N(z,y,z) = L(z,y,0) = (cosu sinwu, 0), N, (q) = (—smu,cosu,O) =—1X,y Ny(q) =0.

A
(rcosu,rsinu,v),sipe Cyqe X 1(p), 4, =
X,

4. Para el paraboloide hiperbélico o silla de montar, S = {y? —2? = 2} = {(u,v,v* —
u?) }u,vyerz, Ap(0) = diag(—2,2) respecto a la base (X, (0), X,(0)).

S es una superficie porque es el grafo de f : R? — R dada por f(u,v) :=v

_ (fu—fo, 1) (2u,—20,1)
M) = VIt 2+ f2 VIt 4w 42

2 _u2. Entonces

luego
N, (u U) _ (2(1 4+ 4u2 + 41)2) - 8u2,8u’U, 74u) - (2(1 + 41}2)’8“@’ 74u)
ul\t, V) = (1+4u? + 41}2)3/2 - (1+ 4u? + 41}2)3/2 )
N, (u U) _ (*SUU, *2(1 + 4u? + 41}2) + 81)27 —41}) _ (—SUU7 72(1 + 4u2), 741})
v bl —_— —

(14 4u? + 402)3/2 (14 4u? + 402)32



y en particular N, (0) = (2,0,0) y N,(0) = (0,—2,0), pero X, (0) = (1,0,0) y X,(0) =
(0,1,0), luego N, (0) = 2X,(0) y N,(0) = 2X,(0).

El operador forma A, lleva asociada univocamente una forma bilineal simétrica o, : TS X
T,S — R dada por o, (v, w) == (Apv,w), asi como una forma cuadratica ZZ, : T,S — R dada
por ZZ,(v) == o,(v,v) = (Apv,v). IZ, es la segunda forma fundamental de S en p.

Las tres formas dan la misma informacién usando la identidad de polarizacion:

L (T2, +w) — TT,(0) — TT,(w)).

op(v,w) = 5

3.3. Curvas geodésica y normal

Sean S una superficie regular y o : I — S una curva regular, un campo de vectores a
lo largo de « es una funcion V : I — R3, y es tangente a S (a lo largo de «) si para t € S
es V(t) € ToyS. Sea V : [ — R3 un campo de vectores tangente y diferenciable, llamamos
derivada covariante a DV
W(t) = 77,,8V' (1),
la proyeccion de V'(t) en T,S. Propiedades: Sean V,W : I — T,,S y f : I — R diferenciables,
siendo I un intervalo:

L2 = v+ f O

Simi=mr, 52U = a((fV)) = a(fV' + fV) = fa (V) + f'o(V) = fBY + V.

D(\V+W) _ DV DW
2. = T @

dt d

DWVAW) _ n(V 4+ W)) = n(V') + m(W') = BY. 4+ DI

3. (VW) = (Zr W)
LW W) = (L2 W) + (V,9Y), pero dada una base ortonormal (v, v2,vs) con TS =
span{vi,va}, si W (t) = 3, zv; y W(t) = 3, yivi, (Gr1), W(t)) = Z?:l TV ¥s=0
Ty + 22y = (w(L (1), W = (Z¥(t),W(t)), y andlogamente para (V, V), luego

LV, W) = (4, W) + (¥, 92 = (B ) 4 (v, 2.

+
=
e

Sean S una superficie regular orientada por N y o : I — S una curva, entonces o/ (t) € TS
para t € I, pero en general o (t) ¢ T,)S, aunque se escribe de forma tinica como la suma
de una aceleracién tangencial o intrinseca o' (t) € To1)S y una aceleracion normal o

. L T _ Do
extrinseca o/ (t)~ € span{N(«(t))}. Como o (t)' = =5,

Do/
1
t) =
a’(t) = —

(&) + (@ (), N(a(t))) N (a(t).

Sea « : I — S una curva parametrizada por longitud de arco, el triedro de Darboux es la
base ortonormal positivamente orientada (o/(s), Ja/(s) = o/(s) AN(a(s)), N(a(s))). Entonces
Do’

ds

(5) = rg(s)Ja'(s),



donde k4 = (a”, Ja> I — R, es la curvatura geodésica de «a, cuyo signo depende de
N. En efecto, (B2 (s),a/(s)) = (a"(s) — (a”(s), N(a(s)))N(a(s)),a'(s)) = (a”(s),0'(s)) —
<a”(8)7N(a(S))>< (a(s)),a/(s)) = 0, y kgls) = (B(s),Ja/(s)) = (a”(s),Ja/(s)), pero
Jao/(s) puede ser un vector o su opuesto segun lo sea N.

Dada una curva o : I — S, IZ 4y (a/(t)) = (o’ (t), N(a(t))). En efecto, como o/ (t) € Ti4)S
para cada t, (&/(t), N(a(t))) = 0y, derivando, (o (t), N(a(t))) + (¢/(t), (N oa)'(t)) =0, pero
(Noa) (1) = dNagy(/(1)), luego (o (1), N(a(t))) = — (@' (£), dNag (e’ (1)) = (0’ (£), Ay’ (1)
IIa(t) (o/(t)).

Entonces, dados p € S y v € T,S unitario, llamamos curvatura normal de S en p en
la direcciéon de v a Ky, (v, p) = IZ,(v) = (¢/'(0), N(p)), siendo « : (—4,d) — S una curva con
a(0)=pya(0)=v.

Ejemplos:

1. Un plano tiene curvatura normal 0 en todo punto y direccion.
Como A, =0, kp(v,p) =ZIZ,(v) = (A,v,v) = 0.

2. S?(r) tiene curvatura normal constante —1.
Como N(p) = %p, kn (v, ) = (Apv,v) = <—%v,v) = —%|v|2 = —%.

Dadosp € S, v € T,S unitario y II,, := span{v, N(p)}, llamamos seccion normal C, a la curva
regular plana resultante de intersecar S con II,. Sea entonces « : I — S una parametrizacion
por arco de C, con «(0) = py &¢/(0) = v, entonces x,(v,p) = k(0), siendo  la curvatura de
a como curva plana. En efecto, como v € T,S, vLN(p) y el vector normal es n = Jp, v =
+N(p), y como todavia no hemos orientado el plano podemos tomar n = N(p), pero entonces
n(0,9) = (0" (0), N(p)) = (5(0)n(0), N(p)) = (0).

Sia:I — S esuna curva parametrizada por arco, o’(s) = k4(s)Ja/(s) + kn(s)N((s)),
siendo Kk, (s) == kn(a/(s), a(s)) = (a”(s), N(a(s))), luego

K(s)? = kg (5)” + Ru(s)’.

3.4. Curvaturas principales

AAIG

Toda matriz simétrica real A € M,,(R) admite una matriz ortogonal P tal que P71 AP =
PtAP es diagonal.

Dados una superficie regular .S orientada y p € .S, existe una base ortonormal (ej, es) en
la que A, es diagonal, pues A, es simétrica. Si k1(p) y k2(p) son los valores propios asociados
respectivamente a e; y ez, podemos suponer que k1(p) < ka(p), vy llamamos curvaturas
principales de S en p a k1(p) y k2(p) y direcciones principales a e; y ez, 0 a todos
los vectores unitarios de 7,5 si k1(p) = k2(p), pues en tal caso todos los vectores no nulos
son propios al ser A, una homotecia. Se tiene x1(p) = Kn(e1,p) y k2(p) = kn(ez,p), pues
Kn(ei,p) = (Apei, ei) = (ri(p)ei, ;) = ki(p).

1. Todas las direcciones del plano y la esfera son principales.

Como k,, es constante, k1(p) = Ka(p).



2. El cilindro {22 + y? = r?} tiene como curvaturas principales —% y 0.

Sean C = {22 + y* = r?} = {X(u,v) = (rcosu,rsinu,v)}yver, p = (z,y,2) € C y la
orientacion N(p) == 2(z,y,0), entonces X,, = (—rsinu,rcosu,0), X, = es y N(u,v) =
(cosu,sinu,0), luego A, = —(—sinwu,cosu,0) = —% « ¥ por tanto A, = diag(—%,O)
con la base (X, X,) de T,S.

3. La silla de montar tiene curvaturas principales —2 y 2 en el origen.
A, = diag(—2,2).

Una linea de curvatura en una superficie regular orientada S es una curva a : I — S tal
que ¢ (t) es una direccion principal de «a(t) para todo t € I. Si las curvaturas principales son
distintas en todo punto de un abierto V' C S, por cada p € V pasan dos tnicas lineas de
curvatura y estas se cortan de forma ortogonal.

Foérmula de Euler: Sean S una superficie regular orientada, p € S, k1(p) < ka(p) las
curvaturas principales de S en p, e; y ez las respectivas direcciones principales, v € T,,S y
6 tal que cosf = (ey,v), entonces k,(v,p) = k1(p) cos® 6 + ry(p)sin® . En efecto, sea v =:
coswey + sinwesy, kn(v,p) = (Apv,v) = (K1(p)coswer + ka2(p) coswes, coswey + sinwes) =
r1(p) cos® w + ke (p) sin w, y aunque w = 460 + 2k7 para algan k € Z, el coseno y por tanto el
cuadrado del seno coinciden.

Con esto, #1(p) = min{#kn(v,p) oot ¥ K2(p) = méx{ra(v,p) o1, puies por la formula,
si [v] = 1, kp(v,p) = K1(p)(1 — sin® @) + ka(p)sin® @ para algan 6. Llamamos curvatura
minima a x1(p) y curvatura méaxima a k2(p). La curvatura de Gauss de Senp € S es
K(p) == det A, = k1(p)k2(p), y la curvatura media es H(p) == 3trd, = $(r1(p) + k2(p)).

Las curvaturas maxima, minima y media cambian de signo al cambiar de orientaciéon. La
curvatura de Gauss no, pues es el producto de dos curvaturas que cambian de signo a la vez.

Sea S una superficie regular, p € S es eliptico si K(p) > 0, hiperbélico si K(p) < 0,
parabdlico si K(p) = 0 pero A, # 0 y llano o plano si 4, = 0. Ejemplos:

1. Los puntos de un plano son planos.

2. Los puntos de una esfera son elipticos.
Sir es el radio, K(p) = (—1)2 =% > 0.

3. El origen en la silla de montar es hiperbdlico.

A, = diag(—2, 2) respecto de cierta base, luego K(p) = —4.

4. Los puntos de un cilindro son parabdlicos.
Sir es el radio, A, = diag(f%7 0).

5. En {z = (2% + y*)?}, el origen es un punto plano.

En una superficie regular S orientada, p € S es un punto umbilical si k1(p) = ka2(p). S
es totalmente umbilical si todos sus puntos son umbilicales. Asi, el plano y la esfera son
totalmente umbilicales.

Como teorema, toda superficie regular, orientable con orientacién C2, conexa y totalmente
umbilical es un trozo de esfera o plano.

Demostracion: Sea S la superficie y N una orientacion de S, parap € S es H(p) = k1(p) =
k2(p), luego A, = diag(H (p), H(p)) y Ap = H(p)11,5. H : S — R es diferenciable, y queremos



ver que es constante. Sean p € S, (U, X) una parametrizacion de S en p, q = (ug,vo) == X 1(p)
y a(u) = X (ug + u,vp), como a(0) = p y o’ (0) = ¢, dH,(X,(q)) = L2 (0) = 4 (H(X (up +
u,10)))(0) = (H o X),,(q), y por simetria dH,(X,(q)) = 2HX)(q).

Como A, = Hip)lz,s, (o X)(@)Xule) = H) (o) = A(Xu(a) = ~aN,(X(0) =
—(N o X)(q), y como esto es cierto para todo ¢ € U, (N o X), = —(H o X)X,, y por simetria
(NoX), =—(HoX)X,. Derivando, (No X),, = —(Ho X),X (HOX) w Y (NoX)py =
—(HoX),X,—(HoX)X,,,y como las derivadas cruzadas 001n01den (HoX), X, = (HoX)uX,.
Como (X,(q), X,(q)) es una base en cada ¢ € U, necesariamente (HoX)u, (HoX), =0, luego
dH,(X.(q)), (¢)) =0y al ser S conexa, H = ¢ para algin ¢ € R.

Sie=0,H=0ydN,=—4, =0, luego N es constante en algin a € R3. Sean ahora
o(p) = (p € S,veT,Sya:I— Sunacurva con a(0) = py o/(0) = v, entonces
dop(v) = (0) = L ((a(t),a))(0) = (¢/(0),a) = (v,a) =N 0, luego ¢ es constante en
algin d €e Ry S C {(p,a) = d} = {{p — p',a) = 0} para algin p’ con (p',a) = d, pero
{{p—p',a) =0} = p' + (a)*, luego S esta contenido en un plano.

Sic#0,sea ¢: S — R3 la funcion diferenciable dada por ¢(p) == p + %N(p), parap € S,
veT,S yunacurvaa:l — S con a0) =py o' (0) =v, entonces

dop(o) = “220) = £ (a0 + IN((0)) ©) = a'(0) + 2V o) (O

dH,(X
p

,a

)
d(¢poar)
dt

1 1 1
=v+ —dN,(v)=v—-Ayw=v—-cv=0
+ c P( ) c 4 c )
luego ¢ es constante en algin a € R3. Pero para p € S, p—a = —1N(p), luego |lp — al|* = %
y todos los puntos de S estan en la esfera a + S*(Z%).

3.5. Parametros de la segunda forma fundamental

Sean S una superficie regular orientada por N y (U, X) una parametrizacion de S, los
coeficientes de la segunda forma fundamental son e, f, g : U — R dados por

e:= (N, Xyu,) = —(Nu, Xu),
f=AN, Xuo) = —(No, Xu) = —(Nu, Xo),
g:= (N, Xp) = —(Ny, Xy),
yparap€e€ Sy v eT,S, siq:=X"1p)yv=v1Xu(q) +v2X,(q), entonces
TIZ,(v) := vie + 2vivaf + vig.

Demostracion: (N, X,) = (N, X,) = 0, y derivando se obtiene (N, X,) + (N, Xu.) = 0,
<NvaX > <N Xuv> =0, <N X > <N Xvu> =0y <NvaX > <N vv> = 10 que nos da
las igualdades en los coeficientes teniendo en cuenta que (N, X,,) = (N, X,y )
Sea q .= X 1(p) = (u(0),v(0)), por linealidad dN,(v) = v1dN,(X.(q)) + v2dN,(X,(q)) =
v1 Ny (q) + v2N, (q). Entonces, evaluando las derivadas de X y N en ¢, d
IZ,(v) = (Apv,v) = —(dNp(v),v) = — (V1 Ny + va Ny, 01Xy, + v2Xy)
=V <NuaXu> - U1'02<NuaXv> - Ulv2<Nv7 Xu> - U§<NvaXv>

= vie +vivaf 4 v3g.



Si
de = (an a12)

a1 a22

respecto de la base (X, X, ), entonces
—€ —f _ (a1 a921 EF F
—f —g a2 Qa2 F G

y tenemos las formulas de Weingarten:

a fF —eG u gF — fG o — el — fFE u fF —gE
WS EG-FY 2T EG-FY T EG-FY 2T EG-F*
Demostracion:
—€ = <Nu,Xu> = <a11Xu —|— angv,X > = auE + CL21F,
—f = (N, Xu) = (@12 Xy + a22 Xy, Xoy) = a12F + age F
= (Ny, Xy) = (a1 Xy + a21 Xy, Xo)) = a1 F + a21G,
—g= <NU7XU> = <a12X + GQQX@,X > = a12F —+ CLQQG
Despejando,
aix aiz)\ _ - e f E F -t _ 1 e f G —F
aig ax) f g)\F G  EG-F2\f g)\-F E )’
lo que nos da las formulas de Weingarten.
De aqui,
eg — f2 leG+gE —-2fF
K(p) = —=———— Hp) =-——T— -~
W) =ta=F W=5—Fa—pm

y las curvaturas principales son
ki(p) = H(p) =/ H(p)* — K(p).

Demostracion:
K(p) = det Ay = det(dN,) = - (FF — eG)(fF ~ gE) — (gF ~ [G)(eF ~ E))
= M(ﬂzﬂ — fgEF — efFG + egEG — egF* + fgEF + ¢fFG — f2EQG)
B f2F? + egEG — egF? — f?EG _(BEG - F?)(eg — f?)
B (EG — F?2)2 B (EG - F2)2 7
1 12fF —eG —gE

1

Un X € R es un valor propio de A, si y s6lo si

N Ry

=X+ (fln + a22))\ + (a11a22 — ai2a21) = A — 2H(p) + K (p),

siysolosiA\=H(p)++H



3.6. Isometrias locales

Una isometria local entre dos superficies regulares S; y S; es una funcion diferenciable
¢ :S1 — 52 tal que para p € S1 y v,w € T,51 es (dpp(v),do,(w)) = (v,w), es decir, tal que
dop : TpS1 — Ty(p)S2 es una isometria lineal. Entonces ¢ conserva angulos, longitudes y areas
de S a Ss, pero su existencia no implica que exista una isometria lineal v : Sy — S7.

Una isometria (global) entre S; y S es una isometria local que es un difeomorfismo.
S; y Sy son (globalmente) isométricas si existe una isometria global entre ellas, y son
localmente isométricas si para cada p € S; hay un entorno V- C S; de p y una isometria
global ¢ : V — ¢(V) C Sy y para cada g € Se hay un entorno W C Sy de p y una isometria
global ¢ : W — ¢(W) C 5. Si existe una isometria local entre S7 y Sa, S1 y S2 son localmente
isométricos.

TS

(m (X, x),*) es un grupo, llamado grupo fundamental [...] de X relativo al punto base
z [...] X es simplemente conexo si es conexo por caminos y 71 (X, x) es el grupo trivial
[..] para todo z € X. [...] Todo subespacio estrellado de R™ es simplemente conexo. |[...] El
grupo fundamental de St es isomorfo a (Z, +). |...] 71 (X x Y, (z,y)) = 7 (X, z) x 71 (Y, y).

Existe una isometria local entre el plano IT := {z = 0} y el cilindro C' := S! x R, pero las
superficies no son globalmente isométricas. Demostracion: Como el plano es estrellado, su
grupo fundamental es el grupo trivial, y como el cilindro es S! x R, su grupo fundamental es
(St x Ry e1) =2 m1(Sy,e1) x m1(R,0) 22 (Z,+) x 1 2 (Z,+). Como los grupos fundamentales
no son isomorfos, IT y C' no son homeomorfos y por tanto tampoco isométricos. Sea ahora
¢ : I — C dada por ¢(z,y,0) = (cosz,sinz,y), que es diferenciable. Para p = (x,y,0) € II,
T,S =11, y si v = (v1,v2,0) € T),S, sea o : I — II dada por «a(t) == p + tv,

dop(v) = W(O) = %(cos(x + tvr), sin(x + tv1), y + tve)(0) = (—vy sinz, vy cos x, vz).

Para ver que ¢ conserva el producto escalar, basta ver que conserva médulos, pero |d@,(v)]? =

v} + 03 = |v]2.

Como teorema, sea ¢ : S; — S5 una isometria local entre superficies regulares, para todo
p € S) existen parametrizaciones (U, X) de Sy en py (U, X) de Sy en ¢(p) con los mismos pa-
rametros de la primera forma fundamental. Demostracion: Sean (f], X)) una parametrizacion
de Sy enpy X :¢poX :U — Sy, como ¢ es un difeomorfismo local, existe un entorno V C Sy
de penel que ¢ : V — ¢(V) es un difeomorfismo, por lo que si U :== X~ 1(V) C U, restrin-
giendo X a U, (U, X) es una parametrizacion de Sy en ¢(p). Entonces, si ¢ == X ~!(p), dX, =
d(¢o X)q = dpy o dXy, luego X, (q) = dop(Xu(q)) ¥y Xo(q) = dgp(Xy(q)). Con esto, como ¢
es una isometria local, £ = (X y(q), Xu(q)) = (dép(Xu(q)), dp(Xu(q))) = (Xu(a), Xu(q)) = E,
y andlogamente F = F y G = G.

Como teorema, dadas dos superficies regulares S; y So y dos parametrizaciones (U, X)
de S; y (U, X) de Sy con los mismos pardmetros de la primera forma fundamental, entonces
¢:=XoX1t:X(U)— X(U) es una isometria. Demostracién: Es un difeomorfismo por ser
composicion de difeomorfismos, y queda ver que conserva productos escalares. Seanqg € Uy p ==
X(q), dppodX, = d(¢poX), = dX, por laregla de la cadena, por lo que dp,(X.,(q)) = Xu(q) ¥
dop(Xo(q)) = Xou(g). Por tanto, en g, (dop(Xu), dpp(Xu)) = (Xu, Xu) = B = E = (X, Xu),



y de forma analoga (d¢,(Xu), dop(Xy)) = (Xu, Xo) ¥ (dop(Xy), dep(Xy)) = (Xu, Xu), pero
(Xu,X,) es una base de TS, luego d¢, conserva productos escalares.

3.7. Theorema Egregium de Gauss

Sean S una superficie regular orientada por N y (U, X) una parametrizacion de S con la
base (X, Xy, N) de R? positivamente orientada. Las féormulas de Gauss son

Xyw =T1, X, +T3, X, +eN,
Xuw =T, X0 +T5,X, + fN,
Xopu = F%lxu =+ Fglx'u + fN,
Xyo =T, X, +T2,X, + gN,
donde los Ffj son los simbolos de Christoffel, y se basan en que (X, N) = e, (X, N) =

<Xvu7N> =fy <vavN> =9
I, =T3%, y T2, =T%, pues X,,, = X,,. Ademas,

My Ty T\ . 1 (G —F Eu % F,— S '
I3, I, I3 EG-F2\-F FE W= G G

Demostracion: Multiplicando escalarmente las ecuaciones de Gauss por X, y X,

<quvXu> = FhE + F%va <Xuva> = F%lF + F%lGa
<Xuvau> - F%QE + F%2F7 <XuvaXv> - F%QF + F%zGa
(X, Xy) =T E +T2,F, (Xpo, X)) =T, F +T2,G.

Derivando F, F' y G respecto a u y v,

E, = 2{Xyu, Xu), Fy = (Xyu, Xo) + (Xu, Xou), Gy = 2{Xpu, Xo),
Ey = 2(Xuw, Xu), Fy = (Xuv, Xo) + (Xu, Xow), Gy = 2(Xpy, Xu),
por lo que
(X X) = 20 (XX = 20 (X X) = B (X X)) = B - O,
Ko X = S K Xy = B (K Xo) = B~ (X X = Py~ 2
Igualando queda el sistema
EUL 4P = 1B, EML4FTh=lE. ECL 4 FTL=F - Lo
FT}, +GT3, =F, — %E FTi, + G, = %Gu, FT3, + GI3, = %Gv,

que se divide en tres sistemas disjuntos de izquierda a derecha. Para el primero,

Y\ (e F\'( iE, \_ 1 G -F\( iE,
r,) \r G F,—%2) EG-F2\-F E)\F,-%)’



y para los otros dos es analogo.
La ecuacion de Gauss es

I5TT + (0F)e + T 03, — T1olT) — (T5g)w — Tl = EK,
la primera ecuacién de Mainardi-Codazzi es
g+ f(TT, —T1) — gl = e — fu
y, ademas,
(P%l)v + F%J%z - (Piz)u - F%zr%z =-—FK.

Demostracion: X, = Xy, y sustituyendo X, y X, segin las formulas de Gauss,

0= Xuuwo — Xuou = (F%1>UXU + F%lXuv + (Ffl)va + F%le'u +eyN +eN,—
Sustituyendo con las férmulas de Gauss,

0=(T1)vXu+ T (Tl Xy + T35 X, + fN) + (T7))0 Xy + T (T35 X0 + T3, X, + gN)—

— (Tl)uXu =TT Xy + T3, X, + eN) — (I7y)u Xy — T (Mo X0y + T Xy + fN)+
+ ey N + e(a12 Xy + aeX,) — fulN — fa1 Xy + an X,) = 21X, + B1X, + C1N.

Como (X,,X,,N) es base de R3, A;,B;,C; = 0. Como B; = 0, usando las formulas de
Weingarten,

I, + (7)o Xy + T3 15, — T1oT — (TTy)u — [ol%, = fagy — eagy =
_feF—fE fF—gE_efF—fQE—efF—FegE_Eeg—f2

_ _ - - EK.
EG—F? “EG_F? EG — F? EG — F?

C7 = 0 nos da
F%lf + F%lg - F%2e - F%Qf + ey — fu = Oa

de donde se obtiene directamente la primera ecuaciéon de Mainardi-Codazzi, y A; = 0 nos da

(T1)v+T1T Tl +THT5 — (Pig)u —TieTl =TTl s = (Th1)o + T35 — (Tig)u — 1Ly, =

B L fF—eG gF—fG_ng—egF_
—fon—en =l m g - B2 - T

La curvatura de Gauss depende solo de la primera forma fundamental, pues como EG—F? >
0, F # 0 y por la ecuacion de Gauss K se puede obtener de E y los simbolos de Christoffel,
que dependen solo de la primera forma fundamental.

Theorema Egregium de Gauss: La curvatura de Gauss de una superficie regular es
invariante por isometrias locales. Demostracién: Sean ¢ : .S; — S5 una isometria local entre
superficies regulares, p € Sy y (U, X) una parametrizacion de Sy en p con U lo suficientemente
pequeiia para que ¢|y.—x @y : V — ¢(V) sea un difeomorfismo, entonces (U, X := ¢poX) es una
parametrizacion de Ss en ¢(p). Entonces, como los coeficientes de la primera forma fundamental



son los mismos para ambas parametrizaciones y la curvatura de Gauss solo depende de estos,
las curvaturas de Gauss coinciden para el mismo punto de U y en particular K1(p) = Ka(¢(p)),
donde K7 y K> son las curvaturas de Gauss respectivas de Sy y Ss.

En general un difeomorfismo local que conserva la curvatura no es una isometria lo-
cal. Demostracion: Sean S; y Sy parametrizadas por X (u,v) = (ucosv,usinv,logu) y

X (u,v) == (ucosv,usinv,v), entonces

ol

X, = (cosw,sinv, 1),

u

Xy = (—usinw, ucosv,0),

u = (cosv,sinwv,0),

>
I

» = (—usinv,ucosv,1),

N = (—cosv, —sinv, u) N (sinwv, — cos v, u)
V14 u? 7 V14 wu? ’

luego N y N se diferencian en alguna transformaciéon ortogonal. Si N = O o N para una
transformacion ortogonal O, entonces dN; = dOp(y) © ANy = O 0 dN,, luego dN, y dN, se
diferencian por O y por tanto tienen igual determinante, que sera la curvatura de Gauss. Sin
embargo, ¢ == X o X! = ((2,y,2) — (z,y,€*)) no es una isometria.

La segunda ecuaciéon de Mainardi-Codazzi es

fo = gu = €Ly + f(T3, —T1y) — g%,

Demostracion: Como X, = Xyuv, aplicando las formulas de Gauss,

0= vau - Xvu'u = (F%Q)uXu + F%Qqu + (F§2)UX’U + F§2X'uu + guN + gNu_
- (Fél)vXu - F%lXuv - (Fgl)va - Fngvv - va - me

y sustituyendo de nuevo,

0= (T3)uXu + Dh(T1 Xy + T7, Xy + eN) + (I55)u Xy + T35(F1 Xy + T X, + fN)—
— (Pl)u Xy = Tip(P1o Xy + THXy + fN) = (F35)0 Xy — T35 (T30 Xy + T3, X, + gN)+
+ guN + g(allXu + CLQ]_Xv> — fUN — f(angu + CLQQXU) = AQXU + BQXU + CQN

Como antes, Az, Bz, Cy = 0, luego como Cy = 0, e['3y + fT3, — fT'1y — g% = fu — Gu-

Las ecuaciones de compatibilidad son la ecuacién de Gauss y las dos ecuaciones de
Mainardi-Codazzi. Teorema de Bonnet: Sean F, F,G,e, f,g : V — R funciones diferencia-
bles en un abierto VC R? con E > 0, G > 0, EG — F? > 0 y que verifican las ecuaciones de
compatibilidad, entonces existen un abierto U C V y un difeomorfismo X : U — X (U) C R?
tales que (U, X) es una parametrizacion de la superficie regular X (U) en la que los coeficien-
tes de la primera y segunda formas fundamentales son E, F,G y e, f, g, respectivamente, y
si U es conexoy X : U — X(U) es otro difeomorfismo con los mismos coeficientes de las
formas fundamentales primera y segunda, entonces existe un movimiento rigido M en R3 tal
que X = Mo X.
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