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Capitulo 1

Campos paralelos

Una funcion real es diferenciable si es de clase C*°. Una funcion F' : A — B diferenciable
entre abiertos de superficies o de R™ es un difeomorfismo local en p € A si y sélo si dF}, es un
isomorfismo lineal.

GCS

0 -1
et ).
Entonces, dada una curva o : I — R? p.p.a., si t(s) = o/(s) y n(s) = Jt(s) [...], [.-]]

Ka(s) = ({t'(s),n(s)) [...]

Las formulas de Frenet son

{ t'(s) = k(s)n(s),

n'(s) = —r(s)t(s).
[...] Una curva regular o : I — R? [..], [...] la curvatura [...] es
_ (o"(t), Jo/ (1))
w0 = T wmp
[...] Sea v : T — I/R‘?’ una curva regular p.p.a., si t(s) es su vector tangente, [...| k(s) ==
[t/(5)]. [ m(s) == S [ bs) = t(s) An(s) [..]. [..] 7(s)[] = (b/(s),n(s)). [..]

-

det(a/(t),a”(t), ™ (t))
|/ () Ao (1)]?

_ /() A" (@)

Ka(t) == W, Ta(t) =




[ ] [ Si

respecto de la base (X,, X, ), entonces

( ; > ( h 21> ( )
- f —g 12 Q22 F G
y tenemos las férmulas de Weingarten:

fF—eG gF — fG eF — fE fF—gE
ail = BG _F2 a2 = =
[.]

TEG-F2 T EG_Fr "TEG_F2

eg — f? :1€G+9E*2fF

[...]: Las formulas de Gauss son
Xyuw =T} X, + T3, X, + €N,
Xuo =15 Xy + T2, X, + fN,
Xy =15, Xy +T3, X, + [N,
Xyo =0, X, +T%,X, + gN

donde los T¥; son los simbolos de Christoffel |..]. I'l, =T, y I'fy =I'3, [...]. Ademas,

r, T, T\ _ 1 (G -F E & F-%
3, 12, 13,) BG-r\-F E)\F-& S &)

S

Si F' =0, la curvatura de Gauss es

el ()

'y, T TI'% — 5

Demostracion:
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y por la ecuacion de Gauss,
l EuGu Evv + EvGu E’UGU E?; Guu + ii GZ
- E\4EG 2G = 2G2 4G2  4EG  2G  2G?  4G?
o (EuGu E’U’U EUGu E'UGU Guu G,% )

1F2G  4EG T2EG? T aEG:  2EG T iEG2

pero

vVEG), VEG 2(EG)3/?
G Gu(EuG+EGu)_@<GW E,Gy Gﬁ)

( E, ) _ Eu _EU(EUGJFEGU)_@(EM,_ E? _Eva)

Gy
(,ﬁEG EG ~ 2E2G  2EG?

de modo que

. VEG 2(EG)3/2

(). () )+

1.1. La derivada covariante

GCS

Sean S una superficie regular y o : I — S una curva regular, un campo de vectores a
lo largo de « es una funcion V : I — R? y es tangente a S (a lo largo de «) si para
teSesV(t) e Ta(t)S.

Paraunt € I, V(t)" ==, , sV (t)y V(t)+ = T(Toys)+ V (¢). Llamamos X(a) al conjunto
de campos de vectores a lo largo de a diferenciables y tangentes. Asi:

1. La velocidad o € X(«).
2. La rotacion de la velocidad N A o’ € X(a).
3. La aceleracion o () es un campo de vectores diferenciable.

4. Dado un campo de vectores diferenciable V : I — R3, V' es otro campo de vectores, pero
V € X(«) no implica V' € X(«).

Un campo normal unitario a lo largo de a es un campo N : I — R3 diferenciable y unitario
tal que todo N(t) es normal a S en «(t).

GCS

Sea V : I — R? un campo de vectores tangente y diferenciable, llamamos derivada

covariante [o intrinseca| a

DV
dat (t) = 7T—Ta(t)s‘//(t)

Propiedades: Sean V,W : I — T,S'y f : I — R diferenciables, siendo I un intervalo:

1. UV — pry 4 f DV,



Simi=mr, 5 24 = a((fV)) = n(fV'+ V) = fr(V)+ f'n(V) = fOL 4+ f'V.

DV+W) _ DV DW
2 = =& ta

DO — (V4 WY) = m(V") 4+ w(W) = B + B,

(V. 5)-

3. LV, W) = (
SVW) =

span{vl,vg} si (¢

_ d
T1y1 + Tay2 = (7 ( t)
luego (VW) = (7, W) + (V.

W) +
W)—l—(V, W), pero dada una base ortonormal (vy, v2,v3) con TS =

zzm W(t) = 3 yovs, (D), W) = X0, 23y; e
),

) = (2Y(t),W(t)), y andlogamente para (V, L),

DV
dt

av
dt

) =
V()

awy DV, owy

Sean (U, X) una cartalocal de S, oo : I — X (U) una curva sobre S, V € X(«a), & == (u,v) =
X loa:I—-Uy (a,b) : I = U conV(t) = a(t) Xy, (a(t)) +b(t) X, (a&(t)), entonces, para t € I,

dt = (a’ + au'T{; + (av' 4+ bu )T}, + b0'T3,) X, (&)

+ (b + au'TT, + (v’ + bu)T], + bv'T3,) X, (&).

Demostracion: Sean t € I, p == a(t), ¢ == X (p) y N : X(U) — R3 un campo normal tal

que la base (X, (q), X,(q), N(p)) esté orientada positivamente, derivando en V = a X, (u,v) +

X (u,v),

V(1) = a' Xy (u,v) + a (Xyu(u, v)u" + Xoyp(u, 0)0") + 0 Xy (1, v) + b (Xpo (u, 0)0" + Xy (0, v)0)
=a'X,(u,v) +a [(T}; Xu(u,v) + T X, (0, v) + eN)u' + (DX (u,v) + T X, (u,v) + fN
+ V' X,y (u,0) + b [T Xy + THX, + fFN)U + (T3, X, + T3, X, + gN V'],

y entonces % es la parte tangente de esto ultimo,

DV

— = (a/ + al'}u’ + al'jpv” + blipu’ + bI30") Xy (u, v)

+ (I w4+ alv + b + bL5,u’ + bI550") X, (u, v).

1.2. Campos paralelos
Sean S una superficie regular y o : I — S una curva regular, V € ¥(«) es paralelo (a lo
largo de «) si BY = 0. Si V,W € X(a) son paralelos:

1. Para a,b € R, aV + bW es paralelo.

D@aV+bW) DV DW _
at =ag +0 =0

2. (V(t),W(t)) es constante, por lo que también lo son |V (¢)|| y Z(V, W).
(V,W) = (55, W)+ (V. BF) =0+ 0 =0.

E.d.o extrinseca de los campos paralelos: V € X(a) es paralelo a lo largo de « si y sdlo si

V() + (V(t), N'(£)) N (¢) = 0,



donde N : I — R? es un campo normal unitario de S a lo largo de o. Demostracién: V es
paralelo si y solo si V'(t) es proporcional a N (t) en todo t € I, siy solosi V'(t) = (V'(t), N(t)),
pero como (V(¢), N(t)) = 0 en todo punto, derivando es (V'(¢), N(¢))+(V (¢), N'(¢)) = 0, luego
V() = (V'(t), N(t)) siy solosi V'(t) — (V'(t), N(t)) = V' (t) + (V(¢),N'(t)) = 0.

E.d.o intrinseca de los campos paralelos: Sean (U, X) una carta local de la superficie
regular S, @ : I — X(U) una curva sobre S, V € X(a), (u,v) = X toa:I = Uy
(a,b) : I = U tal que V = aX, (@) + bX,(&), entonces V es paralelo a lo largo de « si y sélo
si satisface

a' 4 au'Tq, (u,v) + (av’ 4 bu' )]y (u, v) + bv'Tay (u,v) = 0,
V + au/'T?, (u,v) + (av' 4 bu' )Ty (u, v) + bv'Tay(u, v) = 0,

ecuaciones que resultan de sustituir la férmula intrinseca de la derivada covariante en % =0

y usar que X, (&) y X,(&).

EDO
Una e.d.o. es lineal si es de la forma ¢ = A(t)z + b(t), con A : I C R — L(R") y
b:ICR—R"[.]. [..] Si Ay bson continuas, para (tg,zo) € I x R" [..]]

{ i = A(t)z + b(t)
a(

t()) =X

tiene solucion unica definida en todo I [...].

1.3. Transporte paralelo

Como teorema, sean S una superficie regular, a : I — S una curva, to € I y v € Ty S,
existe un unico V' € X(«) paralelo tal que V (tp) = v. Demostracién: Sea N un campo normal
unitario de S a lo largo de a, V' € X(«) es paralelo si y solo si

Vi 3 Ny v/ NN, NN, N N}\ (Vi
0=V'+(V,NYN= V]| + Z VjNJ‘ No| = V5] + | NaN{ NN, N3N} i,
Vg’ J=1 N3 va, N3N{ N3N2/ NgNé ‘/3

lo que nos da una e.d.o. lineal que, aniadiendo la condicion inicial V () = v, tiene solucion tnica
definida en todo I. Para ver que realmente la solucion es tangente, sabemos que (V, N)(to) =
(v, N(t9)) = 0, y como por la ecuacion es V! = —(V, N')N,

D=1,

<V7N>/ = <V/7N> + <V5Nl> = _<V7N/><N,N> + <V>N/>

Sean S una superficie regular, « : I — S una curva regular, a,b € I, p == a(a), ¢ == a(b) y
veT,SyV e X(a) el tnico campo paralelo con V(a) = v, el transporte paralelo de v a lo
largo de « en el punto g es V(b).

La aplicacién transporte paralelo es la P, = P’(a) : T,S — T,S que a cada v € T,,S
le asigna su transporte paralelo a lo largo de a en q. Como teorema, P, es una isometria
lineal. Demostracion: Para v € T,,5, sea V € X(«) el tnico campo paralelo con V(a) = v,
este también es el tinico campo paralelo con V (b) = P2(a)(v), por lo que v = P (a)(Pt(a)(v))



y, por simetrfa, para w € 1,5, w = P?(a)(P#(a)(v)), de modo que P, es invertible. Sean
ahora v,w € T,5, V el tnico campo paralelo con V(a) = vy W el tnico con W(a) = w,
entonces V + W es otro campo paralelo con (V + W)( ) = v+ w y por tanto el unico, luego
Py(v4+w)=(V+W)(Ob) =V(b)+W(b) = Py(v) + Py(w). Del mismo modo, si A € R, AV es
un campo paralelo con (AV)(a) = v, luego P, (Av) = AV (a) = AP, (v), y con esto P, es lineal.
Finalmente, como (V(t), W(t)) es constante en t, (v,w) = (V ( ), W(a)) = (V(b), W (b)) =
(Py(v), Py(v)) y P, es una isometria.



Capitulo 2

(zeodésicas

Una curva v : I — S es una geodésica de la superficie regular S si 7' es paralelo. Propie-
dades: Sea v : I — S una geodésica:

1. |7/ (t)|| es constante.

2. v es constante si y solo si existe tg € I con 7/ (tg) = 0, por lo que toda geodésica no
constante es una curva regular.
=] Obvio.
] Parat el [ (O)] = [7{)] =0.

3. La condicién de geodésica se conserva por isometrias locales.

La derivada covariante se conserva por ser un concepto intrinseco.

4. Si v no es constante, una reparametrizacion suya es una geodésica si y s6lo si el cambio
de parametro es afin.

Sea h: J — I un cambio de paradmetro y a := 7 o h, entonces o/(s) = h'(s)y' (h(s)) y

Do’
ds

() = (h" ()7 (h(s)) + W' (5)*y"(h(5))) " = h"(s)7 (h(s)) + h’(S)Z%Z/(h(S)) =

= h"(s)y'(h(s)),

pues Dd—zl(h(s)) = 0 por ser 7 una geodésica. Como 7 no es constante, y'(h(s)) # 0 en

todo s, luego Dd’j/ (s) =h"(s)7'(h(s)) =0 < h"(s) =0 < Ja,beR:h(s) =as+d.

Sean S una superficie regular, o : I — S una curva regular y N : I — R3 un campo normal
unitario a lo largo de «, entonces o es una geodésica si y sélo si

o' (t) + (o (), N'(£))N (t) = 0,

sustituyendo en la e.d.o. extrinseca de los campos paralelos.



Si (U, X) es una parametrizacion de S, o : I — X (U) es una curva y (u,v) == X toa:
I — U, a es una geodésica de S si y solo si

u” 4+ (W) T1 (u,v) + 2u'v'T1y(u, v) + (v/)?Tay(u, v) = 0,
v" 4 ()T, (u,v) 4+ 20/ 0T, (u,v) + (v)* T35 (u,v) = 0.

En efecto, como a = X (u,v), o' = dX () (v, v") = v'Xy(u,v) + 0" X, (u,v), y solo hay que
sustituir en la e.d.o. intrinseca de los campos paralelos.

2.1. Geodésicas maximales

EDO

Teorema de Picard en un abierto: Sean (2 C R x R" abierto y f : £ — R" continua
y localmente lipschitziana respecto a la segunda variable, para (to,x0) € Q existe K =
[to — a, to + ] x B(zg,b) C Q tal que

T = f(t,l‘)
l‘(to) = X9

tiene solucion unica definida en [ty — a, tg + @ con grafica contenida en K.
[...] Sea @ C R x R™ abierto, si para cada (fg,zg) € {2 existe un intervalo en que el

problema de Cauchy
x(to) = X9

tiene solucion tunica, entonces para cualesquiera soluciones x e y de & = f(¢,z) definidas
respectivamente en I, e I, si ambas coinciden en un { € I, N I, coinciden en toda la
interseccion.

Dados un abierto Q2 C R™ y f : Q — R”™ diferenciable, f es localmente lipschitziana. En
efecto, para z € Q existe ¢ tal que B(z,¢) C €, y al ser f continua, (f')(B(z,¢)) esta acotada
por un cierto M y, para a,b € B(z,¢), ||f(a) — f(D)|| < M|la =]

Como teorema, sean S es una superficie regular, p € S y v € 1,5, existe una tnica
geodésica v, : I, — S tal que 0 € I, 7,(0) = p, 7,(0) = v y cualquier otra geodésica que
cumpla estas condiciones es una restricciéon de esta a un subintervalo, y llamamos geodésica
maximal con condiciones iniciales p y v a 7, e intervalo maximal de existencia a I,.

Demostracion: Sea J,, = {(I,a) | o | I — S geodésica,0 € I,a(0) = p,a’(0) = v}.
Sean (X,U) una carta local de S en p, (ug,v9) = X 1(p) y a,b € R con v = aX,(ug,vo) +
bX,(up,vo), por el teorema de Picard, existe una solucion (u,v) : (—¢,¢) — U de la e.d.o.
intrinseca de los campos paralelos con u(0) = ug, v(0) = v, v/(0) = a y v'(0) = b, y entonces
a(t) == X(u(t),v(t)) es una geodésica con «(0) = X (ug,v0) = py &(0) = dX (400 (a,b) =
aX,(uo,vo) + bX, (ug, vo) = v, de modo que o € Jp ., # 0.

Sean ahora (I1, 1), (I2, a2) € Jp v, ¥ queremos ver que a1 (t) = ao(t) para todo t € I1 N Is.
Como 0 € I; N I3 e I; e I son abiertos conexos, I; N I3 es abierto y, por el teorema del peine,
también conexo, luego es un intervalo. Sea A = {t € I1 N Iy | a1(t) = aa(t), ) (t) = ab(t)},
vy queremos ver que A es abierto y cerrado en I; N I3 y no vacio y por tanto A = I; N Is.



Claramente es no vacio, pues a1(0) = a2(0) = p y o4 (0) = 4(0) = v, y es cerrado por ser la
anti-imagen del 0 por la funcion continua F(t) := ||a1(t) — aa(t)|| + |4 (t) + (1) ]].

Sean ahora typ € A y (X,U) una parametrizacion de S en a1 (tg) = az(to), existen €1 > 0
tal que para t € (to —e1,to+¢€1) es a1(t) € X(U) y e2 > 0 tal que para t € (tg —e2,t0 +£2) es
as(t) € X(U), ysie = min{ey, e}, (ur,v1) = X loas y (uz,ve) = X loay, entonces (u1,v)
y (ug2,v2) son soluciones de la e.d.o. intrinseca de las geodésicas con las mismas condiciones
iniciales en ty. Por el teorema de Picard, la e.d.o. tiene solucién tnica local para cualesquiera
(u,v)(to) € Uy (v/,v")(to) € R?, por lo que (u1,v1) y (u2,v2) coinciden en todo (tg — ¢, tg + )
y A es abierto.

Asi, A = I N I5. Sea entonces I, := U(I,a)ejp,v I, I, es un intervalo abierto por ser union
de intervalos abiertos que contienen al 0, y definiendo ~, : I, — S como ~,(t) = «a(t) para
(I,a) € Jpw cont € I, entonces 7, estad bien definido por lo anterior y cumple las propiedades.

Lema de homogeneidad de las geodésicas: Sean S una superficie regular, p € S,
v € T,S, v : I, = S la geodésica maximal con condiciones iniciales p y v y A € R*, entonces
Vv : Iyy — S viene dada por I, = %LJ = {%}tgv YV Yaw(t) = Y (At) para todo t € Iy,.

Demostracion: Sea a : I — S con a(t) = 7y,(At), claramente I = 11, pero « es una
reparametrizacion afin de v y por tanto es una geodésica, «(0) = v(0) = p y &/(0) = Ay, (0) =
Av, de modo que por unicidad es o = Yy,lre I = %Iv C I,. Ahora bien, sea w = v y

B :I' —» S dada por S(t) = ’yw@v), por el mismo argumento es I' = A\, = A, C I, de
modo que Iy, C 1, e I, = 1, con o = Yy,

2.2. Ecuaciones diferenciales lineales

EDO
T € L(R™) [...], el problema de Cauchy

{ i=Tz
x(to) = Xo

tiene solucion tnica definida en todo R y dada por a(t) = e(*~t0) Tz, [...]
Calculo de e4? [...] Si el polinomio caracteristico de T € £(E), con E real o complejo,
es [ TTh_ (t= i)™, [..] B(T, \) =ker(T =M\ I)",y [...] E=E(T,\)®---DE(T, \,)

1. Hallar los valores propios Ay, ..., Ap, a1 +iby, a1 —iby, ..., as+1ibs,as —ibs [N, a;,b; €
R] de Ac.

2. Hallar bases (wk1, - - - , Wip, ) de R™(A, Ap) ¥ (up14+ivk1, - - -, Ukg, +Vkq, ) de C"(Ac, ap+
iby).

3. Respecto de la base

B :=(wi1,. s Wipys--vr Wrly-- Wrp,.,

Ullaulla"'7vlq17ulq1a-"»Uslauslw"avsqsausqs),



la matriz semisimple es

donde

pY b ak
Dy,

Il
=S
i

4. Sea P := Mg, entonces la parte semisimple es S := PSyP~! y la nilpotente es
N=A-2S5.
5. Finalmente,
" NFk
k!

=1

eAt _ PeSOtP—l
k

[...] Sea E un R-espacio vectorial y T' € L(E), existe una base de F respecto a la que T
tiene una matriz compuesta de bloques diagonales de la forma

A
L D)
1 D]

Si A es [de la primera forma][...], [...]

p=(3 )

,—\
3
-
£
SR
~+
—_



Si [es de la segundal]l...],

tD D

[etA}_ at %b tD D
ot PR
=y D D tD D

= (cos(bt) —sin(bt)
D= <sin(bt) cos(bt) >

[...] Llamamos base de soluciones de (™) 4 a;(t)z(™~Y + ...+ a;(t)r = 0 a una familia
r1,...,T, de soluciones linealmente independiente.

[...] Dada la ecuacion homogénea 2™ + a2~V 4 ... 4 g,z = 0, una combinacién
lineal de soluciones de esta ecuacion es también solucién, asi como la derivada de una
solucioén.

La matriz de la ecuacion vectorial asociada [con coeficientes (z, &, ..., 2"~ 1)] es
1
)
1
—an, .o .o —a1

que llamamos asociada al polinomio p(A) = (—=1)"(A\" + a1 A\" "L+ + an_1 A+ an), [..]
el polinomio caracteristico de la matriz.

2.3. Superficies geodésicamente completas

Una superficie regular S es geodésicamente completa en un p € S si para v € T),S es
I, =R en p, y es geodésicamente completa si lo es en todo p € S.

1. Dado el plano S = {p € R? | (p,a) = c}, la geodésica maximal de S con condiciones
iniciales p € Sy v € T,S es la recta v : R — S dada por () == p + tv.

Tomando la normal N(p) := a, como N es constante, debe ser

0=19"(t)+(v'(t), (N o) () N(v(t) =~"(t),
de modo que v es de la forma y(t) = a + bt, pero p=v(0) =ay v =+'(0) = b.

2. Dado 7 > 0, la geodésica maximal de la esfera S := S?(r) con condiciones iniciales p € S
y v € T,S5\ 0 es el circulo maximo v : R — S dado por

o (I g (I
~(t) = cos t)p+ sin t|wv
r [l r



Tomando la normal N (p) := 2 y llamando N (t) :== N(v(t)), N(t) = @ yN'(t) = 1+'(1),
y debe ser

1 1 W @ lI=l )] v||?
0= 7"(t)+<7’(t), 7’(t)> —7(t) = 7”(t)+pllv’(t)ll2v(t) I 7”(0*%7“)’
Sici= HZL‘Q = 0, v = 0, y en otro caso, en cada coordenada, el polinomio asociado a

la ecuacién lineal homogénea p(A) = A2 + ¢, los valores propios son +4/ci y una base
de soluciones es pues {cos(v/ct),sin(v/ct)}. Por tanto existen a;,b; € R con ~;(t) =

a; cos(y/ct) + b; sin(y/ct), pero
pi =7i(0) = a;, v; = 71(0) = b;\/c,
luego en resumen y(t) = pcos(y/ct) + % sin(y/ct), y e = @

. Seanr >0, S == {(z,y,2) € R® | 22 +y? = r?} un cilindro, p € S y v € T},3, la geodésica
maximal de S con condiciones iniciales p y v es la recta v: R — S dada por

V(t)==p+tv
si v1 = v9 = 0 o la hélice v: R — S dada por
p1 cos(ct) + 2 sin(ct)

y(t) := | p2 cos(ct) + “2 sin(ct)
D3 + tug

2
Vivl?—v3
po

Sea f(z,y,2) = 2% + y?, como f'(x,y,z) = (2z,2y,0), los puntos criticos de f son
aquellos con z = 0, el tnico valor critico es 0 v 72 es un valor regular, de modo que
S = {f(z,y,2) = r?} es una superficie de nivel con normal

N(eg, ) = L= 22200 1, o

VAL 2ty o

dEngonces, Sl?an N(t) = N(y(t) y v(t) = (x(t),y(t),2(1)), N'(t) = 7 (' (t),y'(t),0) y v
ebe cumplir

en otro caso, donde ¢ = , que es una circunferencia horizontal si vy = 0.

z”(t) 1 z'(t)
() + (Y (), N'(t))N(t) = C‘/"Et; + 7?2(5”'(15)2 +y/()?) y’ét) =0.
2"t

Asi, 2”(t) = 0 y por tanto z(t) = a + bt para ciertos a,b € R, con p3 = 2(0) = a y
V3 = z’(()) =b. Si vy, = v9 = 0 entonces x es constante en p; e y lo es en ps. En otro caso
¢ >0,y como 2z’ es constante en vz y ||7/|| lo es en ||v]|, se tiene

() +y' (1) = Iy @I = /() = [[o]|* — v3

y L0 _

2, v queda

(" (),y" (1) + (@' (), ' (1)) = 0.



Para la coordenada z, el polinomio asociado es p(A) = A2 + ¢2 y los valores propios son
+ci, de modo que una base de soluciones es {cos(ct),sin(ct)} y existen a,b € R tales que
x(t) = acos(ct) + bsin(ct), pero

p1 = 2(0) = a, vy = 2'(0) = be,
de modo que z(t) = p; cos(ct) + % sin(ct), y andlogamente y(t) = py cos(ct) + “2 sin(ct).
Asi, el plano, la esfera y el cilindro son geodésicamente completos; de hecho toda superficie de

nivel de una funcién f: R?> — R lo es.

2.4. Pregeodésicas

GCS

Sean S una superficie regular orientada por N y a : I — S una curva, [...]

D /
o!'(t) = == (1) + (' (1), N(a(t))N (a(t).
Sea a : I — S una curva parametrizada por |[...] arco, el triedro de Darboux es la

base [...] (&/(s),Ja/(s) :=a/(s) A N(a(s)), N(a(s))). Entonces

Do’
ds

(5) = rg(s) T (s),

donde k4 == (a”,Ja’) : I — R, es la curvatura geodésica de «, cuyo signo depende de
N[, y tn = (&', N(a)) es la curvatura normal de «].

Una curva « : I — S p.p.a. es una geodésica si y s6lo si k4 = 0, pues %—‘;‘/(s) = 0siy sélo
si kg(s)Ja'(s) =0, pero Ja'(s) # 0.

Si S es una superficie regular, a : I — S es una curva y h : J — I es un cambio de
parametro que conserva, la orientacion con 8 := « o h p.p.a., la curvatura geodésica de « es

("(t), Jo' (1))

%0 =m0 = oI

Demostracion: 1 = ||3'(s)|| = KW' (s)]|a/(h(s))|], luego h'(s) = m y para t € I, sea
s = h71(t),
kg () =k (s) = (8"(s), JB'(5)) = (" (s)c (h(s)) + I ()% (h(s)), I (s) T (h(s)))

— 1 (s)* (0" (h(s)). Jo/ (h(s))) = W

donde en la penaltima igualdad se usa que (a/(h(s)), Ja/(h(s))) = 0.



Una curva a : I — S es una pregeodésica de S si existe un cambio de parametro h : J — I
tal que B := cvo h es una geodésica de S, si y sélo si k

o —

g =

=] Sea h un cambio de parametro tal que § := «a o h es una geodésica, entonces ||3’|| es
constante en algtin ¢ > 0, luego y(s) := 3($) es una geodésica y es p.p.a. al ser ||7/(s)|| =
I18'(s)|| = 1. Sea entonces h(s) = h(2), entonces v = a0 h y k2 (t) = ] (h~1(t)) = 0.

s
c

<] Sea 3 = o h la reparametrizacion por arco de o, como k9 (t) = kb (h71(t)), k5 (s) =

kg (h(s)) = 0, luego 3 es una geodésica y por tanto o es una pregeodésica.



Capitulo 3

La aplicacién exponencial

Sean S una superficie regular y p € S, la aplicacién exponencial en p es exp, : D) — S
dada por

epr(U) = 711(1)7
donde D, :=={v € T,S | 1 € I,}. Propiedades:

1. 0 € D,y exp,(0) = p.

2. Vv e Tp,8,t € I, (tv € Dy Aexp,,(tv) = 7,(t))-
Sit=0,exp,(0) = 7(0) =p,ysiv=0,exp,(0) =) =p Sit,v#0,1= %t €
%IU = 1y, luego tv € Dy y exp,(tv) = Vi (1) = 70 (1)

3. D, es estrellado respecto a 0.
Seanv € D, y t € [0,1], como 1 € I,,, t € [0,1] C I, y por tanto tv € D,,.

4. Yo € T,8,3IXA > 0: dv € D,,.
Existe € > 0 con (—¢,¢) C I,,, y tomando |A| <eces A€ I, y v € D,.

5. D, es abierto y exp,, es diferenciable.

6. d(exp,)o = 11,5, y en particular exp, es un difeomorfismo local en 0.

Como D,, C T},S y el plano tangente a un plano es él mismo, ToD, = Tp(1,5) = T,,S.
Entonces, para w € 1,5, sea a(t) = tw, existe € > 0 tal que a((—¢,¢)) C D,, de modo
que d(expy)o : (ToDp = T,,S) = (Texp,, ) S = TpS) viene dada por

lexp, oluw) = 5 (00, (1)) (0) = - (exp, (1)) (0) = (3 ())(0) = 7, (0) = w.

Un entorno V de py € S es estrellado respecto a py si para p € V existe un segmento de
geodésica que une pg con p.

Un entorno normal de pg € S es un entorno V de pg en S para el que existe un entorno
U del 0 en T},,S estrellado respecto al 0 tal que exp,, lu : U = V es un difeomorfismo.
En estas condiciones, para p € V, sean v, = exp;ol(p) € U y el segmento de geodésica



Yo = Yo, li01] ¢ [0,1] = V, entonces v, (t) = exp,, (tvy) para t € [0,1], 7,(0) = po ¥ 7,(1) = p,
por lo que 7, es el segmento de geodésica radial que une pg con p. Asi, todo entorno normal
de pg es estrellado respecto a pg.

3.1. Lema de Gauss
Sean S una superficie regular, p € S, v € D, \ 0y w € T},S, entonces

(d(exp,)u (v), d(exp,,)v(w)) = (v, w).

Demostracion: Supongamos que v y w son colineales y sea A € R tal que w = Av. Sea
a: (—e,e) = D, dada por a(t) = v + tw = (1 + At)v, entonces

Aexpy (1) = 5 (exp, (a(1))(0) = - (exp, (14 MJ))(0) = % (31 4+ A1) = Myl (1 + M),

luego [|d(expp)o (w)[| = My (W] = Alllv, W1 = [Mll[oll = [Jw]].

Para el caso general, sea 7 : R x R — T,,S dada por 7(s,t) == sa(t) := s(v+ tw), para todo
tes7(0,t) =0y 7(1,¢) = v+ tw, y como 7 es lineal sobre la primera variable, si 7(1,t) € D,,
7([0,1] x {t}) = [7(0,t),7(1,t)] = [0,v + tw] € D,.

Como 7(1,0) = v € Dy, se tiene 7([0,1] x {0}) C D,,. Para cada s € [0, 1] existe un entorno
de 7(s,0) contenido en D), y, por ser T continua, existe un e, > 0 con 7(Bus((s,0),e5)) € D,.
Ahora bien, {Buo((s,0),€5)}sej0,1] € un cubrimiento por abiertos de [0,1] x {0} que admite
pues un subrecubrimiento finito {Beo((s:,0),s,)}_,. Proyectando el subrecubrimiento A :=
Ule B ((s4,0),¢e5,) en R x 0 queda un abierto que contiene a [0, 1] y por tanto contiene un
intervalo (—&’, 1+ ¢’). Sea ¢ := min{e,,,...,&s,,¢'}, para s € (—&’,1 4 ¢&’) se tiene

(max{s —e,—¢'},min{s +¢,1 +&'}) x (—¢,¢e) C 4,
luego 7((—¢,1 +¢) x (—¢,¢)) C D,.
1

Sea ahora ¢ := exp, o1
d¢
0s 258t =

i (—e,1+¢) x (—&,6) = S. Se tiene
9 (expys0(00)(5:0) = 2 (o (8))(3,1) = 7o (8
= L fexp, (s0(1)))(.£) = dlex,) oty ().

donde la tltima igualdad es por la regla de la cadena, luego

Hst

= 1 ()I? = 17a@ O = la@* = loll* + 2tv, w) + £ ]w]]?,

y por otro lado

02 (5,0) = dlexp,)uulv), 220,00 = dlexpydo(v) = v, 2E(1,0) = d(exp, ) (v).

Por otra parte,

dp ) P

0
ot —(0,t) = 5 —(exp,(0)) =0, L= 2

; (exp,, (v + tw)) = d(exp,,)y+tw (W),



de modo que %—f(l, 0) = d(exp,),(w). Sea f : (—¢,1+¢) — R dada por

1= (5260, 50.0)).

de modo que en particular f(0) = (v,0) = 0, f(1) = (d(exp,),(v),d(exp,),(w)) y queremos
ver que f(1) = (v, w). Como g—i(s,t) = 'y;(t)(s),

%o Do N
@(S t) = Vg(t)(s)a @(Sv O) = 75(0)(5) = 71/)/(5) € T’yv(s)S s
pues v, es una geodésica y % + = 0. Por otro lado, para s € (—e,1+¢€),sea fs(t) : (—e,e) = S

dada por fs(t) = exp,(sa(t)), Bs es una curva porque exp, es un difeomorfismo y a(t)
v + tw # 0 para ningan ¢ (si lo fuera, v y w serfan colineales), de modo que, como [5(0) =

exp,(sv) = 70 (s),

Oy

92 (5,0) = & (exp, (s0(1))(,0) = B1(0) € Ty, 08 = T, S,

y entonces
79 = (5560 526.0 ) + (526,01 5260 ) = (5500 S 2 50)

-5 (oo Feo)) w35 [3eol ) o

10, ) 1 U | B
= 5 57 (VI +2¢(v, w) + £[|w][*)(0) = 5 (t = 2(v, w) + 2t]w]|*)(0) = 52(v,w) = (v, w).

2
Por tanto,

0+ [ 76 = sttty = )

3.2. Propiedad minimizante de las geodésicas

Sean S una superficie regular, p € S, v € D, \ 0y w € T, S:

1. Si vy w son colineales, ||d(exp,),(w)| = [Jw].

Siw = 0 esto es obvio. Sea A # 0 con w = Av, se tiene v = %w y, por el lema de Gauss,
(d(exp,)u(v), d(expp) (w)) = (5d(exp,)o(w), d(exp,)s (w)) = 5 [|d(exp,). (w)[|*
= (v,w) = (Fw,w) = x[lw|?,
y despejando se obtiene el resultado.

2. Si vy w son ortogonales, entonces d(exp,),(v) y d(exp,),(w) también.
Por el lema de Gauss, (d(exp,),(v), d(exp,).(w)) = (v, w) = 0.



Sean S una superficie regular, p € Sy r > 0 tal que D(0,7) = {v € T,,S | ||[v|| < r} C D,,
llamamos disco geodésico de centro p y radio 7 a D(p,r) = exp,(D(0,7)), y si r cumple que
S(0,7) ={v € T, | |v|| = r} C Dp, llamamos circunferencia geodésica de centro p y radio
ra S(p,r) = exp,(S(0,7)). Llamamos radio geodésico que sale de p con direccion v € T,
a exp, ({\0}buzo 11 Dy).

Como teorema, si V' es un entorno normal de pyp € Sy p € V \ {po}, el segmento de
geodésica 7y, : [0,1] — V que une pp a p es la Gnica curva en V' de menor longitud que une pg
a p, salvo reparametrizacion, y si existe r > 0 con p € D(pg,r) C V, entonces 7, es una curva
de menor longitud que une pgy a p.

Demostracién: Sea v, = exp;o1 (p), entonces

L) = / I (8) 1t = / I (O)lldt = [ (0) | = [l

Sea « : [a,b] — V otra curva que une py a p, y queremos ver que L(a) > L(v,) y que la
igualdad solo la alcanzan las reparametrizaciones.

Sean A == a~'({po}) v to = sup 4, existe una sucesion {t, }, C A que converge a ty y por
tanto a(to) = a(lim, t,) = lim, a(t,) = po y to € A, luego to = méx{t € [a,b] | a(t) =po} < b
(pues a(b) = p # po), de modo que podemos restringir « a [tg, b] y reparametrizar para obtener
una curva o : [0,1] = a que une py a p. Como L(a’) = L} (o) > L(«), basta demostrar la
propiedad para o = o’.

Sean U C D, un abierto estrellado en 0 con V = exp, (U) y & = exp, ' oo : [0,1] — U,
que cumple &(0) =0, &(1) = v, y Vt > 0, &(t) # 0. Sean entonces r(t) == ||&(t)] v, para t > 0,

Vt) = %, de modo que o(T') = exp,, (r(t)V(t)) parat >0y

o/ (t) = — (expy, (1)) (0) = d(expy,, )a (&' () = d(expy, ac (' (OV () + r(t)V'(1))
= r'(t)d(expy, Jaw (V (1) + r(t)d(expy, )aq (V' ())-
Entonces
la ()17 =r" () | d(expy, ace (V ()17
+ 20 () (t)(d(expy, )aen (V(8)), d(expp, g (V! (1)) + r(8)?[ld(expy, )aw (V' (6)]1*.
Como V(t) es colineal con a(t) = r(t)V (1), [|d(exp,, )aw (V)| = [V ()] = 1, luego
(r(V (), V(1)) = r(t)(V (), V(1)) = 0

(d(expy, )a) (V (1)), d(exp,, )aw (V'(t))) =
= %@l(exppo)r(t)V(t)(T(t>V(t))7d(epr[))r(t)V(t)(V/(t)» =0.
Asi, [[o/ ()7 = 7' ()% + () [|d(expy )aw (V/(E)I? = 7/ ()%, Tuego [|o/(t)|| > [r'(t)| para todo
t € (0,1] y, para ¢ € (0,1],

/ o (8t > / P ()dt = r(1) — 1(e) = [yl — 7€) = [L(w)] - (),



y por continuidad de r,

o) = [l Ol = Yim(IE G = r(e) = L)

Si L(a) = L(7yp), como

1 1
a) = / o (8)dt = / P ()dt = oy

y [l (®)|| > r'(t) para todo t € (0, 1], por monotonia de la integral es ||a/(¢)|| = r/(t) para todo
t € (0,1], pero entonces r(t)?||d(exp,,)a(V'(t))||* = 0y, por tanto, d(exp,,)aw) (V'(t)) = 0,
pero exp,, |y es un difeomorfismo, luego d(exp,, )a(s) es inyectiva y V'(t) = 0. Asi, para t > 0,
Vit)=V(1)= Iﬁﬁ, luego

olt) = expy, (7”(“ Toul ) o <||(t)|> o (n(tﬂ) |

y ademéas «(0) = po = 7,(0) = 7, ( Hlf H) luego « es una reparametrizacion de ,.

Finalmente, sea r tal que p € D(po,) C V, de modo que exp,, : D(0,7) CU — D(po,r) C
V' es un difeomorfismo y |vp,|| < 7. Sea ahora « : [a,b] — S con a(a) = py y a(b) = p. Si
— rtlull
= T2

a([a,b]) € V, ya sabemos que L(7,) < L(a). En otro caso, sea r* , de modo que
vp € D(po,7*) C D(po,r), y si & = exp, ! oa, como ||@(a)|| = 0 y existe un t € (a,b) con

la(a)|| = r > r*, por continuidad de ||&|| es

A= {t e (@) | la@)] ="} ={t € [a,b] | a(t) € S(po, ")} # 0.

Entonces, como {r*} es compacto, A también lo es y existe t* := min 4, y llamando p* =
a(t*) € S(po,r*),

= L(yp+) < L () < L(«).

L(p) = llopll <" =

3.3. Coordenadas normales

Sean V un entorno normal de py € S dado por un entorno U C Dy, (e1,e2) una base
ortonormal de T,,S' y ¢ : R? — T, S dado por ¢(u,v) = ue; + veg, entonces ¢(0,0) = 0y
U = ¢~ 1(U) es abierto en R? luego X : U C R? — V C S dada por X (u,v) == exp,, (¢(u,v))
es una parametrizacion llamada sistema de coordenadas normales en py. Propiedades:
Y(u,0),(0,v) € U:

1. X(0,0) = po

X(0,0) = exp,, (0) = po.
2. Xu(u,0) = 721 (u) y Xo(0,0) =, (v).

X, (1,0) = 4 (expy (ue1))(6) = 2 (7, () () = 7, (u), ¥ para X, es andlogo.
3. X.(0,0) =e1 v X,(0,0) = es.



4.

3.4.

E(u,0) = G(0,v) = 1, F(0,0) = 0.

E(u,0) = (Xu, Xu)(u, 0) = Iy, @)|I* = [le]* = 1,
F(0,0) = (Xy, X,)(0,0) = {e1,e2) =0,
G(0,v) = (X0, X0)(0,0) = [lne, (W)II* = flez]|* = 1.

Coordenadas polares

Sean V un entorno normal de py € S dado por un entorno U C Dy, (e1,e2) una base
ortonormal de T}, S, £ == {Xe1}r>0, ¢ : (0,400) x (0,27) — T}, S\ £ el difeomorfismo dado por

Vp =

@(r,0) := rcosfe; + rsinfesg,

exp,, U\ €) y Uy == ¢~ (U \ 1), entonces X : Uy — Vp dado por X (r,0) = exp,, (¢(r,0))

es una parametrizacion llamada sistema de coordenadas (geodésicas) polares centrado
en pg, aunque py ¢ Vp.

Como teorema, sea X : Uy — V| el sistema de coordenadas polares centrado en po,
entonces, para (r,6) € Up:

1.

E(r,0) =1.
Sea vy = (cosfe; + sinfey), de modo que X(r,0) = exp, (rvg) = 7u,(r). Entonces
Xo(r,0) =, (r) y E(r,0) = | X (r, )| = [y, (r)]| = [lvo||* = 1.

F(r,0) =0.

X0, 0) = 5 (exBy, (r00)) () = dlexpy, Doy (v0),
Xo(r,0) = 55D, () (0) = d(exD,, )y (1),

y por el lema de Gauss,

r

F(r,0) = (X,(r,0), Xo(r,0)) = <id(expp0)rv9 (1v9), d(€xXp,, ) rvg (rvé)> 1<7"09,TU{9> =0.

. G(r,0) >0

G(r,0) = [ Xo(r 02 = [rd(expy,)roy (U512 = 12]ld(expyy)roy (v))]2, que es positivo
porque r > 0, vy # 0y d(exp,, )ry, €s un isomorfismo al ser exp, un difeomorfismo en
Uu.

. h/l’nr_m G(?“, 9) =0.

Para un 6 fijo,

lim G(r, 0) = lim r*[|d(expy,, )rv, (v5)||* = 0 - [ld(expy,, )o (v)]|* = 0.

r—0



5. lim, o 2 (\/G(r))(r,0) = 1.

Sean X (u,v) == exp,, (ue1 + vep) la parametrizacion normal centrada en py a partir de
V y E,F,G los parametros de su primera forma fundamental, como X (r,0) = X (rg) =

X (rcosf,rsind), se tiene

X, (r,0) = Xy(rg) cos + X, (rg)sin®, Xg(r,0) = —X(re)rsind + X, (rg)r cos b,
pero || X, A Xol| = VEG—F? = VG y | Xy AX,|| = VEG ~F . y como
X, AXg=1cos?0X, AN Xy —rsin?0X, A Xy =7Xy A Xo,
queda VG(r,0) = | X, A Xo|| = 7| Xu A Xo|| = 7/ EG — F (r cos 0, 7 sin ). Entonces

PG =BG -Fn +rp (VEG-F o).

, 0 — =2
lim 67 ( EG-F (’f‘g)) =
o BEC)T) + Bl 2G(r) — 2T (7o) & (F(r0)

r—0 [
7 N EG —F (re)
pues lim, o \/ EG — FQ(T(;) =\ EG — FZ(O,O) = 1 y la parte superior del cociente es

continua y esté definida para r = 0. Asi,

tim 2v/G = lim VEG — F(rg) + h'n%r% (\/EG—F2(r9)) =14+0=0.
r— r—

r—0 87‘

Q

eR,

6. La curvatura de Gauss, K, satisface

2

VG(r,0)K(X(r,0)) + %( G(r,0)) = 0.

Como F =0,

-1 Ey G, ) ] Ep=0 1 < G, ) 1
K- + w0 1 (G) L g,
2VEG KWSG)Q (VE . 2VG \VG/, \/é( :
pues (VG), = %\Gﬁ, y multiplicando por v/G y despejando, vVGK + (vVG),» = 0.

7. Si K es constante,

r2, K =0;
G(r,0) = { +sin®*(VKr), K > 0;
— % sinh*(vV=Kr), K <O0.



Fijado 0, sea u(r) = /G(r,0), de modo que G(r,0) = u(r)?. Se tiene
w(r)K + i = 0,
lim u(r) = 0,
r—0

}1_% a(r) =1,

lo que podemos tratar como un problema de Cauchy con una e.d.o. homogénea. Asi:

a) Si K =0, queda @& = 0y u(r) = ar + b para ciertos a,b € R, con 0 = u(0) = by
1 =4/(0) = a. Por tanto u(r) =r y G(r,0) = r2.

b) Si K > 0, el polinomio asociado es p(\) = A2 + K y A = +v/Ki, luego una base
de soluciones es {cos(vKr),sin(v/Kr)} y existen a,b € R con u(r) = acos(vKr) +
bsin(\rr) pero 0 = u(0) = a y 1 = «/(0) = bWK, luego u(r) = ﬁsin(\/fr) y
G(r,0) = % sin®(VKr).

¢) Si K <0, el polinomio asociado es p(\) = \> — K y A = +v/K, luego una base de

soluciones es {eVE! e~VEt} y existen a,b € R con u(r) = aeVE! + be~VE! Ahora
bien, 0 = u(0) =a+by 1 =/(0) = VK (a —b), luego 2a = #, 2b = —# y, por

tanto, u(r) = 2}( eVEl _ ¢=VEl) = \/L? sinh(VKt), y G(r,0) = + sinh®(VEKt).

Teorema de Minding: Dos superficies regulares con igual curvatura de Gauss constante son
localmente isométricas.

Demostracion: Sean S; y Sy dos superficies regulares con curvatura de Gauss constante
K e R, p; € 51, p2 € So, Uy y Us entornos estrellados del 0 para los que existen difeomorfismos
exp,, Ui = Ury exp,, : Uz — Us, € > 0 con D(0p,,) CUy y D(0p,,¢) C Uz, V1 := D(p1,¢)
y Va == D(p2,¢), entonces exp,, : D(0p,,¢) = V1 y exp,, : D(0p,,¢) — V2 son difeomorfismos.

Sean ahora (e1, e2) una base ortonormal de T}, S1, (f1, f2) unade T, S2 y ¢ : T, S1 — T}, 52
una isometria lineal dada por @(e1) == f1 y @(ez) = fa, entonces @(D(0p,,€)) = D(0p,,€) ¥

o = exp, oBlp(0,, ) © XDyt : D(p1,2) = D(pa,e)

es un difeomorfismo, y queremos ver que también es una isometria.
Para ello, tomando coordenadas geodésicas polares X (r,0) en D(p1,e) con base (e1,es) y

X(r,0) en D(ps,¢) con base (f1, f2), sean E, F,Gy E, I, G los coeficientes de la primera forma
fundamental de X y X, E=E =1, F = F =0y, como G y G vienen dados por K, G = G.
Ademas,
©(X(r,0)) = p(exp,, (rcosfe; + rsinfes)) = exp,, (§(r cos ey + rsinfes)) =
= exp,, (rcosOfy +rsinffy) = X(r,0),
luego dwx (r.6) : Tx (r,0)51 = Tip(x(r,6))S2 cumple

Aox(r0)(Xe(r,0)) = - (P(X (1, 0) = Ko (r,0), dpxr (Xo(r,0) = Xo(r,6),

de modo que

<d§0X(X) deX( <XT;X >:E:E:<XraXr>

y, analogamente, <d<pX(XT),dg0X(X9)> = (X,, Xy) y (dox(Xp),dpx(Xp)) = (Xp, Xg). Como
(X, Xp) es una base de Tx.S1, ¢ es una isometria.



Capitulo 4

Distancia intrinseca en una
superficie

Dada una superficie regular S, un segmento de curva diferenciable en S es una funcion
a: [a,b] — S para la que existen £ > 0 y una curva diferenciable (no necesariamente regular)
B:(a—eb+e)— S demodo que B, = .

Un segmento de curva diferenciable a trozos en S es una funcion continua « : [a, b] —
S para la que existe una particion a = ¢y < ... < txy = b tal que, para i € {1,...,k},
a; = aly,_, ) es un segmento de curva diferenciable. Entonces, para i € {1,...,k — 1},
llamamos o’ (t;) = lm, - o(t) = aj(ty) y o, (t;) = lm, -+ o' (t) = o, (t;). Entonces a(t;)

es un vértice de a si o (t;) # o/, (t;).

4.1. Distancia

Si S es una superficie regular conexa, dados p,q € S, llamamos Q(p,q) al conjunto de
segmentos de curvas diferenciables a trozos « : [a,b] — S con a(a) = p y a(b) = ¢, que no es
vacio, y llamamos distancia intrinseca en S alad: S x S — R dada por

d(p,q) : L L(a),
siendo L(«) la longitud de «, que es una distancia. Ademas, ||p — q|| < d(p, q) para p,q € S.

Demostracion: Primero hay que ver que esta bien definida, es decir, que para p,q € S,
{L(a)}ae(p,q) tiene infimo.

Primero vemos que A := {q € S| Q(p,q) # 0} = S viendo que es abierto, cerrado y no
vacio. La curva constante en p esta en Q(p,p), luego p € A # (.

Para ver que A es abierto, sea g € A, existe € > 0 tal que D(q,¢) es un entorno normal de
g, de modo que si a € Q(p,q), para ¢’ € D(q,¢), sea v, el segmento de geodésica que une ¢
con ¢', entonces a A vy € Q(p,q’), ¢ € Ay, como ¢’ es arbitrario, D(q,e) C A.

Para ver que A es cerrado, vemos que At =g \ A es abierto. Sea ¢ € AC y € > 0 tal que
D(gq,€) es un entorno normal de g, entonces D(q,e) C AL, pues si hubiera ¢/ € D(g,¢) N A,
sea 5 € Q(p,q’) v 74 el segmento de geodésica que une g con ¢’, entonces 8 A7y € Q(p, ¢)#.
Como A es abierto, cerrado y no vacio en el conexo S, A = 5.



Con esto, como Q(p,q) # 0 y {L(a)}aca(p,q) esta acotado inferiormente por 0, el infimo
existe. Queda ver que d es una distancia. Sean p,q,r € S:

L. d(p,q) > 0.
2.d(p,q) =0 < p=gq.

.
=] Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, sean « : [a,b] — S en Q(p,q) y v = ﬁ,

entonces

lp —qll = (¢ —p,v) = (q, = (a(b) ,U) =

/ dt</| o)t = /||a )ldt = L(a),

y tomando el infimo, ||p — ¢|| < inf,co(p,q) L) = d(p,q) = 0, luego p = q.

<= ] Basta tomar la curva constante, de longitud 0.
3. d(p,q) = d(g,p)-
Q(g,p) = {@}aca(p,q), Pero L(@) = L(a).
4. d(p,q) < d(p,r) +d(r,q).
Para o € Q(p,7) y B € Qr,q), a A B € Q(p, q), luego

d(p,q) = Vegbfqu) L(v) < L(a A B) = L(a) + L(B).

Entonces d(p,q) — L(8) < L(«) y tomando el infimo d(p,q) — L(8) < d(p,r), luego
d(pa q) - d(pa 7’) < L(B) Yy tomando el infimo d(pa q) - d(pa T) < d(T’, Q)

4.2. Propiedades
Sean S una superficie regular conexa y p € Sy r > 0 con D(0,,7) C D,:

L. D(p,r) € Ba(p, 7).
Para ¢ € D(p,7) = exp,(D(0p,7)), existe v € D(0,,7), no necesariamente tnico, con
q = exp,(v). Sea entonces v : [0,1] — D(p,r) el segmento de geodésica radial de p a q,
como 7y € Q(p, ),

d(p.q) < / I @)lldt = |7 ©)] = o]l < r,

luego q € By(p, 7).

2. Existe 0 > 0 tal que, para r € (0,0), D(p,r) es un entorno normal de p.
Existe un entorno U estrellado respecto al 0 con exp, : U — (V = exp,(U)) difeomor-
fismo, luego existe § > 0 con D(0,0) C U y, para r < J, D(0,7) CU y exp, : D(0,7) —
D(0,7) es un difeomorfismo.



3. Si D(p,r) es normal, D(p,r) = Ba(p,r).

Queremos ver que By(p,r) € D(p,r). Supongamos que esto no ocurre, con lo que existe
q € Ba(p,r) \ D(p,r). Entonces, para « : [a,b] — S en Q(p,q) y * € (0,r), como
q ¢ D(p,r*), existe t* = inf{t € [a,b] | a(t) ¢ D(p,r*)}, pero t # a, por tanto t > a,
existe una sucesion creciente {t,}, C (a,t) que tiende a t y, por continuidad,

p* = a(t*) = lima(t,) € D(p, ),
n

de modo que p* € dD(p,r*) = S(p,r*). Entonces existe v* € S(0,7) con p* = exp,(v*)
y |[v*]] = r*. Con esto, L(a) > L(Olha,t*]) > L(yp+) = ||v*|| = r*, pero como « € Q(p, q)
es arbitrario, d(p,q) > r*, y como r* € (0,r) es arbitrario, d(p, q) > r#.

La topologia inducida en S por la usual en R? coincide con la inducida por la distancia intrinseca
en S. Demostraciéon: Sean Tg y Ty respectivamente estas topologias:

C] Para A € Ts y p € A, existe § > 0 con By ,(p,0) NS C A, pero para q € By(p,0) es
Ip — gl < d(p,q) <&y por tanto ¢ € By, (p,6) NS € A, luego Ba(p,d) € Ay, como p
es arbitrario, A € Ty.

D] Para A€ Tgyp € A, existe §, > 0 con By(p,d,) C A, y haciendo ¢ suficientemente
pequeno, D(p,d,) es normal e igual a By(p,d,), pero D(p,d,) es abierto en Tg ya que
exp, : D(0y,8,) — D(p,d)) es un difeomorfismo, de modo que A = J,c 4 D(p,dp) € Ts
por ser union de abiertos.



Capitulo 5

El teorema de Hopf-Rinow

Dada una superficie regular S, un entorno W C S de p € S es convexo si es normal en
todos sus puntos. Todo p € S tiene un entorno convexo.

Sea V un entorno normal de py € S, para cada p € V, el segmento de geodésica radial
vp 1 [0,1] = V es el tnico segmento de geodésica contenido en V' con +,(0) = po v (1) = p,
salvo reparametrizaciones. Demostracion: Sea « : [a,b] — V un segmento de geodésica que
une pg a p, por reparametrizacion afin podemos suponer que « : [0,1] — V. Sea w = &/(0),
la geodésica maximal 7, : I, = S debe cumplir [0,1] = Doma C I, luego 1 € I,,, w € D, y
a(t) = yw(t) = exp,, (tw) para t € [0,1]. Por otro lado, 7,(t) = exp,, (tv,), y queda probar que
w = vp. Se tiene exp,, (w) = V(1) = (1) = p = 7,(1) = exp,, (vp). Seald un entorno de 0, tal
que exp,,, : U — V es un difeomorfismo, basta ver que w € U, pues entonces, como v, € U, por
el difeomorfismo w = v,. Sean &(t) == (exp,, [u) " '(a(t)) e U y A= {t € [0,1] | a(t) = tw},
queremos ver que A = [0,1]. Como &(0) = (exp,, [) " '(p) =0 =0w,0€ A, y A= (t —»
a(t) — tw)~1({0}) es cerrado. Ahora bien, para ty € A, tow = a(tg) € U y, como U es abierto,
existe ¢ > 0 tal que para t € B(to,€) es tw € U y por tanto a(t) = exp,, (tw) = exp, (a(t)).
Como A es abierto, cerrado y no vacio, A = [0, 1].

Sea 7 : [0,b) — S un segmento de geodésica para el que existe lim;_,,— v(t) = p, existe
e > 0 para el que v se puede extender a una geodésica v : [0,b+¢) — S con y(b) = p.
Demostracion: Existen un entorno convexo W de p y a € [0,b) de modo que ~(t) € W para
todo ¢ € [a,b). Dado segmento de geodésica v, : [0,1] = W que une v(a) a p, para t € [a,b),
Yl{a, s una reparametrizacion de 'yp|[0’z%], con lo que 7[5 es reparametrizacion de vp|(,1)
y, como 7, se existe a un segmento de geodésica 7, : [0,1 +¢) — W para un € > 0, podemos
usar la reparametrizacion afin para extender v como v : [0,b + ;=) — S.

Para p,q € S, @ € Q(p, q) es minimizante o realiza la distancia entre p y ¢ si d(p,q) =
L(a). Si«: [a,b] — S realiza la distancia entre p y ¢, existe una particion a =tg < ... <t, =b
y un cubrimiento {W;}7_, de a([a, b]) por entornos convexos de forma que, para i € {1,...,n},
a; = aly,_, 4, es diferenciable e Ima; C W;.

Todo segmento de curva minimizante es una reparametrizacion de un segmento de geodésica,
y en particular no tiene vértices.

Demostracion: Sean « : [a,b] — S un segmento de curva minimizante y a = tg < ... <
tn = by {Wi}iLy un cubrimiento de a([a,b]) por entornos convexos con cada a; = ap,_, 1]
diferenciable con imagen en W;, como cada a; es minimizante entre a(t;—1) y a(t;), L(a;) =




d(a(ti—1),a(t;)), pero Ima; € W;, luego viendo W; como entorno normal de «(t;—1), «; es
una reparametrizacion de un segmento de geodésica radial de «a(t;—1) a «(t;) y « es una
concatenacion de geodésicas potenciales. Ademaés, por continuidad, si ¢ < n, existe € > 0 con
a([ti—1,t;+¢€]) € W y por tanto un segmento de geodésica radial v en W de a(t;—1) a a(t; +¢).
Como afy,_, t,+¢ €s minimizante, por unicidad es una reparametrizacion de v, de modo que «
es C*™ en t; y reparametriza una misma geodésica en todo punto.

Si S es conexa y geodésicamente completa en un py € S, entonces para todo p € S existe
un segmento de geodésica minimizante que une py a p.

TEM

Un espacio topologico (X, T) es de Hausdorff o T5 si Vp,q € X,p # ¢;3U € E(p),V €
E(q) : UNV =10. [...] Todo espacio metrizable es [...] T3 [...]- [...]

Todo [...] compacto |[...] de un espacio [...] Hausdorff |[...] es cerrado. |...|

Todo [...] compacto K de un espacio métrico (X,d) es acotado. Demostracion:
Dado a € X, para todo € K existe un n, € N con d(z,a) < n,, de modo que
{B(a;n)}$2; es un recubrimiento abierto de K del que podemos extraer un subrecu-
brimiento finito {B(a;n1),...,B(a;n.)}, pero entonces K C B(a;ni)U---U B(a;n,) =
B(a;méx{ni,...,n.}).

Un espacio métrico (X,d) cumple la propiedad de Heine-Borel si para A C S, A es
compacto si y sélo si es cerrado y acotado con la distancia d. Todo espacio métrico que cumple
esta propiedad es completo. Demostracion: Sean {p,}, C X una sucesion de Cauchy y
A = {pn}n su conjunto de puntos, para € > 0 existe N > 0 tal que Vn,m > N, d(pp, pm) < €.
Dadosp € X yn > N, d(p,pn) < d(p,pn)+d(pn,pn) < d(p,pn)+¢,y dado ro > d(p,pn) +¢,
d(p,pn) < ro para todo n > N. Tomando r := méx{rg,d(p,p1),...,d(p,pn-1)}, esd(p,pn) <T
para todon € N, luego A es acotado. Por tanto A es cerrado y acotado, con lo que A es compacto
por la propiedad de Heine-Borel y, como {p,}, C A, existe una subsucesién convergente de
(pn)n, pero al ser de Cauchy con una subsucesion convergente, es convergente.

Teorema de Hopf-Rinow: Dada una superficie regular conexa S, (5,d) es un espacio
métrico completo si y s6lo si S es geodésicamente completa, si y sblo si existe un py € S en el
que S es geodésicamente completa, si y solo si (S, d) cumple la propiedad de Heine-Borel, en
cuyo caso diremos que S es completa.

1 = 2] Supongamos que S no es geodésicamente completa, con lo que existen pg € S y
€ T, S tales que v := 7, no estd definida en todo ¢t € R. Podemos suponer que existe
b > 0 tal que =y estéa definida en [0,b) y no se puede extender més alla de b, pues si I, solo
estuviera acotado inferiormente, cambiamos v por —v. Sea {t,}, C [0,b) una sucesion
con lim, t, = b, como (t,), es de convergente es de Cauchy, luego para ¢ > 0 existe

ng > 0 tal que para n,m > ng es |t,, — t,| < £. Ahora bien,

tm
d(y(tn), ¥(tm)) < L7 (Vjt,,8,0)) = ‘/t 1V O lldt] = [tm = tallY O)] = [tm = talllv]],

luego si n, m > ng, entonces d(y(ty),7(tm)) < ||v|le. Por tanto (y(t,)), es de Cauchy en
(S,d) y, como (S,d) es completo, (y(t,))n es convergente, luego existe p € S con p =
lim,, y(¢,,). Como {¢,}, es arbitrario, si {s,}, C [0,b) es otra sucesion con lim, s, = b,
existe p’ € S con p’ = lim,, y(s,) € S, y como

0 < d(v(sn),7(tn)) < L3z (7) = [0llftn — sal,



cuando n — o0, |t, —s,| = 0y d(p’,p) = 0, con lo que p’ = py, como esto se cumple para
cualquier {s;, }n, lim;_,,— v(t) = p. Por tanto existe € > 0 tal que v se puede extender a
una geodésica v : [0,b+ ) — S#.

2 = 3] Obvio.

3 = 4] Como S es geodésicamente completa en py, exp,, estd definida en todo TS, y
queremos ver que, para A C .S, A es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

=] Si A es compacto, es cerrado por estar en un espacio Hausdorff y acotado por estar
en uno métrico.

<= ] Como A es acotado, existe M > 0 con A C By(po, M), y como S es conexa y geodé-
sicamente completa en pg, para p € A existe un segmento de geodésica minimizante
v :[0,a] = S que une py a p. Sea v :=~+'(0), entonces

M > d(po,p) = L§(7) = /0 17 (®)lldt = ally' ()] = allvll,

luego av € D(0, M) y p = v(a) = exp,, (av) € exp, (D(0,M)) C exp, (D(0, M)).

Pero exp,, (D(0,M)) es compacto en S por serlo D(0, M) en T, S y por ser exp,,

continua, luego A C exp, (D(0,M)) es un cerrado dentro de un compacto y por
tanto un compacto.

4 = 1] Visto para todo espacio métrico.

Asi, si una superficie regular conexa S es completa, dos puntos p, g € S se pueden unir con un
segmento de geodésica minimizante, no necesariamente anico. Todo espacio métrico compacto
es completo, pues sus subespacios cerrados y acotados, por ser cerrados, son compactos, cum-
pliendo la propiedad de Heine-Borel. En particular toda superficie regular, conexa y compacta
es completa.

Toda superficie regular conexa y cerrada en R? es completa. Demostracién: Sea S esta
superficie, dada una sucesion de Cauchy {p, }, C S, como ||p,—pm|| < d(ppn, pm) paran,m € N,
(pn)n también es una sucesion de Cauchy en (R3] - ||), pero este espacio es completo y por
tanto (p, ), converge en R? a un p € R3. Pero como S es cerrada y {p,}, C 9, el limite p € S,
luego la sucesion converge también en S.



Capitulo 6

Variaciones de la longitud

Dadas una superficie regular S y un ¢ > 0, una variacién de un segmento de curva
parametrizada « : [a,b] — S es una funcion diferenciable ¢ : [a,b] x (—¢,&) = S con ¢o(u) =
#(u,0) = au) para todo u € [a, b].

Para t € (—¢,¢), llamamos «; = (u — ¢(u,t)) : [a,b] = Sy curvas de la variacién a
{at}te(—c.e), con on = a. Para u € [a,b], llamamos 3, = (t = ¢(u,t)) : (—¢,€) = S y curvas
transversales de la variacion a {3, }uc[q,p)- La variacion es propia o tiene extremos fijos
si B, v B son constantes, es decir, ¢(a,t) = a(a) y ¢(8,t) = a(b) para todo t.

Llamamos campo variacional de ¢ a Z : [a,b] — R? dada por

99

Z(u) 1= B,(0) = 57 (1,0) € TS,

pues (5,(0) = a(u). Entonces ¢ es una variacién normal si (Z, o) = 0, de modo que si N es
una normal a S, Z(u) es paralelo a o/ (u) A N(a(u)) para u € [a, b].

6.1. Primera formula de variacion del arco

Dada una variacion ¢ : [a,b] X (—e,e) — S de la curva «, el funcional longitud de arco
de ¢ es L: (—¢,¢) = R dada por L(t) == L(oy).
Si « es regular, L(t) es diferenciable en un entorno de t =0y

’ 1 62¢ a¢
e oo (0

b o6 ¢ 0o 0%¢
. a;<u>( <8t 6u> <atau>) (u-t)du

Demostracion: Sea f : [a,b] X (—¢,¢) — R dada por

sty =l = |52 [ .0 = /(52,52 tw e

ou’ du



entonces, para los t en que L es derivable,

b b
0
m=%/fwmma/§@wm

de modo que L'(t) esta definida si y solo si lo esta 2L (u,t) para todo u € [a,b], si y solo si

ot
<%, %> (u,t) > 0 (pues las derivadas de ¢ son diferenciables), si y solo si a—i(u,t)” > 0.

Ahora bien, como « es regular, para u € [a,b], ’

50| = bl = o'l > 0, v
como [a,b] es compacto, ||&/||([a,b]) alcanza su méximo y su minimo y existe ¢ > 0 tal que
Vu € [a,b], f(u,0) = |[[&/(u)|]| > ¢ > § > 0. Asi, para u € [a,b] existe J, tal que V¢ €
(=0u,0u), f(u,t) > §. Sea ahora una 0 : [a,b] — [0,¢) tal que f(u,t) > § para todo u € [a, b]
y t € (=0u,0,) y tal que, para cada u € [a,b], 0, sea lo mayor posible. Si g := Inf,[4 4] 6y = 0,
entonces existe una sucesion (u, ), tal que lim, d,,, = 0, pero como la sucesion esta acotada
en [a, b], por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesion convergente (ty, )i, de
modo que limy, §,,, = 0. Existe un N tal que, para k > N, §,,, < ey por tanto f(un,,0u,, ) =
5, pues no puede ser menor ya que f es continua y f(un,,t) > § para t < (uy,) y, si fuera
positivo, existirfa un d;, > 0 tal que f(uy,,t) > § parat <d,, +4d,, contradiciendo que d,, sea
lo mayor posible. Entonces la sucesion ((uny, 0w, ) tiende a un cierto (u, 0) y, por continuidad

de f,
c
< = { =i — , . .
¢ < f(u,0)=f <h}£n(unk,6unk)> hlin f(uny, Ou,,) ]zn 5= #

Por tanto m > 0y f(u,t) > § para (u,t) € [a,b] X (—€0,€0). En este intervalo, L'(t) esta
definida, y para t € (—¢q,&0),

- [ 88f(u t)@—[i( <gi),gfj>(u,t)> du =

v 2( 28 %) b1 o 0o
:L‘W”“:/WMMK%MWJW”“’

pero

9 (/06 00\ _ [P 20\ (00 0%
Ou ot’ Ou -\ 0tou’ Ou ot’ ou? /)’
y despejando y sustituyendo se obtiene el resultado.

Primera férmula de variaciéon del arco: Si « : [a,b] — S es un segmento de curva
regular p.p.a. con a < by ¢ es una variacién de o con campo variacional Z,

U®)<ﬂwd@><ﬂ%d@»‘[<ZZf»

por lo que si ademés la variacién es propia o normal,

vo - [ {222,



1

Demostracion: Usando la féormula anterior y que |||

)

v [T d /0% 09 8¢ 9%
vo- [ (ds<at’as>‘<at’asz>) (s, 0)ds

[0 96 b b 10d 9%
- {<m7(%>(s70)La—/a <6t’852> (s,0)ds

b
— [(Z(s), &/ ()]} — / (Z,a") (5, 0)ds,

pero como, para s € [a,b], Z(s) € To5)S, (Z(s),a"(s)) = (Z(s), %—‘:/(s)).

Caracterizacion variaciones de las geodésicas: Si « : [a,b] — S es un segmento de
curva regular p.p.a., @ es un segmento de geodésica si y solo si L'(0) = 0 para toda variacion
propia de «, si y solo si L'(0) = 0 para toda variacion normal de a.

!/
1 = 2,3] Como %‘; = 0, por la primera féormula de variacién del arco para variaciones

propias o normales, para todas estas variaciones es L'(0) = 0.

2,3 = 1] Suponemos que « no es geodésica y encontramos una variacion normal y propia

con L'(0) # 0. Como « no es geodésica, existe sg € [a,b] con %—?S"(so) 7&/0, y podemos
suponer que so € (a,b) ya que en otro caso habrd un s € (a,b) con %—2‘(30) # 0 por
continuidad. Entonces existe un § > 0 tal que H %OS‘, > 0 para todo s € (sg — 6§, 89 + 9).

Sea Z : [a,b] — R? el campo tangente dado por Z(s) := —(s? — s(a + b) + ab) Dd‘;‘/ (s), si

existe una variacion ¢ : [a, b] x (—¢,¢) — S de « con campo variacional Z, ¢ serfa normal
porque, al ser (%‘;‘/ ,a’) = 0, entonces (Z,a') = 0. Ademas, f(s) == s? — s(a+b) + ab es

una parabola que vale 0 en s = a, b, cuyo pico estd en s = ”T'H’ vy que cumple que
a+b.  (a+b)? (a+b)? _ —(a+Db)?>+4ab  —(a—Db)? a#b
N =g~ tab= 4 == =0

de modo que f(s) < 0 para todo s € (a,b) y

! ’ Da, DO/ b Do/
L(O)Z—/a <—fds,ds>:/afH o
so+o DO/ Da’

[ o] <o

donde ¢ € (sg — 8,809 + &) viene dado por el teorema del punto medio. Queda ver que
tal variacion existe y que, ademdas de normal, es propia. Para s € [a,b], como Z(s) €
To(s)S, existe una geodésica vz(s) @ Izs) — S, y como 0 € Iy, existe 5 > 0 con
(—€s,€s) C Iz(s). Por la forma en que se obtiene yz(,) y por el teorema de dependencia
de una solucién de una e.d.o. respecto a un parametrd'| s — &, es continua, de modo
que por compacidad de [a,b] existe € = minggpes > 0, (—¢,6) C Iz para todo
s € [a,b] y podemos definir ¢ : [a,b] x (—¢,&) = S como @(s,t) = 775 (t). Entonces ¢
es diferenciable por el mismo teorema de dependencia y su campo variacional es

20 (5,0 = & 2 ()(0) = 70 (0) = Z(s).

INo recuerdo haber visto este teorema.



Finalmente, como f(a) = f(b) = 0, para todo t, ¢(a,t) = vz(4)(t) = V0(t) = expy () (0) =
a(a), y analogamente ¢(b,t) = a(b).
6.2. Segunda férmula de variacién del arco

Esta afirma que, si S es una superficie regular, v : [a,b] — S es un segmento de geodésica
p-p-a. y ¢ es una variaciéon normal y propia de v con campo variacional Z, entonces

0) = <H

donde

Ky <s>>||Z<s>||2) ts =~ [(B20+ k6626269 ds

D*Z D (Dz
i =5\ )@
y K es la curvatura de Gauss de S.
Dado un segmento de geodésica « : [a,b] — S con K o+ < 0, toda variaciéon de v normal
y propia con campo variacional no paralelo de cumple L”(0) > 0, por lo que en una superficie

llana todo segmento de geodésica de S es un minimo del funcional longitud de arco.
Demostracion: Sea ¢ el campo variacional, por la segunda férmula de variacion,

o (H K <s>>Z<s>||2> " [

pero si L”(0) = 0, entonces H%HQ =0, 22 =
caso L"(0) > 0.

Dz

>
o (s)|| ds >0,

0 y Z es paralelo a lo largo de ~, luego en este



Capitulo 7

Integracion en superficies

Una region de una superficie regular S es un R C S abierto, conexo y relativamente
compacto, es decir, con clausura compacta. Si existe una parametrizacion (U, X) de S con
RCX(U)y f:R— R es continua, la integral de f sobre R es

Jo 5= e o /R

Esta no depende de la parametrizacion. Demostracién: Sean (U, X) y (U, X) parametrizacio-
nes de S con R C X (U)NX(U), h = X 'oXla reparametrizacion y h(u,v) =: (a(u,v),v(u,v)),
de modo que X = X o h, entonces

ox _oXou oXom oX _oXon oo

ou  Ouodu Ov ou’ v dudv v o

con las derivadas de X evaluadas en h(u,v) y el resto en (u,v), luego

aianix aXau/\aXc%_i_aXﬁ/\@X@u @@_@@ @/\g
ou ov ouodu Ovov Ovdu Oudv Oudv Ovou ou Ov

pero %Z%Z - %Zg% = det(Jh), luego

R o B T e
X-1(R) v

_// foX) HaX X
h(x—l(R)):Y*l(m o

El area de una regién R contenida en la imagen de una parametrizaciéon de S es

A(R) = /R ds.

Si R no esta contenida en la imagen de una parametrizacion, es posible extender las defini-
ciones de area y de integral de una funcién con soporte compacto sobre R usando particiones
diferenciables de la unidad.




Dada una funcion ¢ : S; — Ss entre superficies regulares, definimos det(d¢) : S; — R como
det(do)(p) = det(J¢,). El soporte de una funciéon f: D — Res sopf :={x € D | f(z) # 0}.

Teorema del cambio de variable: Si ¢ : S; — S es un difeomorfismo entre superficies
regulares conexas y orientadas y f : Sy — R es continua con soporte compacto, entonces

£dS, :/S (f o ¢)| det(dg)|dS, = i/ (f 0 @) det(dp)dS; .

S1

Sa

Demostraciéon cuando una sola parametrizacién cubre toda la superficie: Sea (U, X) una
parametrizacion de S; y (U, X = ¢ o X) una parametrizacion de Sy, entonces

0X 0X 0xX 0X
% = d¢X(u,v) (au> ) 8/[} ¢X(u v) (a ) )
luego
0X 0X 0X 0X 3X
6U N —— ’ “J¢X(uv) o /\J¢X(u U) H |J X (u, U)H 81} y

de modo que

’ GSZ ﬁ X H
So Sg)

:// N o X)| det(déx) |HA(%
X X
—[[, . rovomlaentasx)l |G n G| = [ (rodlaettanas.
—1(S1) S1

Para la ultima igualdad, como ¢ es un difeomorfismo, det(dgbx(w,)) no se anula y no cambia
de signo.

Como teorema, si S es una superficie regular orientada por N : S — S2, p € S cumple
K(p) # 0y R es una region de S con p € R tal que N : R — N(R) es un difeomorfismo,
entonces el drea de N(R) C S? es

A(N(R)) = /R IK|dS,

. A(N(B(p,¢)))
K= 10 = 4B p.0)

Demostracion: Por el teorema del cambio de variable para f(p) = 1, como det(dN,) =
—det(dA,) = —K(p),

AN(R)) = /N(R /|det dN,)|dS = /\K|dS

Ahora bien, por continuidad, K # 0 en un entorno V' de p, luego det(dN,) # 0 para ¢ € V,
N|y es un difeomorfismo y existe un g¢ tal que, para e € (0,9], B(p,e) C V y por tanto

AN(B(p,e))) = /B o IKlaS = K ) /B S = KoIAB(p.9)

donde p. € B(p,¢) se obtiene del teorema del punto medio. Despejando |K(p.)| y tomando
limites cuando € — 0 se obtiene el resultado.



Capitulo 8

Variaciones del area

Una superficie regular S es minimal si su curvatura media H = 0. Entonces, para p € S,
K(p) <0, con igualdad si y sélo si p es totalmente geodésico, es decir, 4, = 0. En efecto,

por el video de 3BluelBrown['} las curvaturas principales de S en p son {1, 2} = {H(p) £
VH(p)?2—K(p)} = {£/—K(p)}, pero A, es autoadjunto y por tanto diagonalizable en R,
luego /—K(p) e Ry K(p) <0,y K(p) =0 <= M1 =X =0 < A4,=0.

Toda superficie compacta tiene un punto esférico, por lo que no existen superficies minimales
compactas.

Sea S C R? una superficie regular y (U, X) una parametrizacion de S, una variacién de X
es una funcién diferenciable ® : U x (—¢,¢) — R3 tal que, llamando ®,(q) := ®(q,t), ®g = X
y, para t € (—¢,¢), (U, ;) es una parametrizacion. Para ((u,v),t) € U X (—¢,¢),

0P, 0P,
(au A a) (u,v) #0,

pues (deJt)(uﬁv) es un isomorfismo lineal.
El campo variacional de X es £ : U — R dada por

0
E(u,v) := g(u,v,O).

Dada una parametrizacion (U, X) y ¢ : U — R diferenciable, la variacién normal de X
determinada por ¢ es una variacion ® : U x (—¢,¢) — R3 dada por

D (u,v,t) = X(u,v) + tp(u, v) N(X (u,v)),

donde ox . ox
N(X(uv U)) = H(uav)
5% A Sl

y € > 0 es lo suficientemente pequeno para que cada ®; sea una parametrizaciéon. Si ¢ tiene
soporte compacto, dicho € existe.

LA quick trick for computing eigenvalues (https://www.youtube.com/watch?v=e50Bj7jn9IQ). También pue-
des usar la forma tradicional si quieres, pero perderias la oportunidad de usar el minuto 4:48.


https://www.youtube.com/watch?v=e50Bj7jn9IQ

Sean R una region de S, (U, X) una parametrizacion de S con R C X (U), ® : U x (—¢,¢) —
R3 una variacion de X y A(t) = A(R;) :== A(®;(X1(R))), entonces A es diferenciable en un
entorno de ¢ = 0 con

Al(t) =

H 0% <9<I>t u,v) du dv.

Primera formula de variacion del area: En estas condiciones, si ¢ es la variacién normal
de X dada por cierta ¢ : U — R, entonces

A(0) = —Q/R(gpoX’l)HdS.

Como teorema, una superficie regular S es minimal si y so6lo si para toda parametrizacion
(U, X) de S, region R de S con R C X (U) y variacion normal de X es A’(0) = 0.

= | H =0y, por la primera formula de variacion del area, A’(0) = 0.

<= Demostramos el contrarreciproco. Si S no es minimal, sea pg € S con H(pg) # 0, si
H(py) > 0, existe un V € E(pp) con H(V) > 0y, dada una parametrizacion (U, X) con
X(U) C V, existe una bola cerrada R C X (U) cuyo interior R es una regién, de modo
que llamando ¢ := Ho X : R = R, como oo X ! = H,

A(0) = —2/RH2ds < 0.

Para H(py) < 0 es analogo.



Capitulo 9

Teorema de Gauss-Bonnet

9.1. Teorema de Liouville

Sean f,g : I — R diferenciables con f2 +¢> = 1,ty € [ y 6y € R con f(ty) = cosby y
g(to) = sinfp, entonces existe una tnica funcion diferenciable 6 : I — R con 0(ty) = 6y y, para
todo t € I, f(t) = cosf(t) y g(t) = sinf(t). Demostracion: Sea

0(t) == 0 + / (F)g' (u) — ' (u)g(w))du,

to

0 es derivable una vez por el teorema fundamental del calculo y su derivada es C*°, por lo que
6 es diferenciable. Sea h : I — R dada por h(t) = (f(t) —cos8(t))?+ (g(t) —sin §(t))?, entonces
h(to) =0 y

%h' =(f —cosO)(f' + 6 sinh) + (g —sin ) (g’ — & cos0)
=(f —cosO)(f' + (fg' = f'g)sin0) + (g —sin0)(¢' — (fg' — f'g) cos0)
_F'+ F(fg — f'g)sind — fcosO— (fg' — f'g)sinBcos b+
+99 —g'sind —g(fg' — f'g)cosb+ (fg' = f'g)sinf cos,

pero derivando f2 4+ g2 = 1 queda 2ff' + 299’ =0, ff 4+ g¢’ = 0, luego

Sh(0) = (7(Fg' ~ f'a) —g)sin0 + (~f' — g(fg’ — 'g)) cost

=('(f*=1) = ffg)sin0+ (f'(=1+g¢°) — fgg') cos b
=(g°g = ff'g)sin0+ (f>f — fgg') cos®
=g(g9 — ff)sin0+ f(ff' —gg')cosf = 0.

Para la unicidad, sea 6 otra funcion que cumple las condiciones, 6 se diferencia de 6 en cada
punto en un miultiplo de 27, pero como ¢ — 6 es continua con dominio conexo, su rango debe
ser conexo y estar en la componente conexa de {2k7m}rez en la que esta (6 — 6)(tg) = 0, que es

{0}, luego 6 = 0.



Sean S una superficie regular orientada por N y a : I — S una curva regular, ey, e,V €
X(c) unitarios con ex(t) = Jey(t) = N(a(t)) A ei(t) para todo t € I, entonces (eq(t), ea(t))
es una base ortonormal de T, ;S y existe 6(t) diferenciable tal que V' = cosfle; + sinfes, y
decimos que 6 es el angulo de rotacién de V respecto a ey.

La curvatura geodésica de o (no necesariamente p.p.a.) es

o o), Jo ()
)= TP

Teorema de Liouville: Sean (U, X) una parametrizacion ortogonal de S con primera
forma fundamental E, F,G, o : I — X (U) una curva regular p.p.a. con curvatura geodésica
kg, @ = (u,v) ==X toa:I—U,e : I — R?dado por

(5) 1= — X, (d(5))
e1(s) i= ————=Xu(a(s)),
E(a(s))
6 : I — R el angulo de rotaciéon de o’ respecto a e, o, (u) == B, (v) == X(u,v), (kg)1(u,v) la
curvatura geodésica de o, en u y (kg)2(u,v) la de 8, en v, entonces

kg =0+ (— Ey(@) + V' Gyu(@)) = 0" + (kg)1(@) cos O + (r4)2(a) sin 6.

1
2VEG
Demostracion: En efecto, e; es tangente y unitario, ya que

Xu .
e1(s) = = (als)).
[[ Xl

Entonces e3(s) :== Jeq(s) es también tangente y unitario y ortogonal a %—)5, luego

ex(s) = = (A(s)) = —=—===Xu(a(s)).
? ([ X G(a(s))
Con esto,
De 1d
(B2 a) = teher) = g o lenen) =0
De , d De
(Ftiea) = (ehead = G leren) — (enehd = ~(enehd == (1),
D62 _ 1 d
<ds’62> = 5@@2762) 0,
luego si w = (€], e2) = —(e1, €5)
D€1 . D61 D€2 . % _
K(S) = < I ,€1> e + < I ,62> e2 = w(s)ea(s), I (s) = —w(s)ei(s).

Por tanto, como o/ = cos fle; + sin fe,,

Do
ds

= —0'sinfe; + cos Bwey + O cos fes — sin fwey = (0" + w)(cos feg — sin fe; )

= (0" + w)Jd/(s).



Por otro lado, —5(5) = Ky(s)Ja/(s), luego Ky(s) = ' (s) + w(s). Derivando la formula de ey,

=4 L &)+ (0 Xoa(@) + 0 X (@
= g (75 ) Xul) 4 (WX @) 4 0 X)),

Entonces, como X, (&) =1, X, + T3, X, +eN y Xyp = X, + T2, X, + fN,

1

w=(el,e2) = s (W' (T} Xy + T2, X, + eN) + 0/ (T1%,X,, + T2, X, + fN), X,)

1
= (u'T3,G +vTHLG),

VEG
pero como
E. E, E, E, Gy Gu
F2:_FT+EF“_E7:fE7:7& 2:—F2+E7:ET:%
H EG — F? EG 2G7 12 EG — F? EG  2G’
queda
]‘ li /
= 2@(—'& E’U +v Gu),

la primera expresion. Por otro lado,

a(u) =Xy, Jaj(u) =NAX, = [|X,]

v

Xv; QZ(U) = qua
||X I~ Ve

Bu(v) = X, IB,(v) = NAXy =~ Xyl ”X i —\/;Xm Bu(v) = Xow,

y como
G(v_&)_F% _G@ G

Fl g 2 e 2 = ——
2 EG — F? EG 2F’
queda
<a//(u)’ Jo! (u)> <F%1Xu + F%IXU +eN, \/%Xﬁ ET2.G B,
(g (u,0) = i Zauttl] _ JEDWG _ B
e, (u) |2 [ X1 GEVE  2EVG
1 2 G
(Kg)2(u,v) = (Bu®), 76 (v) _ (T2 X0 T Xo +gN’_\/;X“> __|GTRE G .
I (EACHE 1 X, 1% EGVG 2GVE

Con esto, B, = —2E\/§(I€g)1 y G, = 2G\/E(/£g)2, luego

(u’ZE\/a(ng)l + U'QG\/E(mg)g) =0 +u'VE(r,)1 + VGV (Ky)a,

kg =0+ 1
I 2WWEG
y queda ver que v/v'E = cosf y v'v/G = sin 6, pero
=(Xoa) =uX,+X,

= cosfey + sinfey = cos——=X,, +sinf—=X,,,

\/E @

y usando que (X,, X,) es base despejamos y se obtiene el resultado.



9.2. Teorema de rotaciéon de las tangentes

Sea S una superficie regular, un poligono curvado es la imagen I' de un segmento de
curva « : [0,f] — S regular a trozos p.p.a. (en cada trozo) cerrado (a(0) = a(f)) y simple
(Vs,s" € 10,4],(a(s) = a(s') = s=5"V{s,s} ={0,£})). SiT esla frontera de una region
R de S simplemente conexa, a est4 positivamente orientada si, para s € [0, ] que no sea
un veértice, Ja/(s) apunta al interior de R (36 > 0: V¢t € (0,0), a(s) + tJa’'(s) € R).

Sea 0 = sp < ... < s, = £ una particion en la que los a(s;) con ¢ € {1,...,k — 1} son los
vértices de «, la velocidad que llega a un vértice a(s;) es o (s;), que en a(f) es o (¢) :=
lim,_,,- &'(s), y la velocidad que sale es o, (s;), que en a(0) es o/ (0) = lim,_,o+ &/(s). El
angulo exterior en un «(s;) es el tnico 6 € (—m, 7] tal que

oy (s;) = cosfa’_(s;) = sinfJo’_(s;),

que en a(0) = a(f) es el que cumple o, (0) = cosfa’_(£) +sinfJa’ (¢).

Teorema de rotaciéon de las tangentes: Sean (U, X) una parametrizacion ortogonal de
una superficie S, « : [0,¢] — X (U) una parametrizacion positivamente orientada de la frontera
I' de una region R de S, 0 = sg < ... < s = £ una particion en la que los a(s;) son los vértices
de a, g; el 4ngulo exterior de a(s;)y 0 el éngulo de rotacion de la velocidad de o; == «

[si—1,8:]
respecto a e (s) == “(a(s)))/+/E(s), entonces
k k
Z SZ 1))-}-267;:2’”.
i=1 i=1
9.3. Teorema de Gauss-Bonnet
Teorema de Green: Sea & = (u,v) : [0,/] — R? una parametrizacion positivamente

orientada de la frontera de un Q C R? acotado y P, @ : Q — R diferenciables,

/I (aQaDd“d”—/m(P( Ju'+ Q@ ds—Z/ &)’ +Q(a)')ds,

donde 0 = 59 < ... < s = £ es una particion de [0, £] tal que los a(s;) son los vértices de a.

Version local del teorema de Gauss-Bonnet: Sean (U, X) una parametrizacion or-
togonal positiva de S, « : [0,4] — X (U) una parametrizacion positivamente orientada de la
frontera de una region R de S, 0 = sg < ... < sx = £ una particion en la que los «(s;) son los
vértices de a y €; el angulo exterior de a(s;), entonces

/KdS+/ ﬁgds+Z€Z—27r
OR

i=1
TS
Si T es un complejo simplicial n-dimensional con iy, k-simplices para cada k € {0,...,n},
el nimero o caracteristica de Euler de T es x(T) == ig — i1 + -+ + (—=1)"iy. [...] El

namero de Euler [o caracteristica de Euler-Poincaré| de un espacio triangulable X,



X(X), es el de cualquier complejo simplicial cuyo poliedro es homeomorfo a X, y es un
invariante topologico. [...|
El género de una superficie compacta M, o el nimero de agujeros, es

L2 — (M), M orientable;
g1y = { 22~ XD .
2 — x(M), M no orientable.

Tenemos ¢(S?) =0, [...] si T1,..., T}, son toros, g(T1t...4T,) = n [...].

Version global del teorema de Gauss-Bonnet: Sean (U, X) una parametrizacion or-
togonal positiva de una superficie orientada S, R C X (U) una region de S cuya frontera es
la unién disjunta de los poligonos curvados I'y,..., T, o; : [0,4;] — S una parametriza-
cién positivamente orientada de a; v €;1,. .., €, los angulos exteriores de los vértices de a;
(incluyendo «;(0)), entonces

n n ki
/KdS+Z/ Koids + 3 Y e =2mX(R),
R i=1 /T4

i=1 j=1

siendo X(R) el niamero de Euler de R.
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