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Capitulo 1

Grafos

Un grafo dirigido es un par (V, A) formado por un conjunto de vértices o nodos V' y
un subconjunto A C V x V de arcos. Un grafo no dirigido es un par (V, E) definido de
forma similar, pero E C {S € P(V) | |S| € {1,2}} es un conjunto de aristas o ejes, que
representamos como pares de elementos no ordenados. Podemos equiparar un grafo no dirigido
(V,E) a uno dirigido (V,{(i,j) € V. x V | {i,j} € E}).

Dado un grafo G = (V, E), ordenado o no, llamamos orden de G a |V| y tamano de G a
|E|. Un bucle es un par en E de la forma (i,7). Un multigrafo es un grafo en que el segundo
elemento no es un conjunto sino un multiconjunto, en que puede aparecer el mismo elemento
repetido un nimero finito de veces. Un grafo es simple si no tiene bucles, y es finito si tiene
un namero finito de nodos y aristas. Consideramos grafos no dirigidos finitos y simples.

Dados un grafo G = (V,E) y e = (i,j) € E, i y j son vértices extremos de e, e es
incidente a i y j e i es adyacente a j.

1.1. Grafos y subgrafos

Un grafo G = (V, E) es completo si Vi,j € V,(i # j = (i,j) € E), y es bipartito
si existe una particion {Vi,V2} de V tal que Ve € E,Ja € V1,b € V5 : e = (a,b). Llamamos
K, al grafo completo de orden n, que tiene tamano (g), y K, al mayor grafo bipartito con
particion {V7, V2} del conjunto de nodos tal que |V1| =n y |Va| = m, que tiene tamafio nm.

El grafo complementario a G es

GP = (V,E%):= (V{S e P(V)|[S|=2,5 ¢ E}).

Un grafo G’ := (V' E’) es un subgrafode G .= (V,E)si V' CVy E' CE. Siademas V' =V,
G’ es un subgrafo generador de G.

Llamamos subgrafo de G inducido por V' CV a Gy :== (V' Ey/), donde Ey/ = {S €
E | S CV'},y V es independiente si Ey: = (. Dado un grafo G = (V,E), si V! C V,
llamamos G — V' al subgrafo de G inducido por V\ V' y si E/ C E, llamamos G — E' a
(V,E\E').SiveV,G—v=G—-{v},ysiec B, G—e:=G—{e}.

Un cliqué de G es un subgrafo completo de GG, y es maximal si no esta contenido en otro
cliqué de G.



Dos grafos G == (V,E) y G’ := (V’, E’) son isomorfos si existe una biyeccion o : V. — V'
tal que Yu,v € V, ((u,v) € E (p(u),(v)) € E'), en cuyo caso ¢ es un isomorfismo de
grafos.

1.2. Grado de un nodo

Dado un grafo G := (V, E), el entorno de v € V', N(v), es el conjunto de nodos adyacentes
a v. Llamamos grado de v, o(v), al namero de ejes incidentes a v, mas el ntumero de bucles en
v en grafos o multigrafos no simples para que los bucles «sumen 2 al grado». Asi, en un grafo
simple, o(v) = |N(v)|.

Un nodo v es aislado si o(v) =0, y es hoja si o(v) = 1, en cuyo caso el Gnico eje incidente
a v es un eje colgante. Llamamos d¢ = min,cy 0o(v) y Ag = mix,cy o(v). G es regular si
todos sus vértices tienen el mismo grado, y k-regular si este grado es k.

La secuencia de grados de G es la secuencia formada por los grados de los vértices de G
puestos en orden decreciente. Como teorema, la suma de los grados de los vértices es el doble
del tamano del grafo, pues

Y ow) =Y {SeE|ves =3 |5 =2E|

veV veV SeEE

Si el grafo no es simple, es facil ver que esto también se cumple. Asi, todo grafo tiene un nimero
par de nodos de grado impar, pues la suma de los grados es par.

1.3. Secuencias graficas

Dada una secuencia de naturales S, una subrealizacién de S es un grafo ({1,...,n}, E)
tal que o(i) < d; para i € {1,...,n}, y el indice critico de la subrealizaciéon es el mayor
h € {1,...,n+ 1} tal que Vi < h,o(i) = d;. Una secuencia grafica es una secuencia de
enteros que es la secuencia de grados de algin grafo.

Teorema de Erd8s y Gallai (1961): Una secuencia S := (di,...,d,) mondtona decre-
ciente de naturales es una secuencia grafica si y solosi ) ., d; es par y para k € {1,...,n—1},

n

k
> di <k(k—1)+ Y min{k,d;}.
=1

i=k+1
En tal caso, el algoritmo [1| permite obtener un grafo con secuencia gréfica S.

=] Sea G = ({1,...,n}, E) un grafo tal que o(i) = d; para todo i. Sabemos que la suma
de los grados de los nodos es par. Por otro lado, la suma de los grados de los vértices
{1,...,k} es el doble del namero de ejes en el subgrafo generado por {1,...,k} mas el
namero de vértices que conectan {1,...,k} con {k+1,...,n}, pero a lo sumo hay (g)
ejes en el subgrafo generado y el ntimero de ejes de {1,...,k} que conectan con un i > h
no puede ser mayor a k ni a d;, luego Zle o(i) < 2(5) + Doy min{k, d;}.

<= Queremos ver que el algoritmo funciona en estas condiciones. La idea es que, en cada
iteracion del bucle interno, o(h) aumenta al menos en 1, y que este tiene como invariante



Entrada: Secuencia grafica S = (dy,...,d, )
Salida: Grafo G = ({1,...,n}, E) con o(i) =
E + 0;
para h < 1 a n hacer
mientras o(h) < dj, hacer
si existe i > h con o(i) < d; y (h,i) ¢ E entonces
| Aiadir (h,i) a E
sind, si eziste i < h con (h,i) ¢ E entonces
Encontrar u € N (i) \ N(h);
Anadir (i,h), (h,u) a E'y quitar (i, u);
si dj, < o(h) entonces

Encontrar k > h con o(k) < dg;
L Quitar (h, k) de E;

sind, si eziste k > h con o(k) < h,d), entonces

Encontrar ¢ < h con i ¢ N(k) y u € N(i) \ N(h);

Anadir (h,u), (i,k) a E'y quitar (u,1);

siné
Encontrar 7, j < h distintos no adyacentes;
Encontrar u € N(i) \ N(h) y w € N(j) \ N(h) mayores que h;
Anadir (¢,7), (h,u) a E'y quitar (i,u), (7, w);

para cada i.

Algoritmo 1: Obtencion de un grafo con una secuencia de grados determinada.

que para i < heso(i) =d; y que {h+1,...,n} es un conjunto de nodos independiente,
con lo que el algoritmo va aumentando o(h) hasta que llega a dj,, sin pasarse, y entonces

pasa al siguiente h. Veamos los casos:

1. Siexiste i > h con o(i) < d; y (h,i) ¢ E, basta anadir (h,3).

2. Si existe 4 < h con (h,i) ¢ E, como o(i) = d; > dp, > o(h), existe u € N(i) \ N(h)

(u # h,i), y anadir (i,h) y (h u) y quitar (¢,u) conserva los invariantes salvo que,
al anadir 2 a o(h), podria ser o(h) = dj, + 1. En tal caso, como Y ., d; y > i o(%)
son pares, » ., (d; — o(i)) es par, y como dj, — o(h) = —1, existe un k # h con
o(k) # di, y serd o(k) < dp y k> h. Si (h,k) ¢ E estariamos en el caso (no lo
hemos quitado después), luego (h, k) € E y basta quitar (h, k).

. Siexiste k > h con o(k) < h,dy, por ser o(k) < hexistei € {1,...,h} con (i,k) ¢ E.
Si fuera h = i, como o(k) < dg, estariamos en el caso , luego i < h. Como
o(i) = d; > dp, > o(h), existe u € N(i)\N(h), u # h (u # i, k), y basta anadir (h, u)
e (i,k) y quitar (u,1).

. En otro caso, al no darse , para k > h, como o(k) < h por ser {h+1,...,n}
independiente y o(k) < dj por ser G una subrealizacion de S, o(k) = min{h,dx}, y
al no darse se tiene 1,...,h — 1 € N(h). Afirmo que existen 4,j < h distintos
y adyacentes. En efecto, si no existieran, el subgrafo generado por {1,...,h} seria
completo, luego los ejes adyacentes a los ¢ € {1,...,h} serian los de K; mas lo que



conectan con los j € {h+1,...,n}y

n n

h
Zo(i) =h(h=1)+ Y o(i)=h(h—1)+ Y min{hd;} > Zdi7

i=1 i=h+1 i=h+1

de modo que dj, = o(h) y no se estaria ejecutando el interior del bucle. Entonces,
como o(i) = d; > dp, > o(h), existe uw € N(i) \ N(h), u # h, y analogamente existe
w € N(j)\ N(h), w # h, y necesariamente u,w > h al no conectar con h. Entonces,
independientemente de si u = w o no, anadir (¢,5) y (h,u) y eliminar (i,u) y (j,w)
mantiene los invariantes.

Teorema de Havel (1955) y Hakimi (1962): Una secuencia S = (dy,...,d,) decreciente de
naturales con n > 2 y dy > 1 es una secuencia grafica si y solo si lo es el resultado de ordenar
de forma decreciente la secuencia

Sl = (dg — 1,d3 — 1,...,dd1+1 — l,ddl_,_g,...,dn).

<= Si G es un grafo con secuencia de grados S’, afiadiendo a G un nodo y conectandolo a d;
vértices con grados da — 1,...,dq,+1 — 1, se obtiene un grafo con secuencia de grados S.

=] Sea G = ({1,...,n}, E) un grafo con o(i) = d; para cada i y tal que } ;cn()di es
méaximo entre los nodos que cumplen la propiedad. Entonces 1 es adyacente a nodos
de grados da,...,dq4,+1. En efecto, si esto no fuera cierto, existirian 7,5 > 1 tales que
1€ NG\ N() y d; > dj, pero como o(i) > o(j), existe un k € N(@) \ N(j), k # j, ¥
(V,(EU{(1,4), (k, )} \{(1,7), (k,4)}) es un grafo que cumple la propiedad y tiene mayor
ZieN(l) d;#. Por tanto la secuencia de grados de G — 1 es la que resulta de ordenar S’.

Entrada: Secuencia S = (dy,...,d,) decreciente de naturales.
Salida: Si S' es 0 no una secuencia grafica.
si n = 0 entonces devolver s7;
mientras Y ., d; es par y d; € [1,n — 1] hacer

S+ (d2 — 1,...,dd1+1 — 1,dd1+2,...,dn);

Ordenar S;

n<n—1;
devolver d; = 0;

Algoritmo 2: Algoritmo de Havel-Hakimi.

El algoritmo de Havel-Hakimi (algoritmo [2)) permite determinar si una secuencia de-
creciente de naturales es grafica.

1.4. Caminos y ciclos
Dado un grafo G = (V, E), una secuencia de la forma

Vp€1V1€2 - - " Vgp—1€Ck Vg



con cada v; € V 'y e¢; = (v;_1,v;) es un paseo de vy a vg, y normalmente lo representaremos
como vyv1 - -+ Uk O COmMoO e1es - - - e. Entonces k es la longitud del paseo. Un paseo es simple
si todos sus ejes son distintos y cerrado si vg = vi. Un circuito es un paseo cerrado, un
camino o cadena es un paseo en que

Vi,j €{0,....k}, (@ # A {3, 5} #{0,k} = v; #v),

y un ciclo es un camino cerrado de longitud al menos 3.
Propiedades:

1. Todo paseo no trivial (de longitud no nula) entre dos vértices contiene un camino no
trivial entre ellos. Por tanto todo paseo entre dos vértices contiene un camino entre ellos.

Sea vpe1vy - - - exvy un paseo no trivial. Sea p € {1,...,k} minimo con v, = vk, nOS
quedamos con vgejvs - - - €,v,. Entonces, si existen 4,5 € {0,...,p — 1} coni < jy
v; = vj, eliminamos e;1v;41 - - - €;v; ¥ repetimos hasta que esto no suceda. El resultado
es claramente un camino, y es no trivial porque contiene al menos a e,.

2. Todo paseo cerrado de longitud impar contiene un ciclo con el mismo inicio y fin que el
paseo.

Al tener longitud impar es no trivial, y como no tiene longitud 1 por ser cerrado, su
longitud es al menos 3. Sea vovy - - - vk—_1vp su lista de vértices, si fuera {vg,...,vp_1} =
{vo, v1} el ciclo serfa de la forma wvgvy - - - v1vp y su longitud serfa par, luego existe i > 2
con v; # vy, v1, que podemos tomar minimo. Entonces los paseos vy -+ v; ¥ v; -+ Uk _10g
contienen caminos no triviales respectivos P y @ entre los mismos nodos, de modo que
(vo, v1)PQ es un ciclo.

1.5. Representaciones matriciales

Dado un grafo no dirigido G := ({1, ...,n}, F), la matriz de adyacencia de G es la matriz
(xE(i,7))ij € Mn(Z).

Como teorema, para todo natural k, (Ak)ij es el nimero de paseos de longitud k entre
los vértices i y j. Demostracion: Para k = 0, y para k = 1, esto es obvio. Sea k > 1y
supongamos esto probado para k — 1. Entonces (4%);; = (AA*=1);; =370 Ain(A¥ 1) , que
es la suma para h incidente a i del nimero de paseos de longitud £ — 1 de h a j, o lo que es lo
mismo, el nimero de pasos de longitud &k de i a j.

Si E=:{e1,...,em}, la matriz de incidencia de G es (xc,(i))ij € Munxm(Z).



Capitulo 2

Conectividad

Dado un grafo G = (V, E), u,v € V estan conectados si existe un camino de u a v. G es
conexo si todo par de vértices de V esté conectado y disconexo en otro caso. V' C V es una
componente conexa de G si es maximal con Gy conexo.

La pertenencia a una misma componente conexa es una relaciéon de equivalencia, por lo
que las componentes conexas particionan V' y un grafo es conexo si y sblo si tiene una sola
componente conexa.

Sean G = (V, E) un grafo conexo de orden n y u,v € V, una geodésica entre u y v es
un paseo entre u y v de longitud minima, llamada distancia entre u y v, d(u,v). Este paseo
serd un camino, pues si no lo fuera contendria un camino de longitud estrictamente menor. El
diametro de G, diamG, es la maxima distancia entre dos vértices de G.

Si G es un grafo conexo de orden n y tamano m, m > n — 1. Demostraciéon: Sea G =:
({v1,...,vn}, E), para i € {1,...,n — 1} existe una geodésica P; de v; a v, no trivial que
tendra pues un primer eje e;, y basta ver que los e; son todos distintos. Pero para i # j, si
P, =ea1---a;y Pj = eiby---bs, a1---a; es un camino de v; a v; y por tanto t > s+ 1 (por
ser P; una geodésica) y t > s, y analogamente s > t#.

Como teorema, un grafo G de orden al menos 3 es conexo si y sélo si contiene dos nodos
u # v tales que G — u y G — v son conexos.

=] Sean u,v € V con d(u,v) = didmG, y queremos ver que G —u y G — v son conexos. Sea
P una geodésica en G entre i # u y v, si P pasara por u seria d(i,v) = d(i,u) + d(u,v) >
d(u,v) = diamG#, luego P estd en G — u, G — u es conexo y G — v también lo es por
simetria.

<] Sean 4,j € V con i # j, si {i,5} # {u,v} entonces i,j # u 0 4,5 # v. Si, por ejemplo,
i,j # u, i conecta con j en G —u y por tanto en G, y si 4,j # v es analogo. Si {i,j} =
{u,v}, sea k € V '\ {u,v}, i conecta con k y k con j y por tanto ¢ conecta con j.

2.1. Recorrido de componentes conexas

Sean G := (V, E) un grafo de orden n con matriz de adyacencia Ay A = Zz;é Ak i jeV
estdn en la misma componente conexa si y solo si a;; > 0.



=] Como existe un camino de ¢ a j, existe p € N tal que (AP);; > 0, y podemos tomar
p < n — 1 porque la distancia méxima entre dos nodos es n — 1, dado que un camino
mayor repetirfa nodos. Entonces, como (A4%);; > 0 para todo k € N, @;; > 0.

<] Sia;; >0, como (A¥);; > 0 para todo k € N, existe p € N con (AP);; > 0y por tanto un
camino de i a j.

La bisqueda en anchura (BFS, breadth-first search), ideada 1945 por Konrad Zuse,
consistente en visitar un nodo inicial, a continuacién los nodos adyacentes a él, después todos
los adyacentes a estos que no hayan sido ya explorados, etc.

La basqueda en profundidad (DF'S, depth-first-search) es otro algoritmo para explo-
rar una componente conexa. En este, explorar un nodo consiste en visitarlo y explorar todos
los nodos adyacentes a este que no hayan sido visitados previamente, de forma recursiva, y el
algoritmo es explorar el nodo inicial.

2.2. Conjuntos separadores

Sea G = (V, E) un grafo conexo. V' C V es un conjunto separador de vértices de G si
G — V' es disconexo, y un conjunto k-separador si ademés |V’'| = k. Un vértice de corte
de G es un v € V tal que {v} es un conjunto separador de vértices de G. Como teorema:

1. Un u € V es un vértice de corte de G si y solo si existen v,w € V'\ {u} tales que cualquier
camino de v a w pasa por u.

= | Si para todo v,w € V \ {u} existiera un camino de v a w que no pasa por u, v y w
estarian conectados en G — u y u no seria vértice de corte.

<= ] En G —u no hay ningtin camino de v a w, luego G — u es disconexo y u es un vértice
de corte.

2. Si |[V| > 2, V contiene al menos dos vértices no de corte.

Si |V| = 2 esto es claro, y si |V| > 3, existen u,v € V, u # v, talesque G —uy G —v
SON CONEXOS.

Sea G = (V,E) un grafo conexo, si V! C V es no vacio, llamamos cociclo o corte de G
asociado a V', wg(V') o [V/,V \ V'], al conjunto de ejes de E incidentes a un vértice de V' y
a otro de V' \ V’. Un corte de cardinal k es un k-corte. Un eje de corte de G es un e € F tal
que {e} es un corte de G.

E’ C E es un conjunto separador de ejes si G — E’ es disconexo, y e € F es un puente
de G si {e} es un conjunto separador de vértices de GG. Propiedades:

1. Todo corte es un conjunto separador de ejes. El reciproco no es cierto.
Si E' = [V4, V3], todo camino de un uw € V; a un v € V, contiene un eje que pasa de V; a
Va, que estara en E’, luego G — E’ es disconexo.

2. Todo conjunto separador de ejes contiene un corte.

Sean E’ un conjunto separador de ejes y V' € V una componente conexa de G — E’,
ningan (u,v) € E\ E’ esta en [V',V \ V'] porque de estarlo, si por ejemplo u € V' y
v ¢ V', uy v estarfan en la misma componente conexa y V’ no serfa conexo maximal,
luego E\ E' CE\ [V, V\V']|y [V/,ZV\V'|CE".



3. Un eje es un puente si y s6lo si es un eje de corte.

Sea G = (V, E) un grafo conexo. Un corte X de G es minimal si no existe un corte Y C X de
G. Un corte minimo de G es un corte de G de cardinal minimo. Si X es un corte minimal de
G, G — X tiene exactamente dos componentes conexas. Demostracion: Si X =: [V/,V \ V']
y G — X tiene h > 3 componentes conexas Vi, ..., Vj, al menos Gy o Gy tiene mas de una
componente conexa. Si, por ejemplo, V. =ViU---UV; cont € {2,...,h—1}, Y == [V4,V\ V4]
es un corte contenido estrictamente en X, pues todo eje de Y ira de V3 C V' a V\ V' y, sin
embargo, existen u € Vo y v € V' \ V' con (u,v) € E, de modo que (u,v) € X \'Y, pues de lo
contrario, como V5 no conecta con Vi, V3, Vy, ..., V; ni con V' V5 serfa una componente conexa
de G, pero G es conexo.#

Sea G = (V, E) un grafo conexo, e € E es un puente de G si y solo si existen u,v € V tales
que todo camino de v a v en GG pasa por e, si y s0lo si e no pertenece a ningun ciclo de G. En
particular, en un grafo conexo sin ciclos, cada eje es un puente.

1 = 2] Sean [V, V3] == {e}, u € V1 y v € V3, todo camino de u a v debe pasar por un eje
que conecte V7 a Vs, que seré e.

2 = 3] Sea e =: (u,v), si hubiera un ciclo que contiene a e, que podemos suponer de la
forma e; - - - ege siendo ey ---e5 un camino de u a v, e1,...,e5 # e, pero entonces todo
par de vértices se podria conectar por un paseo que no pase por e tomando un paseo
arbitrario que los una y cambiando e por e; --- €5 0 por eg - - - e1F.

3 = 1] Sea e =: (u,v), si G — e fuera conexo, existirfa un camino P de v a v en G —e y por
tanto Pe seria un ciclo que contiene a e.

2.3. Conectividad en grafos

Sea G un grafo no vacio, la conectividad de G, x(G), es el minimo ntimero de nodos que
hay que quitar de G para que sea disconexo o trivial (de orden 1). Asi, si G es disconexo o
trivial, K(G) = 0, y si es completo de orden n, K(G) =n — 1. G es k-conexo si k(G) > k.

La conectividad por ejes de G, \(G), es el menor nimero de ejes que hay que eliminar
de G para que sea disconexo o trivial, de modo que si G es disconexo o trivial es A\(G) =0y
si es conexo y tiene un puente es A(G) = 1. G es k-conexo por ejes si A(G) > k.

Como teorema, si G es un grafo no vacio, kK(G) < AMG) < §(G). Demostracion: Si v
es un nodo con o(v) = §(G), quitando los o(v) ejes adyacentes a v, G queda disconexo, luego
AMG) < 6(G). Si G es disconexo o trivial, K(G) = A(G) = 0. En otro caso, sean n el orden de
G, X un corte minimo de G, V; y V5 las dos componentes conexas de G — X y ¢ := |V4]. Si en
G todo vértice de V7 es adyacente a todo vértice de V3, | X| = ¢(n — ¢), luego

X|—-(n—1)=gn—¢*—n+1=n(qg—1)—(¢+1)(¢—1)=(¢g—1)(n—qg—1) >0,

pues 1 <g<n-—1,luego g >n—1y, como |X| es minimo, A(G) > n — 1, pero quitando n — 1
vértices queda un grafo trivial y por tanto x(G) < n — 1, luego k(G) < A(G). De lo contrario
existen u € Vi y v € V5 no adyacentes, y llamando V' a un conjunto de nodos resultante de
elegir para cada e € X uno de los nodos adyacentes a e distinto de u y de v, |[V'| < |X| = A(G)
y, en G — V', w y v no estan conectados, pues en todo camino de u a v en G hay un eje
que va de V; a V3, el cual hemos quitado al eliminar uno de los nodos adyacentes, por lo que

K(G) < V'] < \G).



2.4. Teorema de Menger

Sean G = (V, E) un grafo conexo y u,v € V, S CV separaauy v si G— S es disconexo
y u y v pertenecen a distintas componentes conexas. Los caminos Pi,..., P, de u a v son
internamente disjuntos si, para ¢ # j, P; y P, tienen a v y a v como Unicos vértices en
comun.

Teorema de Menger: si u y v no son adyacentes, el cardinal de un conjunto de menor
tamano que separa u y v coincide con el maximo nimero de caminos entre u y v internamente
disjuntos.

Teorema de Whitney: G es k-conexo si y solo si para u,v € V distintos hay al menos &
caminos internamente disjuntos entre u y v.

= | SiG 2K, k(G) =n—1y estos n — 1 caminos son uwv y uiv para ¢ # u,v. En otro
caso G no es completo. Si u y v no son adyacentes, sea U el conjunto de menor tamano
que separa u 'y v, como G — U es disconexo, |U| > k, y por el teorema de Menger hay
k caminos internamente disjuntos entre u y v. Si e := (u,v) € E, como G es k-conexo,
G — e es k—1 conexo, luego existen al menos £ — 1 caminos internamente disjuntos entre
uy ven G — ey, por tanto, existen k caminos internamente disjuntos entre vy v en G
anadiendo el camino uv.

<= ] Sean S un conjunto separador de vértices de tamano minimo y u y v en distintas com-
ponentes conexas de G — S, como hay al menos k caminos internamente disjuntos entre
u'y v, por el teorema de Menger |S| > k.

2.5. Teorema de Menger para ejes

Dado un grafo G = (V, E), el grafo en linea de G es L(G) = (VL EL) dado por VX := E
v EX = {(e.f) | # f.en [ 0},

Teorema de Menger para ejes: Sean G = (V, E) un grafo conexo y u,v € V, el cardinal
minimo de un conjunto separador de ejes que separa u y v es el maximo ntimero de caminos
de u a v en G sin ejes comunes.

Demostracién: Sean z,y ¢ P(V) y G’ == (V',E') dado por V' :== VIU{z,y} y E' =
EfU {((l’ u)7 x)}(i,u)eE U {((]7 U)7 y)}(j,v)EE-

Dado un camino P de z a y, seleccionamos vértices de la siguiente manera: empezamos
considerando el vértice u € V y elegimos el ultimo vértice de P en V' que contenga a u,
digamos (u,1); entonces consideramos el vértice ¢ € V' y elegimos el altimo vértice del camino
posterior a (u,4) que contenga a i, y asi sucesivamente. Como el resultado contendra al tltimo
eje interno del camino, claramente seré la lista de ejes de un paseo de u a v en G, por lo que si
hay un camino de x a y en G’ hay uno de u a v en G y todo conjunto de ejes en G que separa
u y v es un conjunto de vértices en G’ que separa r y v.

Reciprocamente, dado un camino de v a v en G con lista de ejes e1 - - - eg, e - - exy €s un
paseo de z a y, por lo que todo conjunto de vértices en G’ que separa x e y es un conjunto de
ejes en G que separa u y v.

Sea ahora X un conjunto de ejes de menor tamano que separa vy v en G, X es un conjunto
de vértices de menor tamano que separa x e y, y por el teorema de Menger | X| es el maximo
namero de caminos internamente disjuntos entre x e y en G’. Sea entonces P un conjunto de
|X| caminos internamente disjuntos entre = e y, reemplazando cada uno por un subcamino



cuya lista de vértices es la lista de ejes de un paseo de u a v, que sabemos que existe, nos
queda un conjunto de |X| caminos internamente disjuntos, por lo que hay |X| paseos sin ejes
comunes y por tanto |X| caminos sin ejes comunes.

Teorema de Whitney para ejes: G = (V, E) es k-conexo por ejes si y solo si para
u,v € V distintos existen al menos k caminos en G entre v y v sin ejes comunes.

=] SiG = K,, \(G) =n—1yestos n — 1 caminos son uv y uiv para i # u,v. En otro caso
G no es completo. Si u y v no son adyacentes, sea S el conjunto de ejes de menor tamano
que separa u y v, como G — S es disconexo, |S| > k, y por el teorema de Menger para
ejes hay k caminos sin ejes comunes entre u y v. Si e := (u,v) € E, como G es k-conexo
por ejes, G — e es k — 1 conexo por ejes, luego existen al menos k — 1 caminos sin ejes
comunes entre u y v en G — e y basta anadir el camino uv en G.

<= ] Sean S un conjunto separador de ejes de tamafio minimo y v y v en distintas componentes
conexas de G — S, como hay al menos k caminos internamente disjuntos entre u y v, por
el teorema de Menger para ejes |S| > k.



Capitulo 3

Arboles

Un bosque o grafo aciclico es un grafo sin ciclos. Un arbol es un bosque conexo. Un
arbol generador de un grafo es un subgrafo generador que es un arbol.

Como teorema, un grafo G = (V, E) no vacio es un arbol si y sélo si entre cada u,v € V
distintos existe un tinico camino, si y so6lo si es conexo con |E| = |V| —1, si y so6lo si es aciclico
con |E| = |V| —1, si y solo si es conexo minimal (todos los ejes son de corte), si y solo si es
aciclico maximal (anadir un eje forma un ciclo), en cuyo caso el ciclo formado al anadir el eje
es dnico.

1 = 2] El camino existe por conexion. Supongamos que existen u,v € V distintos con dos
caminos de u a v distintos, wuy -+ up— 1V y UV1 - Vg_1v. Sean ug = vy = U, Up =
ug =v et € {l,..., min{p,¢}} minimo con u; # v;, el paseo u; - Up_1VVG_1 - - V;,
que no contiene a u;_1 = v;_1, contiene un camino no trivial P de u; a v;, y entonces
(ui—1,u;)P(v;,v;—1) es un ciclo y G no es un arbol.#

2 = 3] Claramente es conexo. Si |V| = 1, debe ser |E| = 0. Supuesto esto probado cuando
V| =n>1,para|V]|=n+1,seae = (u,v) € E, e es el tnico camino de u a v y por tanto

G —e es disconexo con dos componentes conexas de érdenes ny,ns € {1,...,n}. Entre dos
vértices distintos de la misma componente hay un tnico camino, luego por la hipotesis
de induccion estas tienen ny — 1 y na — 1 ejes respectivamente y |E| = |E\ {e}| +1 =

n—14+ny,—14+1=n-—1.

3 = 4] Si G tuviera un ciclo, sea e un eje en un ciclo, G — e =: (V, E’) seria conexo con
|E'| = |E| —1=|V]—1, pero la conexion implica |E’| > |[V| — 14.

4 = 3] Si G tiene componentes conexas G, ...,Gq y G; tiene orden n; y tamafio m;, como
cada G; es conexa y aciclica, usando (1 = 3) esm; =n; — 1, luego m = >, m; =
> (n;—1) =n—gq,y despejando g = 1.

3 = 5] Dado un eje e, G — e =: (V, E’) cumple |E'| = |E| -1 = |V| — 2, luego G — ¢ es
disconexo y e es un eje de corte.

5 = 6] Si hubiera un ciclo, al quitar un eje del ciclo el grafo seguiria siendo conexo, luego
el eje no serfa de corte.# Sean ahora w,v € V distintos no adyacentes y P una cadena
de u a v en G, que tendré longitud al menos 2, afiadiendo (u,v) a E tendriamos el ciclo



P(v,u). Claramente todo ciclo tiene que contener a (u,v), pero como P es Gnico, el ciclo
es Unico.

6 = 1] Para ver que G es conexo, sean u,v € V, si u y v son iguales o adyacentes no hay
que hacer nada, y en otro caso, sea P el ciclo que se forma al anadir e := (u,v) a E, que
debe contener a e y podemos suponer de la forma eeq - -- ey, e ---e; es un camino de u
av.

Todo arbol de orden al menos 2 tiene dos hojas. En efecto, sea T = (V, E) un arbol de orden
n > 2y tamano m =n — 1 con h hojas,

2n—2:2m:ZO(v): Zl+ Z o(v) >h+2(n—h)=2n-—h,

veV v hoja v no hoja

y despejando es h > 2.

Un arbol con raiz o enraizado es un par (7, r) donde T =: (V, E) es un arbol y r € V es
la raiz. Entonces un nudo es un nodo del arbol que distinto de la raiz que no es hoja. Dados
u,v € V distintos, si el tinico camino de v a la raiz contiene a u, u es predecesor de v y v es
sucesor de u. El nodo padre de un nodo es su tnico predecesor adyacente, y sus nodos hijo
son sus sucesores adyacentes.

Dos nodos © y v son comparables si son iguales o uno es sucesor de otro. El nivel de
un nodo es la longitud del tinico camino del nodo a la raiz, y la altura del arbol es el nivel
maximo de sus nodos.

3.1. Arboles binarios

Un arbol binario es un arbol con raiz en que todos los nodos tienen grado 1 o 3 excepto
la raiz, que tiene grado 2. Propiedades: Sea T' un arbol binario de orden n:

1. n es impar y al menos 3.
Sea T =: (V,E,r), como } oy 0(v) =243 v\ 0(v) es par y o(v) es impar para
v e V\{r}, [V\{r} es pary por tanto n es impar. Como o(r) =2, 2 < |E|=n—-1y
n > 3.

2. T tiene ”TH nodos hoja y "7_3 nudos.
Si T tiene h hojas, tiene n —h —1nudosy 2n—2=>_ , 0o(v) =2+h+3(n—h—1) =
3n —2h — 1, luego 2h = n + 1, h:”TH yhayn—h—lzn—%—lz%‘g’ nudos.

3. La altura de T esta entre [lg(n+1) — 1] y ”T_l, y estos extremos son alcanzables
Todos los niveles hasta el A de un arbol de altura h, salvo el nivel 0, tienen al menos 2

nodos, luego su orden minimo es 2h+ 1, peron > 2h+1 <= h < ”;1. Como an €,

la igualdad h = 51 se alcanza en T" := (V’, E’) dado por V' == {bo, a1,b1,...,an, bp} y
E" = {(ak,br—1), (br;br—1)}reqr, .. n}-

Ngx = log, .




Como en cada nivel puede haber como maximo el doble de nodos que en el nivel anterior,

en el nivel k& hay un maximo de 2* vértices, de modo que un arbol de altura h tiene un
s " ok _ oh+l

maximo de ), 2% =2""" — 1, pero

n<2M 1 = n4 1 <2 = lgtn+ 1) 1< h £ b > lgn+1) —1].

La igualdad se alcanzaen T7 .= (V/, E') con V' .= {1,...,n} y E' .= {(k, L%J)}ke{g’m’n}.

3.2. Arboles generadores minimos

Una red es una terna (V, E, /) donde (V,E) es un grafo y ¢ : E — R es la funcién de
peso o de longitud. Dados una red conexa G = (V, E,{) y un arbol generador T' = (V, E’)

de G, el peso del arbol es
UT) ==Y Le).

eckE’

T es un arbol generador minimal o minimo si tiene el minimo peso entre los arboles genera-
dores de G, si y solo si para a = (u,v) € E\ E' y e € E’ en el tnico camino de u a v en T es
£(e) < {(a), siy solo si para e € E' que separa T en componentes conexas V1 y Vo y a € wg (V1)
es £(e) < L(a).

1 = 2] Si fuera £(a) < {(e), el grafo (V, E' U{a} \ {e}) es un arbol al ser conexo y aciclico,
y su peso serfa menor que el de T, T' no serfa minimal.#

2 = 3] Sean e € T, V; y V5 las componentes conexas de T — e, y u € V1 y v € V5 tales que
a = (u,v) € E, si a = e hemos terminado, y en otro caso a € E'\ E' y e esta en el tnico
camino que conecta u con v en T, luego £(e) < {(a).

3 = 1] Elegimos un arbol generador minimal Ty = (V, Ey). Si T' = Tj, hemos terminado. En
otro caso, como |E’| = |Ey|, existe e € E'\ Ey. Sean V7 y V» las componentes conexas de
T—eyS = (V,EyU{e}), como S tiene un ciclo que contiene a e € wr(V7), debe contener
a otro a € wr(V7) N Ey, luego por hipotesis £(e) < l(a) y Ty = (V, E1 == Eq U {e} \ {a})
tiene menor o igual (en concreto igual) peso que Ty pero que se diferencia de T en un
nodo menos que Ty. Repitiendo este proceso llegamos a que T} tiene el mismo peso que
T y por tanto T' es minimal.

Entrada: Red conexa G = (V, E, ().

Salida: Arbol generador minimal (V,T) de G.

Ordenar los nodos de E en orden creciente de peso £ en la lista L;
T + 0

para i < 1 a |L| hacer

L (u,v) + Ly;

si no existe un camino de u a v en (V,T) entonces anadir L; a T

Algoritmo 3: Algoritmo de Kruskal.

El algoritmo de Kruskal (algoritmo [3]) construye el arbol generador minimal de una red
conexa, pues se asegura de que todo par de vértices adyacentes de la red estén conectados en



el arbol, no crea ciclos y, si una arista (u,v) queda fuera del arbol, todas las aristas del camino
de u a v en el arbol ya habian sido consideradas y por tanto tienen peso menor.

Entrada: Red conexa G = (V, E, {).

Salida: Arbol generador minimal (V, T) de G.

Tomar r € V;

Vi {r};

Vo= VA\{rk

T« 0;

mientras |V;| < |V]| hacer
Tomar v1 € V1 y vy € V3 con e = (v1,v3) € E de peso minimo;
Anadir e a T}
Mover vy de V5 a Vi;

Algoritmo 4: Algoritmo de Prim.

El algoritmo de Prim (algoritmo hace lo mismo, pues se asegura de que todos los
vértices estén conectados a r, no crea ciclos porque no considera ejes cuyos vértices ya hayan
sido conectados en el arbol y, cuando selecciona una arista e, que estaria separando al arbol en
Vi y Va, se asegura de que tenga peso minimo entre las aristas de wg (V7).

Entrada: Red conexa (V, E, {)
Salida: Arbol generador minimal (V,T) de G.
T + 0;
mientras (V,T) sea disconero hacer
para cada componente conexa V; de (V,T) hacer
L Tomar u; € V; y v; € V\'V; con (u;,v;) € E de peso minimo;
para cada componente coneza V; de (V,T) hacer
L si u; y v; no estdn conectados en (V,T) entonces T + T U (u;, v;);

Algoritmo 5: Algoritmo de Sollin.

Otro algoritmo para hacer esto es el algoritmo de Sollin (algoritmo Finalmente, po-
demos calcular un arbol generador maximal o méaximo de una red (V, E, ) (el de mayor peso)
como un arbol generador minimal de (V, E, —¢), o invirtiendo el sentido de las comparaciones
en los algoritmos anteriores.

2Se recomienda comprobar la conexion de (V,T) manteniendo un conjunto cociente con las componentes
conexas. Ver el capitulo 3 de los apuntes de AED I para més informacion.



Capitulo 4

Algoritmos en grafos

4.1. Caminos mas cortos

Dada una red (V, E,{) y un camino P := vpejvy - - - exvy en (V, E), llamamos longitud de

P a
k

((P) = L(e;).
i=1

El problema del camino mas corto entre dos vértices u,v € V es el de minimizar ¢(P) siendo
P un camino que une u con v.

Si vguy - - - vy es el camino més corto de vg a v, v;Vi41 - - v; es el camino mas corto de v; a
v; para 0 <4 < j <k, pues si no fuera el mas corto, existirfa un camino mas corto de v; a v;
y al sustituir este en v - - - v se tendria un camino mas corto de vy a vi#.

Como teorema, sean (V = {1,...,n}, E,{) una red conexa, s € {1,...,n} y d € R" tal
que todo d; es la longitud de algtin camino de ¢ a s y ds = 0, entonces:

1. Cada d; es la longitud del camino mas corto de i a s si y sdlo si d; — d; < £(i,j) para
todo (i,7) € E.

=] Sea P un camino mas corto de s a i, entonces Pj es un camino de s a j y ¢(Pj) =
U(P) + (i, ) = d; + £(i,7) > dj.

<] Sea P := sij---i; un camino, y queremos ver que d;, < {(P). Si k = 0 esto
se da por hipétesis, y supuesto esto probado para caminos de longitud k£ — 1, como
diy—diy_ < lig—1,i), L(P) = L(si1 - ip—1)+L(ig—1,0k) > d4iy,_, +di, —di,_, = djy,.

2. Sifl(e) > 0 para todo e € E, sea R C V' \ {s} tal que, para i ¢ R, d; es la longitud de un
camino mas corto de s a i y, para i € R, d; = minjcy)\r(dj +£(j,4)), si j € R cample
d; = min;cg d;, entonces d; es la longitud de un camino més corto de s a j.
Sean P := st1 ---t,j un caminode sa jeitalque s,t1,...,t € Ry tpmiz1,...,tp,J € R,
entonces P’ := sty ---t;t, cumple d; + £(i, k) < £(P") < £(P), pero por hipdtesis dy =
min;e yn\r(dj +£(j,4)) = di < d; +£(i, k), luego dy es cota inferior de las longitudes de
caminos de s a j y por tanto d; también.



Esto

justifica el algoritmo de Dijkstra (algoritm. Otro algoritmo para calcular longitudes

minimas es el algoritmo de Dantzig (algoritmo [7)).

Entrada: Red ({1,...,n},E,¢) con {(E) e R=% y s € {1,...,n}.
Salida: Tuplas (dy,...,d,) v (p1,...,pn) tales que, para cada 4, d; es la longitud de

un camino més corto de s a i y, para i # s, p; es el pentltimo nodo de dicho

camino.

d + (+00,...,+00);
p<+ (0,...,0);
R+ {1,...,n}\ {s}
ds < 0;
para i € N(s) hacer

Di < S5

d; (—6(872),

4.2

mientras R # () hacer

Tomar j € R con d; minimo;
R« R\ {j};
para i € N(j) N R hacer
sid; +¢(j,1) < d; entonces
L d; + dj +€(j72),
Pi < J;

Algoritmo 6: Algoritmo de Dijkstra.

. Tours eulerianos

Dado un grafo G = (V, E), un tour o recorrido euleriano es un paseo cerrado que
atraviesa cada eje del grafo exactamente una vez. Un grafo es euleriano si admite un tour
euleriano. Como teorema, un grafo conexo es euleriano si y solo si todos los vértices tiene
orden par, en cuyo caso se puede obtener un tour euleriano con el algoritmo de Hierholzer

(algoritmo [8)).

= |

Sean T un tour euleriano, v € V' y eq,...,ex los ejes adyacentes a v, cada eje esté en
T exactamente una vez y puede ser entrante (el siguiente nodo es v) o saliente (lo es el
anterior), pero a todo eje entrante le sigue uno saliente y a todo saliente le precede uno
entrante (podemos suponer que T no empieza por v), luego el namero de entrantes y
salientes es el mismo y k es par.

Claramente el algoritmo de Hierholzer toma cada eje exactamente una vez, crea un paseo
cerrado y termina, y queda ver que no da errores. Si queda algin eje por tomar, alguno
debe ser adyacente a un nodo en P, pues de lo contrario los nodos y ejes de P formarian
una componente conexa y, al haber méas ejes, G seria disconexo.# Respecto al paso de
tomar un eje, en la primera iteraciéon hemos tomado un nodo de forma que se pueda, y en
el resto hemos tomado antes un namero par de ejes adyacentes a i (entrantes y salientes)
mas el nodo usado para entrar, y como el orden es par, debe quedar otro eje sin anadir
aP.



Entrada: Red (V :={1,...,n},E,¥{).
Salida: Matrices D € M,,(RU {+o0}) y P € M, (V) tales que parai,j € V,siiy j
estan desconectados, D;; = 400, y si estan conectados, D;; es la longitud de
un camino maés corto de 7 a j y P;; es su pentltimo nodo, o i sii = j y el
camino es el trivial.
para i,j € V hacer
si i = j entonces D;; + 0;
sin6é D;; < +00;

para k < 2 a n hacer

parai<+ 1 ak — 1 hacer
Tomar j € {1,...,k—1} con D;; +¢(j, k) minimo (si (j,k) ¢ E, £(j, k) := +00);
Dy <= Dig < Dij + £(j, k);
Py + j;
si j =i entonces Py; < k;
sind Py; + P]u

parai,j < 1 a k— 1 hacer

si D;; > Dy, + Dy; entonces

L Dij <= Dik + Diy;
Pij — ij;

Algoritmo 7: Algoritmo de Dantzig.

También se puede obtener un tour euleriano con el algoritmo de Fleury (algoritmo E[)
Demostracion: Es claro que si el algoritmo funciona genera un tour euleriano. Sea s el nodo
inicial, como o(s) > 0, P es un paseo que no repite ejes, por lo que todos los nodos salvo el
primero y el que es el ultimo en cierta iteracion tienen orden par (por ser G euleriano) y, como
estos dos tienen orden impar, se puede salir del dltimo anadiendo otro eje al camino en cada
paso hasta llegar a s y no poder salir, momento en que queremos ver que E = (). En efecto, si
no fuera asi, al final existiria un e € E en una componente conexa de G distinta a la de s, pero
la conexién con s es un invariante del bucle. En efecto, al principio de una iteracion, ¢ conecta
con s porque no es aislado y solo se rompe la conexion si se quita un eje de corte, pero entonces
todos los ejes adyacentes a ¢, (¢,51),.-., (i, k), serian de corte y G — i tendria k componentes
conexas. Sea entonces V,, la componente conexa con j,, si fuera s ¢ V,, como todos los nodos
de V), tienen orden par salvo j, que tendria orden impar al haber eliminado (i, j,), la suma de
los 6rdenes de los nodos serfa impar#, luego s € V, y, como Vi, ..., V} es una particion, k = 1.
Por tanto ¢ es un nodo hoja y eliminar el eje de corte deja a ¢ aislado.

4.3. Problema del cartero chino

Dada una red (V, E, /), el problema del cartero chino consiste en obtener un paseo
cerrado de longitud minima que incluya todos los ejes al menos una vez. Para resolverlo:

1. Calculamos la longitud de los caminos més cortos entre cada par de nodos, por ejemplo
con el algoritmo de Dantzig.



Entrada: Grafo G = (V, E) conexo en el que todos los vértices tienen orden par.
Salida: Tour euleriano P de G.
Elegir s € V;
P+ (s);
mientras F # () hacer
Tomar un nodo 7 en P adyacente a algin eje;
ki
Py« (i);
repetir
Sacar un (¢,7) de E;
Py < Poj;
L7
hasta que i = k;
Con P =: Plkpg, hacer P « Plpopg;

Algoritmo 8: Algoritmo de Hierholzer.

Entrada: Grafo euleriano conexo G = (V, E).
Salida: Tour euleriano P de G.
Tomar 7 € V;
P (i);
mientras F # () hacer
si existe (i,7) € E que no sea de corte entonces sacar (i,j) de E;
siné sacar un (i, j) de Ej
P «+ Pj;
L7
Algoritmo 9: Algoritmo de Fleury.



2. Identificamos los nodos de orden impar, de los que habra un ntumero par, y los empa-
rejamos minimizando la suma de las longitudes de los caminos mas cortos entre cada
par.

3. Duplicamos los ejes de un camino mas corto entre cada par, obteniendo un grafo euleriano.

4. Obtenemos un tour euleriano, que serd la solucion.

4.4. Grafos hamiltonianos

Dado un grafo G = (V, E), un camino es hamiltoniano si contiene a todos los vértices.
Un grafo es hamiltoniano si admite un ciclo hamiltoniano.

El grafo clausura de G, [G], es el grafo resultante de afiadir a G los (u,v) € E¢ con
o(u) + o(v) > |V] hasta que no quede ningtn (u,v) € EC que cumpla la condicién. Como
teorema, G es hamiltoniano si y solo si lo es [G].

— ] Trivial.

<] Para |[V| < 2 es G = [G]. Sea entonces |V| > 3y G # [G]. Si G no fuera hamiltoniano
y, para obtener [G], le hubiéramos anadido los ejes ey, ..., e, en ese orden, existiria un
ex+1 = (u,v) tal que G; = (V. E;) == G + {e1,...,e;} es hamiltoniano si y solo si
i > k, por lo que existe un camino hamiltoniano (u =: u1)us -+ (u, = v) en G, con
n = |V]. Sean ahora X = {i € {2,...,n—2} | (w;,v) € Ex} e Y ={ie{2,...,n—2}|
(uit1,u) € Eg}, se tiene | X| =o(u) — 1 e |Y] = o(v) — 1, pero como o(u) + o(v) > n en
G, [ X|+ Y] =0u)+o(v)—2>n—-2>n—-3=1[{2,...,n—2}| yexiste j € X NY,
con lo que ujURUg41 - - - UpUk—1Uk—2 - - - U1 €s un ciclo hamiltoniano en G;#.

Una sucesiéon hamiltoniana es una secuencia (ay, ..., a,) de naturales tal que todo grafo
({1,...,n},F) cono(l) <--- < o(n) y o(i) > a; para cada ¢ es hamiltoniano. Como teorema,
para n > 3, (ai,...,a,) con a1 < --- < a, < n es una sucesiéon hamiltoniana si y sélo si para
i< g cona; <iesan ;- >n-—i

El problema del viajero o del viajante (de comercio) en una red (V, E, {) consiste en
encontrar el ciclo hamiltoniano de longitud minima. Se puede aproximar con el algoritmo de
Christofides (algoritmo 1976).

Entrada: Red (V, E, {) completa en la que £ cumple la desigualdad triangular.
Salida: Ciclo hamiltoniano C con longitud a lo sumo % de la del ciclo hamiltoniano de
longitud minima en la red.
Encontrar un arbol generador minimal T' de (V, E);
O < {v eV :o(v) impar en T};
Obtener un emparejamiento M de los vértices de O con ) ,, (e) minimo;
H«— (V,TII M), // H es un multigrafo euleriano.
Encontrar un ciclo euleriano C en H;
Borrar de C los nodos repetidos;
Algoritmo 10: Algoritmo de Christofides.



Capitulo 5

Coloracion de grafos

Dado un grafo G = (V, E) y un conjunto S de colores, llamamos coloracién (propia por
vértices) de G a una funcion f: V — S con f(u) # f(v) para (u,v) € E. Si |S| =k, f es una
k-coloracion, y GG es k-coloreable si admite una k-coloracién. Una k-coloraciéon f induce una
particién de V en subconjuntos independientes, dados por f~!(c) para c € S.

El nimero cromatico de un grafo G = (V, E), x(G), es el menor k tal que G es k-
coloreable, el minimo ntimero de conjuntos independientes en que se puede particionar V.
Ejemplos: Dado un grafo G = (V, E):

1. x(K,) =n.

En adelante f serd una coloracion. Entonces, en este caso, f(i) # f(j) para i # j, luego
f es inyectiva y su imagen tiene cardinal |V| = n.
2. x(G) =0siy solo si G es vacio.

= Si x(G) =0, en particular existe f: V =0y V =0.
<~ |SiV=0,E=0y f:V — 0 es una 0-coloracion.
3. x(G) =1 siy solo si G es no vacio y sin ejes.
= | Si existiera (u,v) € E serfa f(u) # f(v) y por tanto |f(V)| > 2#, y si fuera V =0
seria | f(V)] = 0#.
<= Claramente |f(V)| > 1, pero podemos tomar todos los nodos del mismo color.
4. x(G) =2 siy solo si G es bipartito con algin eje.

=] La particion {f=1(0), f~*(1)} de V cumple que eje une dos vértices en el mismo
conjunto y por tanto todos unen un vértice de uno con uno del otro. Hay algun eje
porque si no lo hubiera seria x(G) = 1.

<= Sea (A, B) la particion, definimos f(v) :== 0 parav € Ay f(v) = 1 para v € B.
Entonces f es una 2-coloracion de G, y como hay algin eje, x(G) > 1.

5. Todo arbol no trivial es bipartito.

Se tiene |V| > 2y, sea n(v) el nivel deun v € V, f: V — {0,1} dada por f(v) :== [n(v)]2
es una coloracion de G. Como G tiene ejes, x(G) > 1y x(G) = 2.



6. Sea C), el anillo o ciclo de tamano n,

2, n par;
X(Cn) = { .
3, mn impar.

Como C,, == (V :={0,...,n— 1}, {{i,[¢ + 1]n} }iev) tiene ejes, x(Cy) > 2. Para n par,
tomamos f(i) = [i]2. Para n impar, si C,, fuera bipartito, sea Vj el elemento que contiene
al 0 y Vi el que contiene al 1, necesariamente V # V; y, por induccion, el que contiene
a i es Vj,, pero entonces 0,n — 1 € Vp#, con lo que C, no es bipartito y x(Cy) > 2,y
tomamos f (i) :== [i]2 parai € {1,...,n—1} y f(0) == 2.

7. Si H es un subgrafo de G, x(H) < x(G).

Si f es una x(G)-coloracion de G, también es una x(G)-coloracion de H.

8. Si K, es subgrafo de G, x(G) > q.
¢ = X(Kq) < x(G).
9. SiveV, x(G—-v)e{x(G),x(G)—1}.
Sean k == x(G—v)y f:V — {1,...,k} una k-coloraciéon de G — v, k < x(G), y

como g : V = {1,...,k + 1} dada por g(i) .= f(i) para i # v y g(v) = k+ 1 es una
(k + 1)-coloracion de G, x(G) < k+ 1.

10. Sie€ E, x(G —e) € {x(G),x(G) — 1}.
Sea e =: (u,v), como G—v es un subgrafo de G—e, x(G)—1 < x(G—v) < x(G—e) < x(G).

El coloreado de grafos se puede aplicar a problemas que traten de distribuir productos con
ciertas relaciones de incompatibilidad, como en el coloreado de mapas, los sudokus. la asignaciéon
de frecuencias en torres de telecomunicaciones, la organizacién de horarios o la distribucion de
productos peligrosos en un almacén.

Entrada: Grafo G = (V ={1,...,n}, E).
Salida: Coloracién f de G que intenta usar pocos colores.
para i < 1 a n hacer f; <~ min(N\ {f;}cn),j<i)
Algoritmo 11: Algoritmo heuristico para coloreado de grafos.

Podemos colorear un grafo con el algoritmo aunque este no garantiza una coloraciéon
optima. Todo grafo G cumple x(G) < Ag +1, pues el algoritmo siempre elige el menor color de
todos salvo un conjunto de tamafio maximo Ag. Asi, parece preferible al aplicar el algoritmo
ordenar los nodos en orden decreciente de sus grados.

Teorema de Brooks: Si un grafo conexo G no es completo ni un ciclo de longitud impar,
entonces x(G) < Ag.

5.1. Grafos criticos
Un grafo G = (V, E) es critico o x(G)-critico si todo subgrafo estricto H de G cumple

X(H) < x(G), critico por ejes si para todo e € E es x(G —e) < x(G) y critico por vértices
si para todo v € V es x(G —v) < x(G).



Entonces:
1. G es critico si y s6lo si es critico por ejes y por vértices.

2. Si GG es critico por ejes y no tiene nodos aislados, es critico por vértices.

Para v € V, v es adyacente a algtin e € E'y G — v es un subgrafo de G — e.

3. G es critico por ejes si y solo si x(G — e) = x(G) — 1 para todo e € E.
X(G =€) € {x(G), x(G) — 1}.

4. Si |[V| > 2, G tiene un subgrafo critico H tal que x(G) = x(H).
Si todos los vértices de G son aislados, x(G) = 1 y tomamos un subgrafo unipuntual, que
es critico. En otro caso, sea G el subgrafo de G generado por sus vértices no aislados,
claramente G tiene orden al menos 2 y x(Go) = x(G). Si Gy es critico, tomamos Gg, y
de lo contrario existe e; € E con x(Hp := Go — e1) = x(Gp). Si todos los vértices de Hy
son aislados, x(Hp) = x(G) = 1 y tomamos un subgrafo unipuntual, y de lo contrario

llamamos G al subgrafo de Hy generado por sus vértices no aislados y repetimos. Como
FE es finito, en algiin momento se llega a un subgrafo critico.

Como teorema, si G es critico, x(G) < dg + 1. Demostracion: Sea k := x(G) y supongamos
k> dg+1, conlo que dg < k—2.Seav € V con o(v) = d¢g, debe ser x(G—v) = x(G)—1, pero
en una coloraciéon de G — v, como v es de menor grado, se usan a lo sumo dg < k — 2 colores
para los vértices adyacentes a v en GG, luego hay un color que no se ha utilizado y, pintando v
de ese color, tenemos una (k — 1)-coloracion de G'#.

5.2. Polinomio cromatico

Dados un grafo G y k € N, llamamos p(G; k) al namero de k-coloraciones de G. Asi:
1. p(G, k) = 0 para todo k < x(G).

2. p(Kp, k) =k(k—1)---(k—n+1).

3. Sea P, la malla unidimensional o cadena de n nodos, p(P,, k) = k(k —1)" L.

SiG = (V,E), u,v € Eye:=(u,v), llamamos G + e := (V,E U {e}), y si e € FE llamamos
grafo contraido a

Goe:= ((V \ {u7 U}) il {*}’ EV\{u,v} U ({(*’ Z.)}(u,i)EE U {(*v Z.)}(v,i)EE) \ {uv U})

Teorema de reduccion: Sean G = (V, E) un grafo y e ¢ EC, entonces p(G; k) = p(G +
e; k) + p(G o e; k). Demostracion: Sea (u,v) := e, las coloraciones f de G con f(u) = f(v)
son precisamente las de G o e haciendo f(x) = f(u) = f(v), y las coloraciones f de G con
f(u) # f(v) son precisamente las de G + e.

Asi, dados un grafo G = (V,E) y un e € E, p(G;k) = p(G — e;k) — p(G o e; k), pues
G=(G—-e)+eyGoe=(G—e¢e)oe.



El polinomio cromatico de G es p(G; k) respecto a k, y si G tiene grado n > 1, p(G; k) es
un polinomio de grado n en que el coeficiente de grado n es 1, el término independiente es 0 y
los coeficientes de los términos intermedios son enteros y se alternan en signo. Demostracion:
Sean G = (V, E), n = |V|y m = |E|, y hacemos induccién sobre (n,m) (el orden lexicografico
es un buen orden en N* x N). Para m = 0, todos los puntos son aislados y p(G; k) = k", y
paran = 1 es m = 0. Sean ahora n > 1y m > 0, p(G; k) = p(G — e; k) — p(G o e; k), pero
G — e tiene un eje menos y G o e tiene un nodo menos, luego ambos cumplen la hipdtesis y
como p(G — e; k) tiene orden n y p(G o e; k) tiene orden n — 1, p(G; k) cumple la hipotesis.

5.3. Planaridad

Un grafo G = (V, E) es planar si existen f : V — R? inyectivay g : E — [0,1] — R2
tales que, para e := (u,v) € E, g(e) es una curva regular simple que une f(u) y f(v), no pasa
por ningin vértice en (0,1) y no corta a g(e’) para ningtan otro ¢’ € E en (0,1). En tal caso
(V,E, f,g) es un grafo plano o grafo embutido, con imagen f(V) U,z 9(e)([0,1]).

Una estrella es un grafo G = (V, E) donde existe un v € V con v € e para todo e € E.
Toda estrella es planar. En efecto, sea G = ({vo,...,vn}, E) la estrella y vy € e para todo
e € E, llamamos f(vg) =0, f(v;) = (cosi/n,sini/n) parai € {1,...,n}ty g(vo,v;)(t) :== tv;.

Sea (V, E, f, g) un grafo plano con imagen I, llamamos caras a las componentes conexas de
R2\ I y cara externa a la no acotada, que es tinica por ser I compacto y por tanto acotado.

El contorno de una cara es la imagen de un subgrafo de G, que existe, cuya imagen con
las mismas f y g es la frontera de la cara. Los ejes y vértices de dicho subgrafo son incidentes
a la cara. Un puente es incidente a una sola cara, y un eje no de corte es incidente a 2 caras.

El grado de una cara F', d(F’), es el numero de ejes incidentes a ella, contando los puentes
dos veces. Asi, si F' es el conjunto de caras del grafo, >, d(f) = 2|E]. Si [V] > 3, d(f) > 3
para todo f € F.

Identidad de Euler: Si G es un grafo plano conexo con n vértices, m ejes y c caras,
n—m+ c = 2, y en particular todos los grafos planos de un mismo grafo planar conexo tienen
el mismo ntmero de caras. Demostraciéon: Si ¢ = 1, G no tiene ciclos y, al ser conexo, es un
arbol, luegom =n—1yn—m+c=2.Sic> 2, supuesto esto probado para ¢ — 1 caras, sean
C un ciclo de G y e un eje de C, e no es un puente, luego es incidente a 2 caras y se puede ver
que G — e tiene ¢ — 1 caras y es conexo, de modo que por hipotesis n — (m — 1)+ (c— 1) = 2
yn—m+c=2.

En un grafo plano con al menos 3 nodos, toda cara tiene al menos 3 ejes incidentes. Entonces,
si G es un grafo planar conexo con n > 3 vértices y m nodos, m < 3n — 6, y si ademas G no
contiene a K3, m < 2n — 4. Demostracion: Sean F' el conjunto de las caras de un grafo plano
arbitrario de G y ¢ == |F|, como toda f € F' cumple d(f) > 3, 3¢ < >, pd(f) = 2m, y como
¢=2-—n+m, tenemos 6 — 3n 4+ 3m < 2m y m < 3n — 6. Si una cara f cumple d(f) = 3, se
puede ver que el dnico grafo con 3 ejes contando doblemente los puentes es K3, por lo que si
G no contiene a K3, d(f) > 4,4c=8—4n+4m <2my 2m < 4n — 8§, por lo que m < 2n — 4.

Por ejemplo, el grafo de Petersen, ({a;,b;}i_ o, {(as,b;), (as, apisys)s (bi,b[¢+2]5)}?:o), no
es un grafo planar, pues tiene 5 nodos y 15 ejes, y 15 >9=3-5—6.

Sea F' una cara de un grafo plano con d(F') > 4, el grafo tiene dos vértices no adyacentes
en F. Entonces, si G es un grafo planar maximal con al menos 3 nodos, toda cara F' de todo
grafo plano de G cumple d(F') = 3. Como teorema, todo grafo planar maximal con n nodos
tiene exactamente 3n — 6 ejes.



Dado un grafo G = (V, E), una subdivision de un eje ¢ = (u,v) € E es el grafo
(VII{x}, E\eU(u,*)U(x,v)), y una subdivisiéon de G es el resultado de realizar subdivisiones
sucesivas sobre G.

Teorema de Kuratowski: Un grafo es planar si y solo si no contiene como subgrafo
ninguna subdivision de K5 ni de K3 3.

Teorema de los 4 colores: Todo grafo planar es 4-coloreable.



Capitulo 6

Programacion lineal entera

Un modelo o problema de programacioén lineal entera es un modelo de programacion
u optimizacion lineal al que se le anade la restriccién de que algunas o todas las variables deben
ser enteras. El modelo general es

n
max E CiT;
i=1

n
Zaijxigbj, VjE{l,...,m},
i=1
x; >0, Vie{l,...,n},
x; € Z, VielC{l,...,n}.
El problema es entero puro si I = {1,...,n} y entero mixto en otro caso. Como en la

programacion lineal, se pueden hacer transformaciones como cambiar el sentido de optimizaciéon
del problema, el sentido de una restricciéon o el signo de una variable; convertir una restriccion
de igualdad en dos de desigualdad, o transformar una variable no restringida en dos variables
positivas.

Llamamos relajacion lineal de un problema de programacién lineal entera al resultado de
eliminar de este las restricciones de integridad, las de la forma x; € Z. El valor 6ptimo de
la relajacion lineal es mejor o igual al del problema entero.

SizeR™eye R llamamos [z,y] == (Z1,...,Tm,Y1,---,Yn) € R"T™; 81 A € M, ,(R)
y B € Myxq(R), llamamos [A, B] := (cij) € My x(ptq)(R) dada por ¢;; == a;; para j < py
Cij = bi(j—p) Para j > p, y escribimos [r1,...,2,] = [21, [22,...,2,]] paran > 2y [z1] = z1.

Como teorema, sean A € M, ,,(Q), G € M, ,(Q), b € Q*, P = {[z,y] € RPH1 |
Az + Gy < bl y S = {[z,y] € P | © € ZP}, existen A’ € M,»,(Q), G’ € M,;,»4(Q) v
b € Q" tales que ecS = {[z,y] | A’z + G’y < b'}. Si algunos coeficientes son irracionales,
la envoltura convexa del conjunto factible puede no ser un poliedro. Demostracién: Sean
S = {(z,y) € 2% | y < V2x,2 >0,y >0} y C = {(z,9) | y < V2z,2 > 0,y > 0} U {0}.
Como para z € Z es 2z ¢ Z, S C C. Sean a,b € C,t € [0,1] y p := (1 — t)a + tb, si uno
de a 0 b es 0, por ejemplo a, entonces p = (tby,ths), que es 0 si t = 0 y en otro caso cumple
las otras condiciones, y en otro caso p «hereda» las otras condiciones de a y b. Por tanto C



es conexo y ecS C C. Ademas, 0 € S y para (z,y) € C'\ {0}, como z > 0, £ < V2 y existen
p,q € Z con % € [%,\/i), luego (¢,p) € Sy, como (¢,0) € Sy p > q%, (¢,q%) € ecS y
(q%7 q%%) = (z,y) € ecS, luego C C ecS. Asi, C = ecS, pero C no es un poliedro.

Sean A € My, xn(Q), b € Q™ y P :={z € R" | Az < b}, si P; == ec(PNZ") # (), para
c € R", {c -z} ep, esta acotado superiormente si y solo si lo esta {c- x},ep.

6.1. Matrices totalmente unimodulares

OL

Sean A € M, x»(R) de rango m (por tanto m < n), b € R™ y ¢ € R™. [...] Llamamos
Ay, ..., A, alas columnas de A [...].

Dado S C {1,...,n}, la submatriz B € M,,(R) formada por las columnas de A con
indice en S es basica si es de rango maximo. Entonces, de las variables z1, ..., xn, [...] zx
es una variable basica [...| si k € S [...] ([...] N es la submatriz formada por las columnas
de A con indice no en S).

[.]S1S ={s1,..,8m}ty{l,....n\S={t1,...,tp_mpoonsy < - <Spyty <<

tn—m, lamamos zp = (Ts,,..., s, ), TN = (Tty,. ., T, ), D@1, 2m) = D4 €5, Tk
Yy0(T1, . Tnm) = Y p €42k, b E Muxm(R), n € Moy nom)(R). [...]
Llamamos solucion basica a [...] z € {Az = b} con zxy = 0 y, por tanto, [...] zp =

B, y |...] es factible si z > 0.
Dado F = {Az = b,z > 0}, x € F es un punto extremo si y so6lo si es una solucion
basica factible. Ademaés, si F' # (), existe al menos un punto extremo.

A € M, xn(R) es unimodular si tiene rango maximo, todos sus coeficientes son enteros
y el determinante de cualquier submatriz cuadrada de tamano maximo es 1, 0 o —1, y es
totalmente unimodular si el determinante de cualquier submatriz cuadrada es 1, 0 o —1,
de modo que todas sus entradas son 1, 0 —1.

Un poliedro P C R es entero si todos sus puntos extremos estan en Z™.

Lema de Veinott-Dantzig: Si m < n, A € M,,x,(Z) de rango m es unimodular si y
solo si para cada b € Z™, @ = {x € R" | Az = b,z > 0} es entero.

=] Sea z un punto extremo de @, = es una solucién bésica factible y tiene forma x =: bB~1b
para cierta submatriz B € M,,(Z) no singular de A. La adjunta de B también tiene
coeficientes enteros, y como |B| € {+1}, B! = ﬁaij EMn(Z)y xeZm.

<] Sea B € M,,(Z) una submatriz no singular de A y queremos ver que |B| € {£1}. Para
i€{l,...,n},seany € Z™ tal que z ==y + (B~ 1); >0y b:=Bz= By +e;, beZm
al tener B, y y e; todos los coeficientes enteros, luego @ := {Ax = b,x > 0} es entero y
x = bz = bB~!b es una solucién basica factible de { Az = b, > 0} y por tanto un punto
extremo de ), de modo que x = b(y+(B~1);) € Z™, (B~!); € Z™ y, como i es arbitrario,
B~ € Z™. Ahora bien, como By B~! son enteras y |B||B~!| =1, |B| € {1,-1}.



Teorema de Hoffman-Kruskal: A € M, «,(Z) con m < n es totalmente unimodular si
y solo si para b € Z™, el poliedro {z € R™ | Az < b,z > 0} es entero.

= | Dada una submatriz B € M,, de [A, I] no singular, si B es submatriz de A, claramente
|B| € {£1}, y en otro caso, desarrollando por columnas, | B| = |B’| para alguna submatriz
B’ de B y de A, por lo que |B| € {£1}. Entonces [I, A] es unimodular, con lo que
Q = {[z,y] e R"*™ | Az + Iy = b, [x,y] > 0} es entero. Sea ahora [z,y] € Q (z € R"),
claramente y = b — Az, por lo que la proyeccion de @ en R™ X Ogm es P:={z € R" | b=
b,z > 0,b— Ax > 0} = {Az < b,z > 0}. Asi, dado un punto extremo = € P, [x,b— Azx] €
@ es un punto extremo, pues si no lo fuera existirian U := [u,b— Aul], V = [v,b— Av] € Q
distintos y t € (0,1) con (1 —t)U +tV = [z,b— Az] y (1 —t)u+tv =z, y como u,v € P,
x no serfa punto extremo. Entonces [x,b — Az] € Z"T™ y x € Z".

<] SeanbeZ™ P:={a| Az < bz >0}, Q ={[z,y] | Ax+y =0b,[z,y] >0} vy [z,y] € Q,
claramente y = b— Ax, y si [z, y] es punto extremo de @Q, x 1o es de P, pues si no lo fuera
habrian u,v € P distintos y ¢ € (0,1) con (1—t)u+tv = x, pero [u, b— Aul, [v,b— Av] € Q
y por tanto [z, y] no seria punto extremo de Q. Asi, como P es entero, () también, luego
[A,I] es unimodular. Sea entonces B una submatriz cuadrada de A, anadiendo a B las
filas de A que no se han tomado para B y las columnas de I que valen 1 en esas filas,
obtenemos una submatriz B’ de [I, A] de tamafio m y, desarrollando por columnas de I,
tenemos que |B’| = |B|, pero por ser [, A] unimodular, |B| = |B’| € {1,0, —1}.

6.2. Caracterizaciones de matrices unimodulares

Como teorema, una matriz A es totalmente unimodular si y solo si lo es A, si y solo si
lo es [A, I], si y solo si lo es el resultado de anadir o quitar de A una fila o columna igual a e;
para algun ¢, si y solo si lo es el resultado de multiplicar una fila o columna de A por —1, siy
solo si lo es el resultado de intercambiar dos filas o columnas de A, si y so6lo si lo es el resultado
de duplicar una columna o fila de A.

A € Myxn(R) es euleriana si en cada fila o columna la suma de los elementos es par.
Como teorema, A € M,,x,({1,0,—1}) es totalmente unimodular si y sblo si la suma de los
elementos de cada submatriz cuadrada euleriana de A es miltiplo de 4, si y sélo si para cada
F C{l,...,m} existe F; C F tal que, si Fp := F'\ Fy, para j € {1,...,n} es

E aij — E aij

i€ i€ Fy

<1

Como teorema, si A € M.+, ({1,0,—1}), ninguna columna de A tiene mas de dos ele-
mentos no nulos y existe una particion {Fy, F»} de {1,...,m} con elementos no necesariamente
vacios tal que, parai € {1,...,n} v j,k €{1,...,m}, j y k estan en el mismo conjunto de la
particion si y solo si aj; ¥ ax; tienen el mismo signo, entonces A es totalmente unimodular. En
particular A es totalmente unimodular si en cada columna tiene a lo sumo un coeficiente +1 y
otro —1.

Una matriz de intervalo es una matriz A € M, «,({0,1}) tal que para j € {1,...,n}
et ke{l,...,m}coni <k, sia; =ay; =1, entonces ap; = 1 para todo ¢ < h < k. Toda
matriz de intervalo es totalmente unimodular.



6.3. Modelos clasicos

Un problema de asignacion consiste en asignar n tareas a n operarios, una tarea por
operario, minimizando el tiempo total dada una matriz T' € M,,(R=?) en la que t;; es el tiempo
que tarda el operario i en realizar la tarea j. Si llamamos

{1, el operario i es asignado a la tarea j;
Tij =

0, en otro caso
para i,j € {1,...,n}, podemos formular el problema como

ml'nzijtijxij
Zjl'ij S ]., Vi
Zixij > 1a V.]
x; € {0,1},Vi, 5

Si las tareas se pueden hacer a la vez, lo que queremos minimizar es méx; » j tijxij, para lo
que cambiamos la formulacion a

min z
ijij <1, Vi
Do > 1, Vi
z =3 tijxi; 20, Vi

x5 € {0,1},Vi, j

Sean ahora R := (V :={1,...,n},E,w) unared y s,t € V distintos, y queremos encontrar
un paseo de coste minimo de s a t, lo que definiendo las variables

j aparece a continuaciéon de ¢ en el camino;

L5 =
0, en otro caso,

para (i,7) € V. x V con {i,j} € E, podemos formular como

min Zijdijxij
Z(s,j)eE955j =1,
YGnerTit=1, Vj
Z(i,v)eE% - Z(v,j)eE Tyj =0, Vo # st
x;j € {0,1},Vi, j
Entonces el camino empieza en s, sigue en el tinico ¢ con x5 = 1, luego en el tnico j con

x;; = 1, y asi hasta llegar a ¢t. La unicidad sabemos que se da si w(e) > 0 para todo e; de lo
contrario tenemos que afadir E(m)eE Tin < 1,Vv # s,t.



Para obtener el arbol generador minimal de R, T' = (V, Er), llamamos z;; = x g, (¢, j) para
(i,j) € E, y formulamos el problema como

min Zijcijxij
Z(i,j)eE 2y =[V] -1
E(i,j)eEs xij S |S‘ — 1,VS g V : |S| Z 3
Tij € {0, 1}, Vi, J

En efecto, la primera condicién nos asegura que T tenga |V|—1 ejes y la segunda que no tenga
ciclos salvo, quiza, uno con todos los vértices de V', lo que la primera condicién ya descarta, y
esto caracteriza un arbol. La relajacion lineal de este problema da una solucién entera.

Otra posible formulacién, con las mismas variables resulta de cambiar la segunda condicion
por Z(i,j)e[S’,V\S] zi; > 1,VS CV : S # 0, pues esto nos da la conexion y, junto con la primera
condicién, caracteriza al arbol. La relajacion lineal no tiene por qué dar una solucién entera.

Para el problema del viajante de comercio sobre una red completa R = (V = {0,...,n —
1}, E = {{i,7}}i jev,izj, d), existen varias formulaciones:

1. Formulaciéon de Dantzig-Fulkerson-Johnson: Sea

1,el ciclo tiene ¢ y a continuacién j;
SCZ‘j =
0,en otro caso

para (i,j) € V x V con {i,j} € E, el problema es
min Zijdijxij
Z(i,j)eEmij =1 Vi
Z(k,i)eEIki = 1, Vi
Tij € {0, 1},Vi,j

Para obtener el camino, tomamos un nodo inicial %¢, luego el tnico 4; con x;,;;, =1,y
luego repetimos hasta volver a 4. El ciclo resultante puede no ser hamiltoniano porque
esta formulacién permite subciclos estrictos, ciclos que no contienen a todos los nodos.
Para evitar esto, podemos afiadir la restriccion ) . p e <[S| = 1,VS CV :|S] > 2.

2. Si ahora las variables son

1, (4,7) esta en el ciclo;
T =
" 0, en otro caso

para (i,j) € E, otra formulacion es

min ) dex.
ZeeN(v)xe =2, Yv
ZeeESxe <|S|-1VSCV:|S| >3
mij € {0,1}7 V’L,]



El ciclo se obtendria tomando un nodo inicial 4, luego un ¢; con z;,;, = 1, luego un
io # ig con x;;, = 1, etc. En estas formulaciones el nimero de restricciones crece
exponencialmente con el namero de vértices.

3. Formulaciéon de Miller-Tucker-Zemlin: Las variables se definen como en la primera
formulacion con variables adicionales uq, ..., u,. Llamando n = |V|:

min Zijdijxij
Digyentiy =1 Vi
Dhiyepthi =1 Vi
u—uj+nz; <n—1vi,je{l,...,n—1}:(,j) € E
i € {0,1}Vi, j
u; € R”Y Vi

Esto evita los ciclos que no contengan a 0, por lo que todos los nodos estdn en el mismo
ciclo.

Sea x una solucion factible, si x tuviera un ciclo que no contuviera al 0, como 12--- k1,
entonces u; —u;41 +n <n—1lparai€ {l,...,k—1} y up —u; +n <n—1, y sumando
todo queda kn < kn — 1#. Reciprocamente, sea x la representacién por variables de un
ciclo hamiltoniano, llamamos u; :=t si i es el t-ésimo vértice visitado en el ciclo después
del 0. Entonces, para (¢,j) € F coni,j #0,si x;; =0, u; —uj; <u; <n—1,ysiz; =1,
uj =u; +1,u; —u; = =1y u; —u; +n=n—1, y en ambos casos la tercera condicién
se cumple.

6.4. Situaciones generales

Si tenemos m restricciones g;(z1,...,2,) < 0 para i € {1,...,m} de las que queremos que
se verifiquen al menos k < m, tomamos M lo suficientemente grande, anadimos las variables
Y1, -, Ym € {0,1} y anadimos las restricciones g;(x1,...,x,) < M(1—y;) parai € {1,...,m}
Y 2is¥i = k.

Dadas dos variables 21, z9 € Z, para definir una variable y == [21 > x2] (y = 1 si 21 > 29
e y = 0 en otro caso), tomamos M lo suficientemente grande y anadimos zy — xo — My < 0,
2 —x1+ (1 + My < M ey € {0,1}. De esta forma, si 1 > z3, con y = 1 tenemos
x1—x2—M <O0yaxg—a1+(14+M) < —-141+M = M pero con y = 0 tenemos z1 — x5 > 0#,
ysiz; < xg, cony = 0 tenemos 1 — 22 < 0y 29 —x; < M pero con y = 1 tenemos
To—x1+1+M>14+M> M#.

Dadas dos variables reales x1 y 2, para definir z > min{z;,z2}, hacemos que se cumpla
una de z > 21 y z > xo, y para definir z < max{z1, 2}, hacemos que se cumpla una de z < z;
v z < x9.

Sixq,x9 € {0,1}, para definir y := min{xy, 22} afadimos y < 1, y < x2, y > x1+x2— 1 €
y € {0,1}, y para definir y := méx{zy, 22} afadimos y > 21, y > x2, y < 21+ 22 e y € {0,1}.



Capitulo 7

Resolucién de problemas de
programacion lineal entera

OL

Algoritmo del simplex |[...| para minimizar es el Algoritmo Si quisiéramos maximizar,
[...] minimizariamos gy [...] y [...] hariamos las comparaciones opuestas [con los gy]. [...] Se
suele hacer con una tabla del simplex como la siguiente:

|
CB | O Y B
|1 |
BN E
En esta, z es el coste total. [...| Para pasar de la tabla del simplex de una iteracion a la de
la [...] siguiente, basta conseguir una matriz identidad en las columnas correspondientes a
la base haciendo operaciones por filas en la submatriz ( Y ‘ rp ), asegurandose de que
x>0,y calcular q y z. [...] Si o(i) =k, en vez de k escribimos x.

Un punto extremo z asociado a una base B es degenerado si existe ¢ : B con z; = 0;

entonces |...] se pivotara este elemento, se tendra m Il" = 0 y z valdra lo mismo en la
o= 1(i)k

siguiente iteracion. También se puede dar ciclaje, consistente en ir cambiando de base de
forma ciclica. [...] Se puede evitar usando la regla de Bland: [...] [Si k obtenido cumple

. . . . Coe . x
qr > 0,] se establece k al menor indice con ¢ > 0, y si hay varios r que minimizan %7

se elige el de menor o(r).
[...] Sean A € M,xn(R) de rango m, b € R™, c € R", F == {z | Az = b,z > 0} y

P :={c-x},cr. Para encontrar una base inicial para el simplex, por cada k € {1,...,m}
tal que eg no es una columna de A, anadimos una columna al final de A con valor ey.
Si[.] T € Mpuxp(R) es la matriz formada por las columnas anadidas, escribimos

F* = {[z,2*] e R"*? | Ax + Tx* = b,[z,2*] > 0} y vemos que x € F <= [z,0peo] € F*.
Los elementos de x* son las variables artificiales, y x* es el vector de variables
artificiales.



Entrada: Problema min{c - 2} 44=p »>0 dado por m,n € N* con m < n,
AeMpun(R),beER™ conb>0yceR™
Salida: Direccion de ilimitacion d € R™, conjunto C' C R™ de puntos 6ptimos o  si el
problema es infactible. Puede no terminar.
funcién params (o)
T + [Aa(l)a ey Ag(m)]_l;
| devolver (7',bTb); // Para la notacion, B = [A,(1), ..., Ag(m)]-
funcién interpretar(o,Y, x,q)
S« {z};
D« {0};
para k : N con q; = 0 hacer
si Y, <0 entonces D + D U {e; —bY¥;};
L sin6 S + SU{x + miN,e(1,...m},y>0 I;:? (ex — bY%)};

B devolver {.73 + /\U}wECCS,uED,)\EO CR™;

para cada subsecuencia o : {1,...,m} — {1,...,n} hacer

si Ay(1), -+, Ao(m) Son linealmente independientes entonces
(T, z) < params(o);

L si x > 0 entonces salir;

i no se ha obtenido x > 0 entonces devolver (J;
epetir
Y «+ TA;
g+ Y —¢
Tomar k : N con ¢ méximo;
si ¢ < 0 entonces
‘ devolver interpretar(o,Y, x,q);
sind, si Y; < 0 entonces
‘ devolver ¢, — bY, € R™;
siné
Tomar r € {1,...,m} con yp; >0y % minimo;
Pivotar: o(r) < k;
(T, x) + params(0);

= W

Algoritmo 12: Algoritmo del simplex para minimizar.



[...] [Método de las dos fases:| La primera fase consiste en hallar min{} =} |
Az 4+ Tx* = b, [x,2*] > 0}. Si el resultado es distinto de 0, [...] el problema no es factible.
Para la segunda fase:

1. Si la tabla del simplex al final de la primera fase no incluye variables artificiales
bésicas, tenemos una base de A, |...| eliminar las variables artificiales y maximizar o
minimizar P [...].

2. Si hay variables artificiales basicas, [...| eliminar las filas con variables artificiales y
estarfamos en el primer caso.

[Método de penalizacién:] Sea M > 0 lo suficientemente grande, definimos Py =
{c- 2+ M3, 2} }z,2+]er+ sl estamos minimizando o P_y; = {c- 2 — M ), ] }[5 o+ep-
[si maximizamos]. [...] Asi:

= Si hay soluciones 6ptimas [z, z*], las soluciones con z* = 0 son soluciones del pro-
blema original. Si no hay |[...] de este tipo, el problema no es factible.

» Si hay direccion de ilimitacion [d, d*], sea [z, 2*] la solucion bésica asociada a la tabla
del simplex:

e Siz* =0, d es direccién de ilimitacion del problema |[...]. [...]

e Six* #£ 0, en general no podemos decir nada.

Entrada: Problema min{c- 2} 4y=p 4>0-
Salida: Como en el algoritmo
Encontrar una subsecuencia o : {1,...,m} — {1,...,m} tal que
B = [A,1),- .-, As(m)] es dual factible (si no la hay, este algoritmo no es aplicable);
(T, z) < params(0);
mientras z < 0 hacer
Y « TA;
Tomar r con x4, < 0;
si Vj: N,y,; > 0 entonces devolver {;
g+ Y —¢

Tomar k con y,,, <0y yq—’“k minimo;

si ¢x < 0 entonces devolver interpretar(o,Y,z,q,k);
a(o™1(r)) « k;
(T, x) < params(0);

devolver interpretar(o,Y,z,q);
Algoritmo 13: Algoritmo dual del simplex para minimizar.

Dado un problema de programacion lineal min 4,—p 5 >0{c- =}, una matriz basica B es dual
factible si (cg B4 — ¢)x < 0. El algoritmo dual del simplex es el algoritmo

Supongamos que tenemos una tabla de simplex 6ptima con parametros Y, x, ¢, 0 y queremos
anadir al problema una restriccion Z?Zl ajz; < B.Sia; =0 para todo j : B, podemos anadir
la restriccion directamente a la tabla anadiendo lo siguiente, donde t := [ — Z?Zl oz y o



es el valor 6ptimo de = calculado antes:

\ | ||
CB o Y 0|z*
| | | [ |
0O |zpt1 | — a — |1 ¢

- q —|0] z

Queda una base dual factible de la que sacar la solucién con el algoritmo dual. Si la restriccion

tiene variables béasicas, tenemos que cambiarlas por sus expresion respecto a las no bésicas con
A _— * — .. .

la formula o) = @7 ;) — 225N Yij @5

7.1. Ramificacién y acotacion

La ramificaciéon y acotacion (branch and bound) es un algoritmo para resolver proble-
mas de programacion lineal entera. Primero resolvemos el problema relajado para obtener una
solucion (z7,...,2%). Si en ella todas las variables que debian ser enteras lo son, la soluciéon
es Optima, y si existe k tal que x} deberia ser entera pero es fraccionaria, creamos dos sub-
problemas introduciendo las restricciones z < |z} | en uno y x, > [z} ] en el otro. Como xy,
es basica, se puede introducir la nueva restriccion facilmente en la tabla del simplex 6ptima
obteniendo una tabla con base dual factible.

Esto nos da un arbol de subproblemas cuyas hojas son problemas infactibles o cuya soluciéon
es solucion del problema entero, y que hemos de explorar. La solucién incumbente es la mejor
solucién del problema entero encontrada hasta ahora, y su valor es el valor incumbente.
Podemos podar los nodos con valor 6éptimo del problema relajado menor o igual que el valor
incumbente, pues los valores de sus hijos no van a ser mejores. Como optimizacién, en vez de
anadir una restricciéon x; < 0, podemos eliminar x; del subproblema.

Aunque esto no es «estandary, si todos los coeficientes de la funcién objetivo son enteros y
todos los no nulos van con una variable entera, todas las soluciones tendran valor entero y, si
un nodo tiene un valor mejor que el incumbente pero con una diferencia menor que 1, podemos
podarlo, pues no va a producir una solucién mejor del problema entero.

La mayoria de los programas de optimizacion recorren el arbol de subproblemas con back-
tracking, lo que suele dar soluciones factibles antes que la bisqueda en anchura. También se
puede usar busqueda primero el mejor, por ejemplo.

Cuando hay varias variables por las que se puede ramificar, una elecciéon adecuada puede
acelerar la resolucion del problema. Algunas heuristicas son elegir la variable con mayor valor
fraccionario, la de valor fraccionario més cercano a % o la que mas influye en la funcién objetivo.

7.2. Hiperplanos de corte

Un hiperplano de corte o desigualdad valida de un problema lineal entero es una
desigualdad que cumplen todos sus puntos factibles. Se puede usar para mejorar las cotas en
los nodos del arbol de ramificacion. Llamamos [[z]] ==« — [z] € [0,1).

Dados un problema entero puro minaz—p zenn{c -z} con tabla del simplex 6ptima para la



relajacion lineal con coeficientes (o,Y,z*,q) y k tal que .Z‘;;,::U(k) ¢ 7, entonces
— > lywsl)e; < —[l=5]]
J:N

es una desigualdad valida del problema entero que z* no satisface. Demostracion: Por la

formula usada antes para anadir una restriccién con variables béasicas, para © € P, zp +

2N Ykij = @, luego ww + 30 n (sl vz = [ep ]+ lzp )y 2e + 325 n [yksles — 23] =
(lyx;11€[0,1),2;20

= > llykillzs + [[z3]] < [[z}/]] < 1, y como la parte izquierda de la igualdad

es entera, la derecha también y por tanto — Zj;N[[yijmj + [[z%/]] < 0. Despejando para x*
quedaria 0 < —[[z},]], pero [[z}.]] € (0,1) porque z}, ¢ Z#.

Dados un problema entero puro miny—p »>0.vier,z;ez{c - x} con tabla del simplex éptima
para la relajacion lineal con coeficientes (o,Y,2*,q) vk € [ talque ¥’ :=0o(k) €Iy xz,:a(k) ¢

Z, entonces
CE*/ %

>, Mykﬂj — > yiry < —l=i]

1 —[[zy]] ,

JEN— JEN+
es una desigualdad valida del problema entero no satisfecha por z*. Demostracién: Para =
factible, como xx + >, v Yz = xjy = [z},] + [[2}/]], entonces zp — [z}, ] = =37, n yrjz; +
[l )] Asi, si s < [ ], - 2in Ukl SOy =2 e vt Uriti =2 jen— yki®y < — [z,
Pero > ien- Ykjy 2 0, luego — 3 i v ynjay < —[[zp]] y ademés 32, - %ykﬁj <0,
de donde se obtiene la desigualdad. Por otro lado, si x> [z},], entonces x> [z},] + 1, de
modo que =3y ykj; + ([T ] =2 1y =32 en+ Uki%j — Xjen- YkiT; 2 1 — [[2]]. Con esto,

como — ZjeN+ yrjx; < 0, se tiene — ZjeN, Yrjxj > 1—[[x},]] y, multiplicando por — lﬂﬁilj]]]’
k/

djen- %yijj < —[[#}]], de donde se obtiene la desigualdad usando — >, n+ Ykjz; <
0.

El método de los hiperplanos de corte de Gomory consiste en hallar sucesivamente
un hiperplano de corte de una de las dos formas anteriores, segin si el problema es entero puro
o mixto, anadirlo al problema y re-optimizar (con el método dual del simplex) hasta llegar
a una solucion entera. Si hay varios indices k candidatos, se elige el que tiene [[(x};)x]] méas
cercano a %

Si los coeficientes de A y b no son enteros sino racionales, se pueden multiplicar restricciones
o variables apropiadamente para convertirlos en enteros antes de empezar. Lo de que A y b
sean enteros se usa para que, al anadir las variables de holgura de las desigualdades, estas sean

enteras.

7.3. Desigualdades de Chvatal-Gomory

Dado un problema entero puro con conjunto factible P := {Az < b,z € N"}, donde
A € Mpxn(R), para u € R™ con u > 0, [uTA]z < |u-b] es una desigualdad valida del
problema. Las desigualdades de esta forma se llaman desigualdades de Chvatal-Gomory,
vy toda desigualdad valida de P se puede obtener utilizando el procedimiento de obtener y
anadir una desigualdad de este tipo al problema un ntmero finito de veces.
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