Modelos de computaciéon



Copyright (©) 2022 Juan Marin Noguera, juan.marinn@um.es!

Esta obra estd bajo la licencia Reconocimiento-Compartirlgual 4.0 Internacional
de Creative Commons (CC-BY-SA 4.0). Para ver una copia de esta licencia, visite
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/.

Bibliografia:

Apuntes de clase.

Michael Sipser. Introduction to the Theory of Computation, 3rd. ed. Cengage Learning
(2013).

Wikipedia, la Enciclopedia Libre. Lenguaje recursivamente enumerable. Recuperado de
https://es.wikipedia.org/wiki/Lenguaje_recursivamente_enumerable| a fecha de
13 de septiembre de 2022.

Wikipedia, the Free Encyclopedia. Turing Machine. Recuperado de https://en.
wikipedia.org/wiki/Turing_machine a fecha de 11 de septiembre de 2022.


mailto:juan.marinn@um.es
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://es.wikipedia.org/wiki/Lenguaje_recursivamente_enumerable
https://en.wikipedia.org/wiki/Turing_machine
https://en.wikipedia.org/wiki/Turing_machine

Capitulo 1

Lenguajes regulares

Un alfabeto ¥ es un conjunto finito de simbolos. Una cadena en ¥ es un elemento
de ¥* = J,,cny 2", que solemos escribir como u; ---u, = (u1,...,u,). Dadas dos cadenas
u,v € X*, llamamos concatenacién de u y v a u - v = Uy - Uy V1 "+ VJy|- 2" s un monoide
con la concatenacion de cadenas, y llamamos € a su elemento neutro. Dada v = uy - - - u,, € 3%,
llamamos u® = upt,_1 - ug.

Un lenguaje sobre ¥ es un L € Us, := P(X*). La concatenacion de dos lenguajes Ly, Ly C
Y*es Ly Lo = {uvtyer, ver,- P(X*) es un monoide con la concatenacion de lenguajes. La

€Livels
clausura o Kleene star de un lenguaje L es L* := J,, oy L".

1.1. Autématas finitos

Un autémata finito determinista (DFA, Deterministic Finite Automaton) es una tupla
(@Q,%,9,qo, F) formada por un conjunto finito de estados @, un alfabeto ¥, una funcion de
transicion § : Q x ¥ — @, un estado inicial gy € Q y un conjunto de estados finales o de
aceptacion F C Q.

Un autémata finito no determinista (NFA, Nondeterministic Finite Automaton) es
una tupla (@, %, 0, qo, F) formada por un conjunto finito de estados @, un alfabeto ¥, una
funcién de transicién § : Q x (X, == X! U {e}) — P(Q), un estado inicial ¢y € Q y un
conjunto de estados finales o de aceptacion F C Q.

Un NFA (@, X, 6, qo, F') acepta una cadena w € ¥* si existen m € N, (y1,...,ym) € (Z)™
y (1o, . .., rm) € Q™! tales que ro = qo, rm € F y, parai € {0,...,m — 1}, 141 € (ri, yit1)-
Un DFA (@, %, 9, qo, F') acepta una cadena w € ¥* si el NFA (Q, X, ', qo, F) lo acepta, donde
4§’ viene dado por §'(q, a) = {d(q,a)} y &(q,0) := ) para g € Q y a € X. El lenguaje aceptado
por un DFA o NFA A, L(A), es el conjunto de cadenas aceptadas por A.

Llamamos Lpra a la clase de lenguajes aceptados por algin DFA| y Lnpa a la de lenguajes
aceptados por algin NFA. Como teorema, Lppa = LNFA-

Para dibujar un NFA (Q, X, 6, qo, F'), dibujamos un circulo para cada ¢ € @ con su etiqueta
dentro, o un doble circulo si ¢ € F', una flecha que senala a qq y, para cada ¢ € Q, a € 3.y
¢ € 6(q,a), una flecha del circulo ¢ al ¢’ etiquetada con a. Para dibujar un DFA, dibujamos
su NFA equivalente. Ademas, si en el DFA existe un e € Q \ F' (estado de error) tal que para
todo a € ¥ es (e, a) = e, podemos no dibujar e ni las flechas que van a parar a e.



También podemos representar un NFA con una tabla con un estado por fila, empezando
por el estado inicial y marcando de alguna forma los estados finales, y con una columna por
letra o €, cuyas celdas contienen los valores de la funcion de transicion.

1.2. Expresiones regulares

Las operaciones regulares son la unién, la concatenacién y la clausura de lenguajes. Una
expresion regular sobre el alfabeto X es una de la forma (), €, a paraun a € 3, ry | o, rir2 0
r], donde 71 y 72 son expresiones regulares y las operaciones, de mayor a menor prioridad, son
r¥, r1re ¥y 11 | 2, y se usan paréntesis para desambiguar la prioridad. Un lenguaje regular es
uno representado por una expresion regular, donde () y € se representan a si mismos, a representa
{a}, r1 | r2 representa la unién de los lenguajes correspondientes, r1r2 la concatenacion y 7}
la clausura.

Llamamos Lggr 0 REG a la clase de lenguajes regulares, y se tiene Lgr = LNFA -

C] 0 es el lenguaje de

—() _

€ es el lenguaje de

—0O.

a es el lenguaje de

Dados dos lenguajes regulares Ly y Lo con NFAs respectivos

(thadhqlaFl) y (Q252752aq27F2)7

L1 U Ly es aceptado por (Q1 UQ2U{qo},%,d,q0, F1 U Fy), donde

6 X €

qo0 0 \ {(h, Q2}
Ql 51 (Qa Cl)
QQ 52 (Qa a)

Ly Ly es aceptado por (Q1 U Q2,%, 0,41, F>), con § dada por

) p €

Q1 \ Fi d1(q,a)
Fy [ 01(g,0) U{gz}
Q2 52(617 a’)




L7 es aceptado por (Q1 U{qo},%,d,q0,{qo}), con § dada por

) pM €
qo0 0 \ {Q1}
Q1 \ Fi d1(q,a)
Fy [ 01(g,a) U {qo}

1.3. Propiedades de REG

REG esta cerrado bajo unién, concatenacion, clausura, complemento, interseccion y dife-
rencia. Demostracion: Los 3 primeros son por definicion. Si el DFA (Q, X, 6, qo, F') acepta el
lenguaje L, el DFA (Q,3,d,q0,Q \ F) acepta L = ¥* \ L, pues para cada cadena w solo hay
una secuencia de estados {rg,...,rm} C Q conrg = qo y cada r;y1 = d(r;, w;+1) y w se acepta
si y s6lo si 7, es final. Finalmente, LN M =LUM y L\ M = LN M.

Lema del bombeo, LBLR o pumping lemma: para L € REG, existe p € N, la pumping
length, tal que toda w € L con |w| > p puede ser dividida como w = zyz con |y| > 0y |zy| <p
de modo que zy*z € L para todo k € N. Demostraciéon: Sean (Q, %, 4, qo, F) un DFA que
acepta L, p == |Q[, w € L con n := [w| > py {qo,...,qn} € @ con cada gi11 = 0(q;, wi41)-
Como {qo,...,qp} € @, existen i,j € {0,...,p} con i < j y ¢; = ¢;. Sean entonces = =
Wi Wi, Y= Wil W, Y 2= Wyigg - - Wy, entonces w = xyz, ly| > 0, |zy| =j < py, para
k € N, el DFA acepta zy*2 con la secuencia de estados qg - - - q;(qi41 - - - qj)k’qi_H .

El lenguaje {0"1"},en no es regular. Demostracion: Supongamos que lo sea y sean L el
lenguaje, p € N una pumping length de L, w := 0P1P7 y w =: xyz una divisiéon dada por el
lema del bombeo. Si y = 0%, zy?*2 ¢ L porque tiene més Os que 1s; andlogamente, si y = 1*,
vy**z2 ¢ L,y siy=0F1' con k,l >0, zyyz ¢ L porque tiene un 1 seguido de un 0.

Los autématas finitos son demasiado sencillos para teorizar sobre lo computable o no compu-
table debido a su falta de memoria.




Capitulo 2

Lenguajes libres de contexto

2.1. Autématas de pila

Un autémata de pila con aceptacion por estado final (PDA, Push Down Au-
tomaton) es una tupla (Q,%,T',6, Ay, qo, F)) formada por un conjunto finito de estados
@, un alfabeto X, un alfabeto de simbolos de la pila I', una funcién de transicién
0:QxX xTe —» P(Q x T¢), un simbolo inicial de la pila AOEI un estado inicial
qo € @ y un conjunto de estados finales o de aceptacion F C ). Un autémata de pila
con aceptacién a pila vacia (PDAY) es una tupla (Q, X, T, d, Ao, qo) similar a un PDA pero
sin F.

Para representar un PDA, dibujamos un circulo por cada estado, o un doble circulo si
el estado es final, y por cada par de estados (g,r), si existe (a,z,y) con (r,y) € d(q,a,x),
dibujamos una flecha de ¢ a r etiquetada con, por cada (a, z,y) con (r,y) € d(g,a, x), una linea
«a, T — Y».

Dado un autémata de pila, una posiciéon es una tupla (g,v,w) € @ x I'* x ¥*. Una accién
(no determinista) es un par de posiciones de la forma ((g,vb, aw), (r,yc, w)), donde ¢,r € Q,
yeT* bcel, weX* ac . y(rc)c dga,b). Se representa como ¢ —»*7¢ r o en
formato funcional como «(q, a,b) = (r,c)».

Una secuencia de posiciones (s, . .., sg) en la que cada (s;, s;+1) es una accion se representa
como una secuencia de acciones encadenadas, en la que el estado final de una accion y el inicial
de la siguiente se representan como el mismo (g1 =171 gy 2272 ) Un PDA acepta
una cadena w si existe una secuencia de posiciones que empieza por (go, A, w) y termina por
(g,€,€) con g € Q en el caso de un PDA con aceptacion a pila vacia o por (g,7,€) con g € F'y
~v € T'* en el caso de un PDA con aceptacion por estado final.

Podemos suponer que una transicion anade o elimina méas de un elemento de la pila (9 :
QXX xT™*) = P(Q xI'™)), lo que equivale a tener varios estados intermedios en la transicion
para primero quitar elementos y luego anadir.

Un autémata de pila determinista (PDAD) es uno en el que, paracadaq € Q,a € Xy
x € T, uno de entre 6(q, a, ), 6(q, a,¢€), 6(q,€,2) v 0(q, €, €) es unipuntual y el resto son vacios.
En una representacion de un PDAD, si existen g € @, a € ¥ y « € T tales que no hay ninguna

IEste es completamente innecesario y solo sirve para complicar las demostraciones. Aparece en las diaposi-
tivas pero no en el libro.



flecha saliente de ¢ con una linea de la forma «a,x — y», «a,€ — y», K€, T — Y» 0 K€, € = Y»
para algiun y € I, se entiende que existe un estado adicional ¢g no final no representado con
transiciones d(gg, b, €) = {(¢g, €)} para cada b € ¥ y una transicion §(q, a,z) = {(qg, €)}.

Llamamos L(.A) al lenguaje aceptado por un PDA A, Lppa a la clase de lenguajes aceptados
por algin PDA, Lppav a la de lenguajes aceptados por algin PDAY v Lppap a la de lenguajes
aceptados por algin PDAD.

2.2. Gramaticas libres de contexto

Una gramatica libre de contexto (GLC) es una tupla (V,X,R,S) formada por un
alfabeto de variables V', un alfabeto de simbolos terminales ¥ disjunto de V', un conjunto
finito R de reglas de produccién, pares (S,w) € V x (VUX)* representados como S — w,
y una variable inicial S € V. Se puede representar con una linea por cada variable T' € V|
empezando por la variable S, de la forma T" — w; | --- | wy, donde {wy,...,wp} = {w |
(T,w) € R}.

Dadas v,w,x € (VUX)*y R € V, escribimos vRw = vzw si (R — z) € R. Una derivacién
es una secuencia {v1,...,v,} C (VUX)* tal que para cada i, v; = v;41, y escribimos v = w
si existe una derivacién que empieza por v y termina por w. El lenguaje generado por una
GLC G =(V,E,R,S) es L(G) .= {w € ¥* | S =* w}. Un lenguaje es libre de contexto si es
generado por una GLC, y llamamos CF o Lgcr a la clase de los lenguajes libres de contexto.
Todo lenguaje generado por un PDA es libre de contexto.

Dada una GLC G = (V,X,R,S), un arbol de derivaciéon de w € L(G) en es un arbol
ordenado construido usando como raiz S y anadiendo, para cada paso uRv = wuzv en la
derivacién S =* w, aristas de R a cada simbolo de x, distinguiendo cada simbolo en la cadena
de otros simbolos iguales. Una derivacién por la izquierda es una en la que, en cada paso
uRv = uav, u € ¥*. Toda w € L(G) admite una derivacion por la izquierda, que se obtiene
recorriendo un arbol de derivacion de w en preorden y expandiendo cada variable que se
encuentre.

Una GLC esta en forma normal de Chomsky si todas sus reglas son de la forma S — A,
A — BC o A — a, donde S es la variable inicial, A, B y C son variables arbitrarias con
B,C # S y a es un terminal arbitrario. Toda GLC se puede convertir a forma normal de
Chomsky con el Algoritmo

2.3. Propiedades de CF

Como teorema, REG C Lppap € Lrpa = Lppav =CF.
1 - 2] El DFA (Qv Ea 57 q0, F) equivale al PDAD (Q7 Ea {$}7 {(q7 a, €, 5(‘]; a)v 6) Zgga $a q0, F)

2¢ 1] L = {0"c1"},en es reconocido por el PDAD de la ﬁgura pero no es regular. Si lo
fuera, tendria una pumping length p € N y w := 0Pcl? € L tendria una descomposicion
w =: ryz en las condiciones del lema del bombeo, y como |zy| < p, debe ser y = 0F para
un cierto k > 0, pero entonces xy?z tiene mas Os que 1s y por tanto w ¢ L#.



Entrada: GLC G = (V, 3, R, S).

Salida: GLC G’ = (V, X, R, Sp) en forma normal de Chomsky con L(G') = L(G).

anadir una nueva variable Sy a V;

anadir So — S a R;

para A — ¢ € R hacer

eliminar A — e de R;

para B — w € R con A en w hacer

anadir B — w’ a R para cada w’ resultante de eliminar 1 o més ocurrencias de

A en w, con lo que si hay n ocurrencias de A se afiaden 2™ — 1 reglas, con la
excepcion de que no anadimos B — €;

mientras exista A — B € R con B € V hacer
eliminar A — B de R;
si A # B entonces

L para B — u € R hacer anadir A — u a R;

para A — uq---up € R con k > 3 hacer

eliminar A — uq ---up de R;

anadir nuevas variables Aq,..., Ax_2 a V;

para i< 1 a k — 3 hacer anadir A; — u;114;41 a R;
anadir A — u1 A1y Ag_o = up_1ur a R;

para X — ab cona € ¥ 0 b € ¥ hacer
si a € ¥ entonces

afiadir una nueva variable AaVy A—aaR;
L cambiar X — ab por X — Ab;

si b € ¥ entonces hacer lo propio;

Algoritmo 1: Conversién de una GLC a forma normal de Chomsky.

0,e > # 1L,# — €

s B By

Figura 2.1: PDAD de {0"c1™},en.




Entrada: PDA A= (Q,%,T, 6, qo, F). Para simplificar la pila empieza vacia y no hay
simbolo inicial, pero un PDA «normal» se puede convertir a uno de este
tipo trivialmente.

Salida: GLC G = (V, X, R, S) con L(G) = L(A).

anadir un nuevo ¢, a @Q;

para g € F hacer anadir ¢ —%¢7¢ g, a 0;

F{q};

para z € I" hacer anadir g, —>“*7¢ ¢, a 0;

para ¢ >%* 7Y r en d con x,y # € hacer

anadir un nuevo s a @;

sustituir ¢ —=%*7Y r en § por ¢ —%* 7€ 5,5 —S7Y;
anadir un nuevo $ a I';
para ¢ —»%“7¢r en § hacer

anadir un nuevo s a Q;

sustituir ¢ =*7¢ 7 en § por ¢ »»< 7% 5, 5 87

Ve {Apg}p.aeq;
S — AQOQa;

p_)q,eﬁu7,7s_>b,u~>£q66 .
R {Apg = AprArg}p.areq U{App — €lpeq U{Ap — aATSb}p7q7r7seQ;ueF;a,beZu{e}7

Algoritmo 2: Conversiéon de un PDA a una GLC que acepta el mismo lenguaje.

2 C 3] Por definicion.

3C4] Un PDA A = (Q,%,T,4, 49, qo, F) acepta el mismo lenguaje que el PDAY dado por
A= (QU{gs} U{ge}, B,T L{8}, 8,8, 45) con
(S/ =0U {(qsv €, €, 40, AO)} U {(q7 € @ e, 6)}25;{){(}9}'

4 C 3] Un PDAY A" = (Q,%,T,4, Ay, qo) acepta el mismo lenguaje que el PDA dado por
'A = (Q U {qS} U {qe}’ E, F U {$}7 5/7 $7 QSv {QE}) con

5/ =0U {(QSv €, €, 90, AO)} ) {((L €, $7 Ge, 6)}(16(2-

3 C 5] Hay que probar la correcciéon del Algoritmo [2} Este primero modifica A pero sin cambiar
el lenguaje que acepta: primero para que tenga un tnico estado final ¢,, luego para que
siempre que se acepte una cadena, se pueda aceptar con la pila vacia, y finalmente para
que todas las transiciones anadan o eliminen un elemento de la pila pero no ambos.
Entonces queremos ver que, para p,q € Q y w € ¥*, Ay, genera w si y solo si existe una
secuencia de acciones en A de (p,€,w) a (g, €, €), pues entonces A, ,,. genera L(A).

5 C 3] Dada una GLC G = (V,X,R,S), el PDA A := ({s,l,e}, 2, VUXU{Ap},J, Ap,e) con
0 :={(s,€, Ap, 1, ApS), (L, €, Ag,e,€)} U{(¢,a,a,4,€)}aes U{(4, €, x, l,wR)}(%w)eR

cumple L(G) = L(A).



Lema del bombeo o pumping lemma: Si L € CF, existe p € N tal que toda w € L con
|w| > p admite una descomposicion w = wvxyz con |vy| > 0y |vzy| < p tal que para n € N,
uv"zy"z € L. Demostracién: Sean G = (V, X, R, S) una GLC para Ly b = max a_,,)er |v],
en cualquier arbol de derivaciéon de G ningin nodo tiene més de b hijos, con lo que si un
arbol tiene altura h, hay no mas de b* nodos a distancia h de la raiz y por tanto la cadena
tiene longitud maxima b, y por contrarreciproco, una cadena con longitud b 4+ 1 o més tiene
altura al menos h + 1. Sean entonces p == blVI*! y w € L con |w| > p, tomamos un arbol
de derivacion 7 de w con nimero de nodos minimo, cuya altura serd al menos |V|+ 1 ya que
|w| > pIVIHL > IVl £ 1. Un camino de longitud méaxima de la raiz a una hoja tendra al menos
|[V| + 2 nodos, de los que a lo sumo 1 serd terminal y el resto variables. Asi, de entre las
|V| + 1 variables inferiores (mas lejanas a la raiz), habra una variable R repetida, y llamamos
z a la subcadena generada por la R inferior, vxy a la generada por la superior y uvryz a w
(S =* uRz =* wwRyz =™ wvxyz). Sustituyendo el subarbol de la inferior por el de la superior
obtenemos uv?zy?z € L, y repitiendo obtenemos uv™zy™z € L para n > 1, mientras que
sustituyendo el de la superior por el de la inferior obtenemos uzz € L. Para ver que |vy| > 0,
si fuera |vy| = 0 serfa vzy = x y sustituyendo el subarbol de la R superior por el de la inferior
obtendriamos un arbol de derivaciéon de w con menos nodos que 7#. Finalmente, como el R
superior esta entre las |V| 4+ 1 variables inferiores, la altura de su subéarbol es como mucho
VI+1y [oxy| <BVIH =p.

El lenguaje {a™b"c"},en no es libre de contexto. Demostracién: Si lo fuera, tendria una
longitud de bombeo p por el lema anterior. Sean w = aPbPcP y uvaryz = w una descomposicion
en las condiciones de dicho lema. Si v o y contuviera mas de un tipo de simbolo, uv?zy?z € L
contendria simbolos en orden incorrecto#, por lo que v e y contienen cada una un sélo tipo
de simbolo y, como al menos una de las 2 no es vacia, hay un tipo de simbolo no contenido en
ninguna, luego uv?xy?z € L no contiene el mismo ntiimero de cada tipo#.

CF es cerrado para la unién, concatenacion y clausura. Demostraciéon: Dadas gramaticas
(V1,%1,R1,51) vy (Va,32,R2,52) que generan respectivamente L; y Lo, la gramatica G =
(VUL U{S}, XUy, RiURLU{S — 51,5 — S2},.5) genera Ly ULs. En efecto, si w € L(G),
S=5="woS=5="w,ysiwe L ULy, por ejemplo w € Ly, entonces S = S; =" w.
G:=MWVuVUu{S} X1 UXs, RiURsU{S — 5152}, 5) genera LiLy. En efecto, si w € L(G),
de la raiz del arbol de derivacion parte un nodo S; y uno Ss, mostrando que S; =* u y
So =* v para ciertos u y v con uv = w, y si w € L1Ly, sean uv = w con u € L1 y v € Lo,
S = 5152 =* uS2 =* uwv = w. Finalmente, G == (V1 U {S},X1,R1 U{S — 515,55 — €},5)
genera Li. Sea w € L(G), por induccion en la altura h de un arbol de derivacion de w, si h =0
la derivacion es S = €, luego w = € € L], y para h > 0, el primer paso es S =* 51.9, pero el
subarbol de este dltimo nodo S tiene altura h — 1 y por tanto genera un v € L}, y como el
nodo S7 genera un u € Ly, w = wv € L1 L] = L}. Reciprocamente, para n € N, podemos hacer
S = 55= 58S =...= SIS = S}y por tanto L(G) D LY.

CF no es cerrado para la interseccion, el complemento y la diferencia. Demostracion: L, =
{a™b" ™}y men ¥ Lo = {a™b"c" }, men son libres de contexto, pero L1 N Ly = {a"™b"c" },en ¢
CF. Si fuera cerrado para la diferencia, lo serfa para el complemento ya que L = ¥* \ L, y
entonces lo seria para la interseccion ya que Li N Ly = Ly U Lo.

Los autéomatas de pila no son un buen modelo de computacion, pues un ordenador puede
reconocer si una cadena esta en {a"b"c"},eny 0 no y un autémata de pila no puede.



Capitulo 3

Maquinas de Turing

En 1928, David Hilbert plante6 el problema de decisiéon o Entscheidungsproblem,
consistente en encontrar un proceso mecanico para determinar, en una cantidad finita de pasos,
si una proposiciéon logica de primer orden es un teorema o no. Hilbert asumia que tal proceso
existia, pero en 1936, Alonzo Church en Princeton y Alan Turing en Cambridge probaron, de
forma independiente, que no. Para ello tuvieron que definir formalmente este tipo de procesos,
llamados algoritmos, Church a partir de su calculo A, un lenguaje formal para escribir funciones
computables, y Turing a partir de sus computing machines o maquinas de Turing, una
extension de los autématas de pila que permite moverse a través de la memoria.

3.1. Maquinas de Turing

Un modelo de computacion MOD es una clase de automatas en la que cada uno tiene
asociado un alfabeto ¥ y dos conjuntos disjuntos La, Lg € ¥* de cadenas que acepta y que
rechaza, respectivamente.

Una maquina de Turing (MT) es una tupla M = (Q,%,T,4,qo,gr) formada por un
conjunto finito de estados @, un alfabeto de la entrada ¥ que no contiene al simbolo blanco
B, un alfabeto de la cinta I' O ¥ U {B}, una funcién de transiciéon 6 : D C (Q xTI') —
Q xT'x{L,R}, un estado inicial ¢y y un estado final o de aceptacion gr. La representacion
grafica es similar a la de una PDA, representando una transicion §(q, z) = (r,y, d) con la linea
«z :y,d» sobre una flecha de g a r.

Una configuracion de M es una tupla (c,q,p) formada por el contenido de la cinta
c € TV, el estado actual ¢ € @ y la posiciéon de la cabeza de lectura/escritura p €
N, y tal que casi todos los ¢; = B. Podemos representar una configuracion (¢, q,p) como
«Cp - Cp_1qCp -+ - Cp¥, donde n > max({n | ¢, # B} U {p — 1}).

La configuracioén inicial para una w € X* es qow. Sean a,b,c € I', u,v € I y q,7 € Q,
la configuracion uagbv lleva a ugacv si §(q,b) = (g, ¢, L), y la configuracion ugbv lleva a ucqu si
0(q,¢) = (q,¢,R). Una configuracién final, aceptante o de aceptacién es una con estado
qr. La secuencia de configuraciones de w es la que empieza por su configuracion inicial y, desde
cada configuracion no final, la siguiente es la configuracion a la que esta lleva. Esta termina
en la primera configuracion final, en cuyo caso la MT acepta w, o la primera que no lleva a
ninguna, en cuyo caso la MT rechaza w, y puede no terminar.



Una version equivalente termina solo cuando la configuraciéon no lleva a ninguna otra, y
entonces acepta la cadena si dicha configuraciéon tiene un estado en un conjunto de estados
finales F' C @ y la rechaza en otro caso. Otra tiene, en vez de gr, dos estados Gaccept ¥ Grejects
de modo que § : @ xI' = Q@ xI' x {L, R} es total y la MT termina aceptando si llega a gaccept ©
rechazando si termina en greject- Otra variacién equivalente, compatible con las otras, consiste
en tener una cinta que se extiende infinitamente a ambos lados, no solo a uno, con lo que si
0(q,b) = (g, ¢, L), la configuracion gbv lleva a ¢Bcev.

Es comiin describir una MT de forma algoritmica, con instrucciones de més alto nivel, pu-
diendo usar una instruccion de alto nivel si se puede implementar en una MT. Son instrucciones
de alto nivel:

1.

Una secuencia de instrucciones.

Para terminar una instruccion, se establece el estado al de inicio de la siguiente.

Moverse sin escribir.

Se escribe lo mismo que se leyo.

Escribir un simbolo y quedarse en la misma posicién.

Escribir y moverse a la derecha, luego moverse incondicionalmente a la izquierda.

Ejecutar una u otra instruccion, o ninguna, segin el simbolo leido.

Para estos simbolos, se mueve al inicio de la instruccién correspondiente, que termina en
el inicio de la siguiente. Para los que no se hace ninguna, se pasa directamente al inicio
de la siguiente.

Ejecutar una u otra instruccion segun el simbolo leido y los n anteriores para n fijo.

Se mueve n veces a la izquierda. Si se lee 1, se mueve a la derecha y se pasa a un cierto
estado x7, desde el que si se lee x5, se mueve a la derecha y se pasa a Z1x3, etc., hasta
llegar al estado =1+ To,-

Ejecutar una instruccién mientras el sfmbolo leido cumpla una condicién.

Para estos simbolos, pasar a la instrucciéon, que al terminar vuelve a la comprobacion.
Para el resto, pasar a la siguiente.

Detectar el limite izquierdo de la cinta.

Se afiade un nuevo estado inicial ¢; y el simbolo $ al alfabeto de la cinta. Desde ¢; se
escribe $ y, en bucle, se mueve a la derecha y se escribe el simbolo de la posicion anterior,
hasta que este sea B. Entonces se va moviendo a la izquierda hasta encontrar $, y luego
una posiciéon a la derecha y se pasa a qg. Esto mueve la cadena una posiciéon a la derecha
y escribe $ al principio, con lo que detectar el limite izquierdo de la cinta es detectar $.

Volver al principio de la cinta.

Una vez hecho lo anterior, ir a la izquierda hasta que se lea $.

Recorrer una cadena detectando una de cada n € N* apariciones de un cierto simbolo.

Se usan n estados en ciclo. Mientras no se lea B, se pasa al estado siguiente si se lee el
sfmbolo o al mismo en otro caso, y se mueve a la derecha. En el ultimo estado, antes de
hacer esto, se detecta si esta el simbolo y se actia en consecuencia.



10.

11.

3.2.

Ejecutar una instruccion u otra segin el nimero de apariciones de cierto simbolo modulo
un n € N* fijo.

Se hace un ciclo como el anterior y, cuando se lee B, se ejecuta una u otra instruccion
segun el estado.
Contar el nimero de apariciones de un cierto simbolo hasta un limite n.

Se usan los estados cg,...,c, en ciclo. En ¢;, si se lee B, se realiza la acciéon para i
apariciones; si se lee el simbolo, se pasa a c;; y se mueve a la derecha o, si i = n, se
ejecuta la accion para mas de n apariciones; en otro caso se mueve a la derecha.

Tesis de Church-Turing

Un modelo de computacion MOD decide un lenguaje L si existe un M € MOD con La = L

vy Lr
todas

= L, y enumera L si existe un M € MOD con Ly = L. Claramente MOD enumera
las cadenas que decide.

Dados dos modelos de computacion MOD; y MODs, MOD; es menos expresivo que
MODy, MOD; < MODs, si MODs enumera todo lenguaje enumerado por MOD; y decide
todo lenguaje decidido por MODj, en cuyo caso es equivalente a MODy, MOD; = MODo, si
MODs; = MODy, y estrictamente menos expresivo que MODy, MOD; < MODs, en otro

Caso.

Son equivalentes a MT:

1.

Las maquinas de Turing con stay (SMT), como las MT pero con funcién de transicion
dela forma §: Q@ xT' — @ xI' x {L, R, S}, donde S corresponde a no moverse en la cinta,
es decir, si ¢,7 € Q, a,b€ T, u € I y v € IV ugav lleva a urbv si 6(q,a) = (r,b,S).

MT C SMT, y toda SMT se puede convertir en una MT cambiando cada transicién con
S por una que primero se mueve a la derecha y luego a la izquierda.

Las maquinas de Turing con return (RMT), como las MT pero con funcion de
transicion de la forma § : Q x I' = @ x I" x {E,R}, donde E corresponde a volver al
principio de la cinta, es decir, si ¢,7 € Q, a,b €T, u € I'* y v € I'V, ugav lleva a rubv si
6(g,a) = (r,u,E).

Las maquinas de Turing multicinta, k&-MT para cierto & € N*, como las MT pe-
ro con funcién de transicion § : Q x I'* — @Q x (T' x {L,R})* y configuraciones en
Q x (TN x N)¥, de modo que hay k cintas cada una con su propio lector indepen-
diente y en cada transicion se puede escribir y mover en cada una de las cintas. La

configuracion inicial para una entrada w € ¥* es (qo, (wB---,0),(B---,0)*"!). Una
configuracion (g, (ui,n1),..., (ug,ng)) leva a otra (r, (vy,m1),..., (v, my)) si, siendo
0(qsUtngy - -y Ukn,) = (1, (c1,d1), ..., (ck,dr)), para i € {1,...,k}, v; es como u; pero

cambiando el término n;-ésimo por c y, bien d; = Ly m; = n; — 1, bien d; = R y
Claramente una MT puede ser simulada por una k-MT que en todas las cintas salvo
la primera simplemente se mueve a la derecha. Una k-MT (Q, X, T, 4, qo, gr) puede ser
simulada por una MT con alfabeto de la cinta I' U T U {#}, donde un simbolo x del
segundo I' lo representamos por #. La idea es que cada cinta con contenido uB--- se



representa por #u pero sustituyendo el simbolo z apuntado en esa cinta por . Al inicio,
la MT sustituye la entrada w por #wiws -« W)y, (#B) =1, vuelve al principio y pasa a
qo- En un estado g € ), hace lo siguiente:

a) Ir al principio e ir moviéndose a la derecha guardando en el estado las k primeras
apariciones de simbolos del segundo I', a1, ..., ax, volviendo al principio al llegar a
la k-ésima.

b) Sid(g,a1,...,ax) = (r,(s1,d1),-..,(sk,di)), para ¢ de 1 a k: Mientras no se lea #,
ir a la derecha. Mientras no se lea a;, ir a la derecha. Cambiar a; por s;. Si d; = L,
ir a la izquierda, y si d; = R, ir a la derecha. Leer x y cambiarlo por &, o si x = #,
rechazar si d; = L o insertar antes B desplazando el resto a la derecha si d; = R.

¢) Pasar al estado r.

4. Las maquinas de Turing no deterministas (MTND), como las maquinas de Turing
pero con funcion de transicion 6 : Q@ xI' = P(Q x I' x {L, R}). Para a,b,c € ', u,v € T'**
y ¢,7 € Q, la configuracion uagbv lleva a ugacv si (q,¢,L) € 6(q,b), v la configuracion
ugbv lleva a ucqu si (q,¢,r) € §(g,c¢). La MTND acepta una cadena w si, de todas las
secuencias de configuraciones que empiezan con la configuracion inicial para dicha cadena
y cada configuracion de la secuencia lleva a la siguiente, existe una finita que acaba en
qr, y la rechaza si toda secuencia de este tipo es finita y no acaba en gp.

Toda MT es equivalente a una MTND con funcion de transicion ¢’ dada por 6’(¢q,a) = {n}
si(q,a) € Dyéd(q,a) =nyd(q,a)=0si(g,a) ¢ D. Para el reciproco, consideramos una
MTND (Q,X,T,0,qo,qr) v la convertimos en una 3-MT, que guardara la entrada en la
cinta 1, simulara la MTND en la cinta 2 recorriendo en anchura el arbol de posibilidades
y guardard en la cinta 3 el camino actual en dicho arbol. Sea b = méxggg |0(q,a)l|, el
alfabeto de la cinta sera T' U {p1,...,pp} U {$,#}, y haré lo siguiente:

a) Escribir $p; en la cinta 3 y guardar ¢ < FALSE en el estado.

b) Copiar la cinta 1 en la 2, escribiendo # tras el final de la cadena, y volver al principio
en ambas, usando $ como marca de inicio. Guardar ¢ < ¢g en el estado del 3-MT.

¢) Siq = g, aceptar. Leer a de la cinta 2 y p; de la 3. Si a = #, a := B, escribir B, ir
a la derecha, escribir # e ir a la izquierda. Si p; = B, hacer ¢ + TRUE (indicando
que existe una rama por la que se puede seguir si se da un paso méas), moverse a
la izquierda en la cinta 3 e ir al paso Si i > [6(q,a)|, escribir B, moverse a la
izquierda en la cinta 3 e ir al paso Sii < |0(q,a)l|, sea (r,b,d) el i-ésimo elemento
de (g, a), escribir b en la cinta 2, moverla en la direccion d, guardar ¢ := r vy, si se
lee $, ir al paso y si no mover la cinta 3 a la derecha y repetir este paso.

d) Sien la cinta 3 se lee py, escribir B, moverse a la izquierda y repetir este paso. Si se
lee $, si ¢ = TRUE, hacer ¢ + FALSE, ir a la izquierda y escribir p; hasta que se
lea B, sobrescribiendo la primera B, y si ¢ = FALSE, rechazar. Si se lee p; con i < b,
cambiar por p;11. Volver al principio de la cinta (sin contar $) e ir al paso

En su articulo sobre el calculo A\, Church prob6 que este es equivalente a las funciones recur-
sivas, propuestas por Kurt Gdédel en 1931, y Turing, cuyo articulo salié6 después, probd que
las MT son equivalentes al calculo A. Esto llevo a la tesis de Church-Turing, que afirma
que esta definicion de algoritmo se corresponde con la nocion intuitiva, o que la méquina de



Turing es el modelo de computacién més expresivo posible y todos los modelos suficientemente
expresivos son equivalentes a este.

Posteriormente aparecieron otras definiciones formales de algoritmo, como las funciones
parciales, las maquinas con infinitos registros o el lenguaje S (simple), todas equivalentes
a MT. Un lenguaje de programaciéon es Turing completo si es equivalente a MT.

3.3. Lenguajes decidibles y enumerables

Un lenguaje es decidible o recursivo si lo decide MT e indecidible en otro caso, y
es Turing-reconocible, recursivamente enumerable o enumerado si lo enumera MT.
Llamamos DEC a la clase de lenguajes decidibles y RE a la de lenguajes recursivamente nu-
merables.

Algunos lenguajes decidibles:

1. {02n}n€N'
Si se lee B, rechazar (longitud 0). En bucle:

a) Si solo hay un 0, se acepta.
b) Si 0 aparece un numero de veces impar, rechazar.

¢) Marcar con # uno de cada 2 ceros, reduciendo el numero de ceros a la mitad.

2. {anbncn}nel\].
Se va leyendo la cadena de izquierda a derecha y, si hay una a después de una b o ¢ o una
b después de una ¢, se rechaza. Se vuelve al principio. En bucle, primero se comprueba
si hay alguna a, b o ¢, aceptando si no hay ninguna, se vuelve al principio de la cinta, se
marca con # la primera a, luego la primera b y luego la primera c, rechazando si alguna
de las 3 no existe, y se vuelve al principio.

Dados L1, Ly € DEC:

1. L1 ULy, € DEC.

Sean (Qla Ev Flv 617 qo1, qFl) y (QQ, Ea FQ? 527 qo2, CIF2) MTS que deCiden Ll y L27 respecti—
vamente, (Q1 UQaU{q}U{qr}, 3, T1 UT2, 8, qo,qr) con las transiciones de §; y d2 méas
una de ¢o a go1 ¥ ¢o2 de forma no determinista y una de gg; y otra de gps a g decide
Ly U Ls.

2. L1L, € DEC.

Hacemos una 2-MT que, para cada posiciéon en la cadena de la cinta 1 y la primera B en
esta, marcando la posicion actual de algin modo, copia la subcadena desde el principio
a la posicion anterior a la actual en la cinta 2, ejecuta una MT que reconoce L; en
dicha cinta y, si acepta, hace lo propio con una MT que reconoce Ly y la subcadena que
empieza en la posicion actual y termina al final, usando # como en la demostracién de
equivalencia de las MTND.

3. Lt € DEC.
4. L1 N Ly € DEC.



5. L € DEC.
6. L1 \ Ly € DEC.
Como teorema, CF C DEC C RE.

1 C 2] Un DFA lo puede simular una 2-MT usando la cinta 1 para leer de la cadena y la cinta
2 para la pila.

27 1] {a"b"c"}nen € DEC\CF.
2 C 3] Trivial.
Sean Ly, Lo € RE:

1. Liu Ly € RE.

Tomamos una MTND que al inicio, de forma no determinista, ejecute una MT que
enumere L7 o una que enumere Lo.

2. LiNLy € RE.

Sean M; una MT que enumera L; y My una que enumera Lg, se ejecutan M; y My
a la vez sobre dos copias de la entrada (alternandolas), aceptando cuando ambas hayan
aceptado y rechazando si una rechaza.

3. L1Ly, € RE.

Similar al caso decidible pero haciendo todas las simulaciones en paralelo: primero 1 paso
de cada una sobre una copia de la subcadena correspondiente, luego 2 pasos, 3, etc.,
aceptando si, para alguna divisién de la cadena de entrada, las dos maquinas aceptan.

4. Lt € RE.

L1 ={e} U (L1 \ {e})*, por lo que si la entrada es € aceptamos y, en otro caso, hacemos
como en el caso anterior pero iterando sobre todas las particiones de la entrada con un
nimero arbitrario de subcadenas y cada subcadena no vacfa. Para ello en la cinta 2 se
itera sobre #{N,#}" !, donde # indica el principio de una subcadena a considerar, y
aceptando cuando todas las subcadenas de la misma particién han aceptado.

3.4. Algoritmos

Las maquinas de Turing no solo permiten reconocer cadenas, sino ejecutar algoritmos en
general. La entrada siempre es una cadena, por lo que para que otro tipo de objeto actie
de entrada hay que representarla como una cadena y la maquina de Turing debe decodificar
esta representacion. Dado un objeto O, llamamos (O) a la cadena que codifica O en cierta
representacion, y dados objetos Oq,...,0O,, llamamos (O1,...,0,) a la cadena que codifica
(O1,...,0,). La MT comprobara la entrada y rechazara si no tiene un formato valido. La
salida podria escribirla como cadena al principio de la cinta.



Capitulo 4

Decidibilidad

Algunos lenguajes decidibles:

1. AccP™A = {(A,w) | el DFA A acepta la cadena w}.

Hay que simular A con entrada w.
2. Acc™M™ = {(A,w) | el NFA A acepta la cadena w}.
3. AccPPA = {(A,w) | el PDA A acepta la cadena w}.

4. Empty®™ := {(A) | el DFA A no acepta ninguna cadena}.

Hay que comprobar si existe algiin camino del estado inicial a algin estado final.

5. Empty™™ := {(A) | el NFA A no acepta ninguna cadena}.
Analogo.

6. Empty"P := {(A) | el PDA A no acepta ninguna cadena}.
Si L e DEC, L* € DEC.

4.1. Numeracion de Godel

La clase de las maquinas de Turing es numerable, y en particular lo es el conjunto de len-
guajes recursivamente enumerables. Demostracion: hay infinitas maquinas de Turing, todas
se pueden expresar como cadenas sobre un mismo alfabeto (describiendo los estados y sim-
bolos como cadenas de ciertos simbolos con un terminador) y el conjunto de estas cadenas es
numerable.

La numeracién de Goédel es una asociacion inyectiva de las cadenas de un cierto alfabeto
a los nimeros naturales, para lo cual se asigna un natural positivo ms a cada simbolo s del
alfabeto y, si p1,p2,... es la secuencia de todos los primos, una cadena w; - - - w,, se representa
como p;"wl -+ pn ™. Esta permite codificar proposiciones logicas o maquinas de Turing como
naturales. La codificacion y decodificacion son computables, es decir, existe una MT que
siempre termina y que puede codificar y decodificar nimeros de Gdodel.

wn



Todo conjunto A cumple |A| < [P(A)|. Demostracion: Claramente |A| < |P(A)]|, pero si
hubiera una biyeccion f: A — P(A),sean B:=={zx € A |z ¢ f(x)} e Y = f~1(B),siy € B,
y¢ fly)=DB#,ysiy ¢ B,y € f(y) = B#.

Existen lenguajes no recursivamente enumerables, pues el conjunto de lenguajes sobre un
alfabeto ¥ no vacio, P(X*), es no numerable y el conjunto de lenguajes recursivamente enu-
merables sobre ¥ es a lo mas numerable.

REG, CF, DEC y RE no son cerrados para subconjuntos, pues si L := 0" € REG C CF C
DEC C RE, L es numerable y por tanto P(L) no lo es, pero como RE es numerable existe
L' e P(L)\ RE.

4.2. La maquina de Turing universal

Existe una maquina de Turing universal I/ que permite simular cualquier maquina de
Turing, recibiendo una maquina de Turing M y una cadena w y aceptando si M acepta w,
rechazando si M rechaza w y no terminando en otro caso.

K = {{M,w) | la MT M acepta con entrada w} € RE \ DEC.

Demostracion: K € RE por ser el lenguaje enumerado por U. Si fuera K € DEC, sea H una
MT que decide K, existe D que decide {(M) | H rechaza (M, (M))}, pero entonces D acepta
D siy solo si H rechaza (D, (D)), siy solo si D no acepta (D)#.

Para un lenguaje L C ¥*, L,L € RE = L,L € DEC, pues se puede crear una maquina
que, dada su entrada, simule progresivamente pasos de maquinas que enumeren L y L hasta
que una termine y aceptar o rechazar segiin cual termine y con qué resultado.

Asi, RE no es cerrado para el complemento, pues K € RE y si fuera K € RE seria
K € DEC#. Tampoco lo es para la diferencia, pues de serlo lo seria para el complemento ya
que X* € RE.

Un lenguaje es co-recursivamente enumerable si su complementario es recursivamente
enumerable, y llamamos CO-RE a la clase de lenguajes co-recursivamente enumerables. En
particular DEC = RE N CO-RE. Un lenguaje es altamente indecidible si no es RE ni
CO-RE.



Capitulo 5

Reducibilidad

Una reduccién de un lenguaje L; C X7 a un lenguaje Ly C X5 es una f : 37 — X3 tal
que Yw € X7, (w € L1 < f(w) € Lz). Una MT M computa una funcion f : X7 — X3
si siempre termina y, para w € ¥j, M termina conteniendo en su cinta dnicamente f(w), y
entonces f es computable. Una mapping reduccién de L; C 37 a Ly C X3 es una reduccion
computable de L1 a Lo. Si existe decimos que L; se puede reducir a Lo, L1 <, Lo, v esta
relacién es claramente transitiva.

Equivalentemente, un oraculo para un lenguaje L es una caja negra que decide L, y un
lenguaje A se reduce a un lenguaje B si existe una MT con un oraculo de B que decide A.

Teoremas de reducibilidad:

1. Si A<, By A ¢ DEC entonces B ¢ DEC.

Si B € DEC, sean H una MT que decide B y F una que calcula una mapping reducciéon
de A a B, una MT que ejecuta F y luego ‘H decide A, luego A € DEC.

2. SiA<,, By A¢ RE entonces B ¢ RE.
Analogo.

Ejemplos:
1. Problema de la parada.

HALTMT = {(M,w) | M es una MT que para con entrada w} ¢ DEC.

Sea M’ una MT que ejecuta M, acepta si M acepta y entra en bucle infinito en otro
caso, (M, w) — (M’ w) es una mapping reduccion de K a HALTMT y K ¢ DEC.
2. EMPTYM? := {{M) | M es una MT que no acepta ninguna cadena} ¢ DEC.

Dadas una MT M y una cadena w, definimos M,, como una méquina que comprueba
si la entrada es w, rechaza si no lo es y ejecuta M, de modo que

{w}, w e L(M);

0, en otro caso,

L(Mw) = {



v (M, w) — (M) es una mapping reduccion de K a EMPTYM? con lo que EMPTYM? ¢
DEC y por tanto EMPTYMT ¢ DEC.

3. Pass = {(M,w,q) | M es una MT que, con entrada w, pasa por el estado g} ¢ DEC.

(M,w) = (M, w,qy), donde gy es el estado final de M, es una mapping reduccion de
K a Pass, pues si M acepta w, pasa por gy cuando tiene entrada w, y si no la acepta es
porque no pasa por ¢f.

L € RE es completo para RE si todo L' € RE se puede reducir a L. Entonces:

1. K es completo en RE.

Dado L € RE, sea M una maquina que enumera L, (w) — (M, w) es una mapping
reducciéon de L a K.

2. Si L es completo en RE y L' € RE cumple L <, L', L’ es completo en RE.

Una propiedad de los lenguajes recursivamente enumerables es una proposicién cuya tnica
variable libre se refiere a un lenguaje en RE, y se puede identificar con la subclase de los
lenguajes en RE que cumplen la propiedad. Es trivial si es ) o RE. Asi, REG, CF, DEC y
{L es finito} son propiedades no triviales.

Teorema de Rice: Para una propiedad P de RE no trivial,

Lp:={{M)| M es una MT con L(M) € P} ¢ DEC.

Demostracion: Supongamos Lp € DEC, con lo que existe Mp que decide Lp. Como P es
no trivial, existen Ly € Lp y Ly € RE \ Lp, y podemos tomar que uno de los dos sea 0. Si
Ly =0, sea My, una MT que enumera L, para cada MT M y cada cadena w, definimos M,,
como una MT que, ante una entrada z, ejecuta M con entrada w, entra en bucle infinito si
M rechaza, y en otro caso ejecuta My, con entrada x y devuelve el resultado de esta tltima
maquina. Entonces

Ll, w e L(M),

(),  en otro caso,

L(Mw> = {

luego (M, w) — (M,,) es una mapping reduccion de K a Lp y basta aplicar el primer teorema
de reducibilidad. Si Ly = ) por este argumento RE \ Lp ¢ DEC y por tanto Lp ¢ DEC.

Un lenguaje es indecidible si no es RE, pero existen grados de indecidibilidad segun
los oraculos que hacen falta para poder enumerarlo.



Capitulo 6
Complejidad en tiempo

Una MT M que termina siempre tiene tiempo de ejecucién o complejidad en tiempo
t: N — N dada por t(n) = méx,ex»{n° de pasos que M ejecuta con entrada w}, donde cada
paso es una regla de transicion.

Dadas f,g : N — R=% f(n) es O grande de g(n), del orden de magnitud de g(n) o
g(n) es un limite superior asintético para f(n), f(n) = O(g(n)), si Je,ng € N : ¥n >
ng, (n) < cg(n). Casi nunca necesitamos conocer la complejidad en tiempo de un algoritmo
con precision, sino que basta conocer su orden de magnitud. Hay una jerarquia de 6rdenes
O(1) € O(logn) € O(n) € O(nlogn) C O(n?) C O(n3) C --- C O(2") C O(n"), y siempre
que sea posible, al especificar el orden de magnitud de una funcién, elegiremos el méas pequeno.

Parat : N — R2°, llamamos clase de complejidad TIME(%(n)) a la clase de los lenguajes
decidibles por una MT con complejidad en tiempo O(¢(n)). Esta magnitud se refiere al lenguaje
o problema, no a un algoritmo concreto. En general, la clase de complejidad de un problema
depende del modelo de computaciéon usado, aun para modelos equivalentes. Este orden no
difiere mucho entre modelos deterministas, pero si entre un modelo determinista y uno no
determinista.

Como teorema, si una k-MT tiene tiempo de ejecucion O(t(n)) con t(n) > n, existe una
MT equivalente con tiempo de ejecuciéon O(t(n)?). Demostracién: En la demostracion de que
k-MT = MT, para simular una k-MT con una MT, recorriamos la cinta para darle el formato
correcto (O(n)) y, en cada paso de la k-MT, recorrfamos la cinta 2 veces, primero para saber qué
transicion aplicar y luego para aplicarla, actualizando el contenido de las celdas y las posiciones
de los cursores. Cada cinta tiene tamafio como mucho O(méax{t(n),n}) = O(t(n)), pues en cada
transicion se anade como mucho un caracter en cada cinta, con lo que los recorridos son O(t(n))
y, como se hacen O(t(n)) de estos, el tiempo total es O(t(n)?).

Una MTND es un decisor si, para toda cadena de entrada, todas sus secuencias de ejecuciéon
son finitas. Una MTND N que es un decisor tiene tiempo de ejecucién o complejidad en
tiempo f: N — Nsi f(n) es el maximo numero de pasos que ejecuta A en cualquiera de sus
ramas para cualquier entrada de longitud n.

Como teorema, si una MTND tiene tiempo de ejecucion O(f(n)) con f(n) > n, existe
una MT equivalente con tiempo de ejecucion 2°(/(") Demostraciéon: En la demostracion
de que MTND = 3-MT, se calculan cada uno de los nodos haciendo biisqueda en anchura,
pero como sabemos que todas las ramas terminan, podemos hacer busqueda en profundidad



y solo detenernos al llegar a una hoja. Si hay hasta m pasos, hay como mucho ¢" hojas
y calcular cada una requiere una copia O(n) y simular mc™ transiciones, mas una canti-
dad de transiciones asintéticamente menor para llevar cuenta del backtracking y para evitar
la interferencia entre una simulacion y la siguiente, por lo que el total de transiciones es
como mucho O(n + mc™) = O(n + f(n)c/™) = O(f(n)cf/M) = O(2ls2 F(M+F(n)logz ¢y —
20 (logs f(n)+f(n)log; c) — 90(f(n)) v por el teorema anterior, al simular esto en un MT el orden
maximo es (20/(M))2 = 202/ (n)) — 90(f(n))

Notese que 29U/ (™) no es lo mismo que O(2/(™), pues por ejemplo 3™ # O(2") porque para
cualesquiera c,ng € N existe n > ng tal que 3" > 2"¢, sin més que tomar n > log% ¢, pero
3n — 9log, 3" _ onlogy 3 _ 20(n)



Capitulo 7

Py NP

Un problema es tratable si se puede resolver de forma suficientemente eficiente, y es in-
tratable si se puede resolver pero no lo suficientemente rapido como para que la solucién sea
préactica.

7.1. La clase P

Un lenguaje es decidible en tiempo polindmico si esta en

P = J TIME(n").
k

Los problemas en esta clase se consideran tratables, y el resto intratables. Asi, son intratables
los problemas con orden de complejidad exponencial, que suelen corresponder a busqueda
exhaustiva o por fuerza bruta del espacio de busqueda, y que solo se pueden resolver de forma
general en casos sencillos. Realmente, si un problema en TIME(n*) es tratable depende de k
y de la aplicacion particular, pero la distincién entre tiempo polinémico y exponencial es tutil
en la practica.

Una funcién polinémica o computable en tiempo polinémico es una que una MT
puede computar con complejidad en tiempo polinémica.

P no es afectada significativamente por las particularidades del modelo de computacion,
y de hecho es igual para una MT, una k-MT y un ordenador tipico (extendido para que sea
Turing-completo). Sin embargo, si es afectada por la representacion del problema, pues aunque
casi todas las representaciones son equivalentes a este respecto, no todas lo son.

Una representaciéon es razonable si existe una funcién polinémica con inversa polinémica
para codificar objetos hacia una representaciéon internaE] Las formas que hemos usado para
representar automatas, grafos, etc. son razonables, pero no lo es la representacion unaria de
nimeros, pues es exponencialmente mas larga que una representacién en base 2 o mas que si
es razonable.

IEsto es asi pese a que no hemos definido «representaciéon interna» y en principio esta depende de la
implementacién del algoritmo.



Entrada: Gramatica G = (V, X, R, S) en forma normal de Chomsky y cadena
wy Wy, € 2.
Salida: Acepta si w € L(G), rechaza en otro caso.
si w = € entonces
si § — ¢ € R entonces aceptar;
L siné rechazar;

T+ {((4,9),0) h<i<j<n ; // T(i,j) contiene las variables que generan w; - - - w;.
para i < 1 a n hacer
L para A € V con A — w; € R hacer anadir A a T'(i,1);

para l < 2 a n hacer
parai=1an—1[+ 1 hacer
j—i+1-1;
para k <+ i a j— 1 hacer
para A — BC € R hacer
L L siBeT(i,k) yCeT(k+1,j) entonces afiadir A a T'(i,j);

si S € T(1,n) entonces aceptar;

siné rechazar;
Algoritmo 3: Algoritmo CYK de programaciéon dinamica para establecer si una cadena
estd en un cierto lenguaje libre de contexto en tiempo polinémico.

Estan en P:
1. La suma, resta saturada, producto, cociente entero y resto de niimeros naturales.

2. RELPRIM := {(z,y) | z,y € N son primos relativos}.

Una forma de comprobarlo es usar el algoritmo de Euclides para ver que ged{z,y} = 1,
repitiendo (z,y) < (y,x méd y) hasta que y = 0. La operaciéon més cara en un paso es
el modulo, y basta ver que el niimero de pasos es polinémico respecto al tamano de
la entrada, para lo que vemos que, excluyendo el primer paso, cada 2 pasos x se divide
al menos por la mitad. En efecto, tras el primer paso x > y, de modo que si § > y,
rmédy <y < §,ysi§ <y, zxmédy =z —y <3, pero x méd y serd el valor de y en

un paso y de x en dos.

3. PATH = {(G, s,t) | G es un grafo dirigido con un camino de s a t}.

Se anade el nodo s a una lista F. Mientras haya un nodo n en F, se elimina de n, se
anade a C, se recorren los arcos anadiendo a F' los que parten de n y van a un nodo que
no esta C'. Se acepta si y solo si al final ¢ esta en C.

4. 4-CLIQUE = {(G) | G es un grafo no dirigido con una 4-clique}. Una k-clique es un
subgrafo completo con k£ nodos.

. . !
Si G tiene menos de 4 nodos, rechaza. En otro caso se enumeran las (Z) = m = O(n%)
combinaciones de 4 nodos y, para cada una, se comprueba si todos los pares de nodos

estan en el grafo.



5. EULCYCLE := {(G) | G es un grafo dirigido con un ciclo euleriano}. Un camino eule-
riano es uno que pasa por todas las aristas exactamente una vez.

Un teorema de Euler dice que un grafo dirigido G tiene un ciclo euleriano si y so6lo si
existe un camino entre cada par de vértices y todos los vértices tienen grado entrante
igual a su grado saliente. Ver que hay un camino entre cada par de vértices es polinémico
por serlo PATH y el ntumero de pares de vértices, y ver que todos los vértices tienen grado
entrante y saliente iguales también.

6. 2-COLOR = {(G) | G es un grafo no dirigido bipartito}.

7. Todo L € CF.
Algoritmo [3]

P es cerrada para unioén, interseccién, complemento, concatenaciéon y clausura. Demostracion:
La unién, interseccién y clausura son triviales. Respecto a la concatenacion L Lo, para cada
particion de la entrada en 2 partes, posiblemente vacias, se decide L en la primera y Lo en la
segunda. Para ver que, si L € P, L* € P, hacemos lo siguiente: Para una entrada wy - - - wy,, si
n = 0, acepta. En otro caso se usa una programacion dindmica con una tabla T'(i, j) en la que,
paral <i¢ < j<n,T(i,j)indicasiw;---w; € L*. Paral de 1 an, paraide 1l an—1+1, sea
j=1i+1—1,siw;---w; € L, se marca T(4, ), y de lo contrario, para k de ¢ a j — 1, si estan
marcadas T'(i, k) y T'(k + 1, ), se marca T'(, j). Finalmente se acepta o rechaza segun 7'(1,n)
esté marcada o no. En total se hacen O(n?) consultas a T'y O(n?) ejecuciones de la maquina
que decide L.

7.2. La clase NP

Dada una clase C de problemas que una MT puede solucionar con un cierto orden de
complejidad en tiempo, llamamos N'C a la clase de problemas que una MTND puede solucionar
en dicho orden de complejidad.

Asi, un lenguaje es NTIME(f(n)) si existe una MTND que lo decide con complejidad en
tiempo O(f(n), y

NP =| JNTIME(n").
k

Un verificador para un lenguaje L es un algoritmo V tal que L = {w | 3¢ : V acepta (w, c)}.
Un lenguaje L es NP si y solo si tiene un verificador que se ejecuta en tiempo O(|w|*) para
algin k.

=] Sea M una MTND que decide L en tiempo polinémico, definimos un verificador que,
ante una entrada (w,c), simula M tratando ¢ como una secuencia con la opcion que
toma M en cada paso, y que acepta o rechaza segin lo haga M con estas elecciones.

<= Sea V el verificador en tiempo O(|w|¥), por definicién existen m,c € N tales que, para
toda cadena w, V se ejecuta en tiempo méximo t(w) = mdx{m, cjw|*}. Definimos una
MTND que, ante una entrada w, elige de forma no determinista una cadena c de longitud
méxima ¢(w), ejecuta V sobre (w,c) y acepta o rechaza segin lo haga V.

NP es cerrada para la union, interseccion, concatenacion y clausura. Se desconoce si es
cerrada para el complemento o no. P y A'P no son cerradas para subconjuntos.



P C NP, pero es un problema abierto si 7 = NP o no. La mayorfa de investigadores
consideran que P # NP porque se han invertido muchos recursos en encontrar algoritmos en
tiempo polinémico para ciertos problemas y no se han encontrado, y aunque se ha intentado
probar la existencia de algoritmos en /P que no estan en P, no se han invertido tantos recursos
porque el incentivo econémico de probar algo que casi se da por hecho es relativamente bajo.

Un problema tiene tiempo pseudo-polinémico si su entrada es una cantidad fija de
ntmeros y existe un algoritmo que lo resuelve en tiempo polinémico respecto a estos niimeros
pero no respecto a la longitud de la entrada.

PRIME, el conjunto de niimeros primos, es NP y pseudo-polinémico, pues un algoritmo
para decidir si n € PRIME es comprobar si es divisible por algin nimero entre 2 y n — 1,
haciendo n — 2 divisiones. En 2002, los autores indios Agarwal, Kayal y Saxena encontraron un
algoritmo que decide PRIME en tiempo polinémico, el AKS primality test, probando que
PRIME € P. Este algoritmo no es constructivo; no encuentra factores primos de un nimero
compuesto.



Capitulo 8

Problemas N P-completos

Una reduccién de tiempo polinémico de un lenguaje L a otro L’ es una funcién poli-
noémica f: ¥* — ¥* tal que, para w € ¥*, w € L <= f(w) € L’. Si existe decimos que L se
puede reducir polinémicamente o se polireduce a L', L <, L’. Claramente si L <, L' y
L' € P entonces Le P, ysi L <, L'y L € NP entonces L € N'P.

Un lenguaje L es N'P-duro si cualquier lenguaje NP se polireduce a L, y es N'P-completo
si es N'P-duro y N'P. P = NP si y sélo si algtin lenguaje NP-completo esta en P.

= | Por la existencia de lenguajes N'P-completos, que vamos a ver.
<= ] En tal caso todo lenguaje en N'P se polireduce a él y por tanto también esta en P.

Tercer teorema de reducibilidad: Si L <, L' y L es N'P-completo entonces L' es NP-
completo.

8.1. El problema SAT

Una proposicién o formula booleana es una variable o proposiciéon atémica (dada
por una secuencia de letras), una conjuncion (a Ab), una disyunciéon (aVb) o una negacion
(—a), donde a y b son proposiciones. Podemos reducir la cantidad de paréntesis entendiendo que
la negacion tiene precedencia sobre la disyuncién y la conjuncién y que estas son asociativas
por la izquierda.

Una asignacion de valores es una funcion que a cada variable de una cierta proposicion
le asigna un valor de verdad, «verdadero» o «falso». Dada una asignacion de valores, el valor
de verdad de (a A b) es verdadero si lo es el de a y el de by falso en otro caso; el de (a V b) es
falso silo es el de a y el de b y verdadero en otro caso, y el de (—a) es verdadero si y sdlo si el
de a es falso, usando siempre la misma asignacion.

Una proposicion es satisfacible si existe una asignacion de valores que le asigna verdadero.
Definimos

SAT := SATy := SATLp = {(®) | D es una férmula booleana satisfacible}.

Sean N = (Q, X, T, 4, qo, gr) una MNTD en tiempo polinémico y m, ¢, k € N* tales que, para
una entrada de tamaifio n, N se ejecuta en no mas de t(n) == max{m, cn*} pasos, un tablén



de calculo para N es una matriz en My,)11(Q UT) en que cada fila es una configuracion de
N que se sigue de la anterior, siendo la primera una configuracién inicial. Las configuraciones
se representan como las primeras ¢(n) posiciones de la cinta con el estado de la maquina justo
a la izquierda de la posicién donde esté el cursor.

Para i € {1,...,t(n)} y j € {1,...,t(n) + 1}, la ventana (i,7) de un tablon (a;;) es la
submatriz 2 x 3 (apq)zzggffljﬂ, donde ayo = ap y(n)+2 = # ¢ Q UT. Una ventana legal es
una matriz en May3(Q UT U {#}) que puede ser ventana de un tablon de calculo de N sin
restringirlo a que la primera fila sea una configuracién inicial.

Teorema de Cook-Levin: SAT es N'P-completo. Demostraciéon: SAT € NP, pues su
numero de variables es menor que la longitud y por tanto decidir una asignacién de forma no
determinista tiene tiempo polinémico, y el niimero de evaluaciones a realizar para determinar
el valor de verdad es una por cada simbolo u operador y cada una se hace tiempo polinémico.
Sea ahora A € NP, y queremos ver que A <, SAT. Sea N = (Q,%,T,9, qo, gr) una MTND
que decide A en tiempo polinémico, para w € ¥* si N tiene un tablén con entrada w que
contiene g¢ entonces w = wi---w, € A, y el reciproco se cumple siempre que después de
gs se pueda seguir hasta completar las t(n) derivaciones, lo que podemos modelar con una
transicion adicional (g¢, a,R) € 0(g, a) para cada a € T'. Entonces basta encontrar una férmula
booleana computable en tiempo polindémico respecto a n cuya satisfacibilidad equivalga a la
existencia de un tablén de N con entrada w que contenga a g¢. Si C':= QUT, la féormula tendra
t(n)?|C| variables {xijs}ﬁgjgt(n)v donde xz;;, indica que el tablon contiene s en la posicion
(4,7). Queremos que la primera fila contenga la entrada,

(I)start = T11qo A T12w, A T13w, ANREEA T1,n+1,w, A T1,n+2,B ARERNAN L1,t(n)+1,B-

(baccept = \/

1<, <t(n)+1

Tiene que aparecer g,

Lijge-

Cada celda debe contener uno y solo un valor,

q)cell =

A

1<i,j<t(n)+1

\/ Tijs N /\ (—Tijs V ~Tije)
seC s,teC

s#t
Finalmente queremos ver que, si una fila es una configuracién valida, la siguiente también lo
es y se sigue de ella. Si esto es asi, todas las ventanas entre las dos filas seran legales. Ahora
bien, las ventanas legales son las siguientes, donde a,b,c,d €T, e e TU{#} y q,r € Q:

Con esto es claro que, si todas las ventanas entre dos filas son legales, los «#» a los lados
se conservan y, si una fila tiene una tnica celda de estado, la siguiente tendra una tnica que

(a b ¢ (# b ¢ (a b # )

la b c|’ # b c]’ la b #]|’

(a ¢ e _q a e e q a € q .
ol Bed v Lol cemesao
[q a e (¢ q a (e ¢ q e d

-c b 6} ) -r C b} ) -e r C} ) {e r] 3 (r7b7 L) e 5(q7 a)'



estaré a la izquierda o a la derecha, la transicion estara en § y los simbolos que no participan
de la transiciéon quedaran igual. Como hay un ntmero finito de ventanas legales y estas solo
dependen de N, la formula que buscamos es

(I)move = /\ \/ (mi,j—l,a A Tijb AN .ri7j+17c/\ )

ATit1,5-1,d N Tit1,j,e N Tip1 41
1<i<t(n) “ i+1,j—-1,d i+1,5,e i+1,5+1,f
d

C
1<<t(n)+1 f] ventana legal

eliminando de la conjuncion interior las variables 4 0 T; ¢(n)42,4 (que no estan definidas
y siempre son ciertas) y de la disyuncion las ventanas para las que hay Tios 0 @ ¢(n)42,s CON
s # # o x4 con j # 0,t(n) + 2 (que no estan definidas y siempre son falsas). Asi, finalmente
la formula es

O = (I)start A (I)accept A q)cell A CI)movew

Si t(n) = O(nk), ®gar tiene O(n*) apariciones de variables (una por columna), ®accept tiene
O(n?) (una por celda), ®op tiene O(n?*) (C? por celda) y ®pove tiene O(n2*) (hasta 6 por
ventana legal y ventana, el nimero de ventanas legales es fijo y hay menos ventanas que celdas),
por lo que ® tiene tamafo O(n2*) y, para N fijo, generarla a partir de w es sistematico, con lo
que P se genera en tiempo polinémico. La demostracion vista en claseEI asume que la cota de
tiempo siempre es de la forma n* — 3, pese a que para valores pequefios de n esto es imposible;
anade una columna llena de # a cada lado del tablén y dos filas al final inttiles para que este
tenga tamafio n* x n* afladiendo dos proposiciones atémicas a @y, para establecerlas a #
y que se propaguen al resto y extendiendo el resto de proposiciones a estas nuevas columnas y
filas y al hecho de que ahora C'= Q UT U {#}, y llama proposiciones solo a las proposiciones
atOmicas.

Este teorema lo descubrieron Stephen Cook y Leonid Levin en los 70, siendo la primera vez
que se descubre que un lenguaje es N'P-completo.

Un literal es una variable o su negaciéon. Una clausula es una disyuncién de uno o més
literales. Una féormula booleana estia en forma normal conjuntiva si es una conjunciéon de
una o mas clausulas, y esta en forma normal 3-conjuntiva si ademas estas clausulas tienen
un maximo de 3 literales.

Llamando SATcnr al conjunto de formulas satisfacibles en forma normal conjuntiva y
SAT3 onr al de formulas satisfacibles en forma normal 3-conjuntiva, SAT3 cnp € SATenry C
SAT, v SAT3.cnrF ¥y SATcenE son N'P-completos. Sin embargo, SATs cnF, €l conjunto de for-
mulas satisfacibles en forma normal conjuntiva con a lo sumo 2 literales en cada clausula, esta
en P.

SAT;, el conjunto de formulas satisfacibles en l6gica de primer orden, es indecidible, y
esto es més o menos lo que probaron Alonzo Church y Alan Turing en sus papers sobre el
Entscheidungsproblem en 1936.

1La cual hay que saberse pese a que es incorrecta porque hacen preguntas sobre ella.



8.2. Otros lenguajes N'P-completos

Son NP-completos:
1. CLIQUE := {(G, k) | G es grafo no dirigido con k-clique}.

Primero vemos que esta en N'P. El verificador recibe la lista de k£ nodos de la clique, de
tamano claramente proporcional al grafo. Si tiene algiin nodo que no esta en el grafo, o
méas o menos de k nodos, rechaza. Para cada par de nodos en la clique, si el par no es un
arco del grafo, rechaza. En otro caso acepta.

Veamos que SAT3 ¢ <, CLIQUE. Dada una férmula @, si algtn literal de ® tiene
menos de 3 literales, lo completamos repitiendo uno de ellos. Sea la féormula resultante
(l11ViiaVIiz) A - A(lg1 Viga Vigs), definimos el grafo Go = (V, E) como V = {(4, j) }E{E;f
y E = {{(a,b), (¢, d)} }1<a<e<hk,1<b,d<3,lny £ —loa,~lop£leq, Y P €s satisfacible siy solo si Go
tiene una k-clique.

— ] Dada una asignacion de valores que hace a ® verdadera, para i € {1,...,k}, existe
al menos un n; tal que l;,, es verdadero, y como obviamente ningan [;,,, es negaciéon
de otro, {(i,n;)}¥_, forma una k-clique.

<= Como ningan (¢,7) conecta con un (i, k), la k-clique esta formada por elementos
correspondientes a literales de clausulas distintas, sin que uno sea la negacién de
otro, por lo que es posible construir una asignaciéon de verdad que haga verdaderos
a los literales de la k-clique y por tanto a ®.

La funcion de conversion de (@) a (Gg, k) es claramente polinomica.

2. HAMPATH = {(G, s,t) | G es un grafo dirigido con camino hamiltoniano de s a ¢}. Un
camino hamiltoniano es uno que pasa por todos los vértices exactamente una vez.

Primero vemos que es AN'P. El verificador recibe el grafo y el camino hamiltoniano, cuyo
tamano es claramente polindémico respecto al del grafo. Marca los vértices de dicho ca-
mino, rechazando si encuentra un vértice que ya ha sido marcado. Si queda algin vértice
sin marcar, rechaza. Para cada arco del camino, si el arco no esta en el grafo, rechaza.
Finalmente, acepta si el camino empieza por s y termina por t y rechaza en otro caso.

Veamos que SAT5. ¢ <, HAMPATH. Sean ® una formula 3-CNF con proposiciones
{p1,...,pm} distintas y clausulas k1 A --- A ky,, que podemos considerar de 3 elementos
cada una. Creamos un grafo dirigido G¢ = (V, E), donde

. je{l,...,3n+3
Vi={ai}imo U {b Hell ot U {e ey,

E ={(ai—1,bi1), (@i—1,bi,3n+3), (bi1, a;), (bi 3n43, a;) iz U

je{1,....3n42
U{(bijabi,j+1)7(bi,j+1abij)}zee.§1,_,mf U
U{(bi,355 ) (€55 bi341) Yoe 1 omy g d,. myY

—p; aparece en k;

U {(bi73j+1’ Cj)’ (Cj’ biv?’j)}iE{l,..4,7rL},j€{1,.4.,n}'

d es satisfacible si y s6lo si G tiene un camino hamiltoniano de ag a a.,.



= | Tomamos una asignacion de valores que haga verdadera a ® y, para cada k;, elegimos
un literal en k; que valga verdadero. Para construir el camino, primero, para i de 1 a
m, si p; es verdadero, recorremos a;_1, b;1, bi2, . . ., b 3n+3, a;, y si es falso, recorremos
@;i—1, b5 3043, b5 3ny2, - . -, bi1, a;. Entonces, para cada kj, si el literal elegido de k; es
de la forma p;, cambiamos el eje (b; 35, b; 35+1) del camino por (b; 35,¢;), (¢;,bi3j+1),
y si es de la forma —p;, cambiamos (b; 3j+1,b:3;) por (b 3j+1,¢5), (¢j,bi35)-

<= ] Parai € {1,...,m}, el camino debe ir de a;_; bien a b;; 0 a b; 3n+3. En el primer caso
le asignamos verdadero a p;, y en el segundo le asignamos falso. Para j € {1,...,n},
si el nodo anterior a c; en el camino es de la forma b; 35, queremos ver que el siguiente
es b; 35+1. No puede ser b; 3; porque ya ha aparecido, por lo que bien es b; 3541 0
un nodo by, 3; 0 by 3541 con p # 4. Si fuera lo segundo, el nodo anterior a b; 3541 no
puede ser ¢; porque este ya es anterior a by 3; 0 by 3541, por lo que debe ser b; 3542,
pero entonces de los sucesores a b; 341 (bs,35, bi3j42 y posiblemente ¢;) ninguno
puede ser el siguiente a este.# Por tanto el siguiente a c; en el camino es b; 354 1.
La otra alternativa es que el nodo anterior a c; sea de la forma b; 3541, con lo que
el siguiente es b; 3; por un argumento analogo. Entonces, para un mismo i, los b;;
se recorren con j siempre ascendente o siempre descendente. En el primer caso el
anterior a b;; es a;,—1 y p; es verdadero, y como k; contiene a p; ya que (b; 35,¢;) € E,
la asignacion hace a k; verdadera. En el segundo, el anterior a b; 3,43 €s a;—1 y p;
es falso, y como k; contiene a —p; ya que (b; 3,41,¢;) € E, la asignacion hace a k;
verdadera.

La funciéon de conversion de (@) a (Gg,ag, anm) es claramente polinomica.

. HAMCYCLE := {(G) | G es un grafo dirigido con un ciclo hamiltoniano}.
Claramente es AP, pues basta tomar un nodo s de G arbitrario y decidir si (G, s, s) €
HAMPATH. Veamos ahora que HAMPATH <, HAMCYCLE. Sean G = (V, E) un grafo
dirigido, a,b € V' y G' = (V',E’) un grafo dirigido dado por V' := V U {d/,0'} ¥
E' =EU{(d0b), [, d),(a,a)}. Entonces G tiene un camino hamiltoniano de a a b si y
s6lo si G’ tiene un ciclo hamiltoniano.

= | Concatenamos al camino hamiltoniano de a a b el camino bb'd’a.

<= El ciclo hamiltoniano debe contener el subcamino bb’'a’a por ser esta la tnica forma
que pase por b’ y a’. Entonces, tomando el ciclo empezando por a, este debe acabar
por dicho subcamino, y eliminando esta parte nos queda un camino de a a b en G
que pasa por todos los nodos en V.

La funciéon de conversion de (G, a,b) a (G') es claramente polinomica.

. UHAMCYCLE := {(G) | G es un grafo no dirigido con un ciclo hamiltoniano}.

Claramente es NP, pues equivale a decidir HAMCYCLE sobre un grafo dirigido cuyos
nodos son los de G y cuyos arcos son (a,b) y (b, a) para cada eje {a,b} de G. Para ver que
es N'P-completo, vemos que HAMCYCLE <, UHAMCYCLE. Dado un grafo dirigido
G = (V, E), definimos un grafo no dirigido G’ := (V’, E’) dado por

V' i={(v,0), (v,1), (v,2) }rev,
E" = {{(v,0), (v,1)},{(v,1), (v,2)} }vev U {{(©,2), (v,0)} }(uw,0)cE>



y G tiene un ciclo hamiltoniano si y solo si lo tiene G'.

=] Sea uy - - - upu; un ciclo hamiltoniano en G,
(uh O)(uh 1)(u17 2) T (um 0)(un7 1)(um 2)(u1, 0)

es uno en G’.

<=1 Si V' es vacio, V también y hemos terminado. En otro caso, dado un ciclo hamilto-
niano de G’ y un nodo de este de la forma (ug, 1), podemos suponer que el anterior es
(u1,0) y el siguiente es (u1,2), pues en otro caso ocurre al revés y damos la vuelta al
ciclo. Vemos por induccién que, para k € {1,...,n}, el ciclo contiene un subcamino
de la forma (u1,0)(u1,1)(u1,2) - - (ug,0)(ug, 1)(ug, 2), pues entonces en particular
esto ocurre para k = n y uj - - - u,u; es un ciclo hamiltoniano en G. Para k =1 ya
lo hemos visto. Para k > 1, probado esto para k — 1, por construccién el elemento
siguiente a (ug_1,2) es de la forma (ug,0). El elemento anterior a (uy,1) debe ser
(uk, 0) ya que de lo contrario seria (ug,2) y el siguiente seria (ug,0), pero (ux,0) ya
es el siguiente de (ux_1,2)#. Por tanto a (ug,0) le siguen (ug, 1) y luego (ug,2).

Claramente la funcién de conversion de (G) a (G’) es polindmica.

. COLOR = {(G, k) | G es un grafo no dirigido k-coloreable}. Un grafo no dirigido G =
(V, E) es k-coloreable si existe una funcion f: V — {1,...,k} tal que f(u) # f(v) para
{u,v} € E, en cuyo caso f es un coloreado de G. En particular un grafo es bipartito si
es 2-coloreable.

. El TSP (Traveling Salesman Problem) counsiste en encontrar el ciclo hamiltoniano
de peso minimo en un grafo no dirigido completo con pesos. La versiéon de decisién es
TSP-DEC, formado por los pares (G, k) donde G es un grafo no dirigido completo con
pesos en N con un ciclo hamiltoniano de coste no mayor a k € N, y es N'P-completo.

TSP-DEC € NP, pues basta tomar un nodo cualquiera del grafo y marcarlo, tomar de
forma no determinista otro nodo que no esté marcado y marcarlo, y asi hasta marcar
todos los nodos, formando asi un ciclo, sumar el coste de todos los ejes del ciclo, rechazar
si la suma es mayor a k y aceptar en otro caso. Para ver que es A'P-completo vemos que
UHAMCYCLE <, TSP-DEC. Dado un grafo no dirigido G = (V, E), definimos un grafo
no dirigido con pesos G’ = (V, E’,w) donde E’ es tal que (V, E’) es completo y

1, eeF;

wie) = {2, edE.

Claramente la funcion de conversion de (G) a (G', |V|) es polinémica, y queda ver que G
tiene un ciclo hamiltoniano si y s6lo si G’ tiene uno con peso no mayor que |V|.

— ] Tomamos el mismo ciclo, y como sus |V| aristas estan en G, su peso es |V].

<= Un ciclo hamiltoniano en G’ tiene |V| aristas y su peso es pues |V| més el namero
de aristas en el ciclo fuera de E, por lo que si el ciclo tiene peso no mayor que |V|,
no puede tener aristas fuera de E y por tanto esta en G.



7. SUBSET-SUM := {(S,t) | S es una lista de naturales con una subsecuencia que suma t}.

Estd en NP, y un verificador toma una asignacién de qué elementos de la lista se toman
y cuales no, suma los que se toman y compara. Para ver que es N"P-completo vemos que
SATs.cnr <p SUBSET-SUM. Dada una férmula ® con variables pq,...,p,, distintas y
clausulas k1 A - - - Ak, que podemos considerar con 3 literales cada una, tomamos la lista
S = (Y0, 205+ -+ » Yrn—1s Zm—1,90, R0y « -+ y -1, An—1), donde y; es la suma de 10" mas
107 por cada k; con el literal p;, z; es la suma de 10"** mas 107 por cada k; con el literal
“piy g =hj =10,y t:= ZZ_OI 107+t 4 32?:_01 107. Notese que para cada posicion
decimal, una suma de elementos de S no incluye mas de 5 sumandos con ese digito no
nulo, por lo que nunca hay llevadas. Entonces ® es satisfacible si y sélo si alguna sublista
de S suma t.

—> | Dada una asignacion de valores de los p;, tomamos los y; con p; verdadero y los
z; con p; falso. Entonces las posiciones decimales de n a n+m — 1 valen 1, y las
posiciones j € {0,...,n—1} valen de 1 a 3 ya que la clausula k; contiene entre 1y 3
literales verdaderos que tendran el digito correspondiente en y; o z; a 1. Anadiendo
elementos g; o h; se llega a t.

<= ] Para cada i, exactamente uno de entre y; o z; se toma, lo que nos da una asignacion
de valores con p; a verdadero si se toma y; o a falso si se toma z;, y queda ver que
esta hace a ® verdadera. Para cada clausula k;, el digito j es 3 y se han tomado
entre 0 y 2 de g; y hj, por lo que al menos uno de los y; y z; que se han tomado
tiene un 1 en la posicién j. Si lo tiene un y;, k; contiene el literal p; al que se ha
asignado verdadero, y si lo tiene un z;, k; contiene el literal —p; habiendo asignado
falso a p;.

La funcion de conversion de (@) a (S, t) es polinomica. En efecto, la longitud de ¢ es como
mucho proporcional a la de ®, como lo es la de cada elemento de S y la longitud de S,
y las operaciones usadas se calculan en tiempo polinémico salvo la exponenciacién, pero
calcular las potencias de 10 corresponde a multiplicar por 10 n + m — 1 veces, pudiendo
hacer cada multiplicacion en tiempo proporcional a la longitud de los factores, la cual es
como mucho proporcional a n +m — 1.

8. VERTEX-COVER = {(G,k) | G es un grafo no dirigido con una k-cobertura}. Una k-
cobertura de un grafo no dirigido es un conjunto de k£ nodos tales que toda arista
contiene uno de esos nodos.

Para ver que es N'P: si G tiene menos de k nodos, rechaza; se eligen k nodos de forma
no determinista y, si alguna arista no contiene un nodo de los seleccionados, rechaza; en
otro caso acepta. Ahora vemos que SAT3 cnr < VERTEX-COVER. Dada una formula
3-CNF @ con variables p1, . .., p,, distintas y clausulas (I11 Viia Vi) A - A(ln1 Vina Vins),
definimos un grafo no dirigido G¢ = (V, E) con

Vo={yi, zi ity Udaji, ajo, a53})—q,
E={{y, zi}};2 U{{aj1, aja}, {aj2, aj3}, {a;3, a1 1} U
U Hajk, it he=p: U Haje: zit i =pi-

O es satisfacible si y solo si G tiene una (m + 2n)-cobertura.



=]

Dada una asignacion de valores que hace a ® verdadera, la cobertura esta formada
por los y; con p; verdadero, los z; con p; falso y, para j € {1,...,n}, los a;; salvo
uno con el correspondiente ;5 verdadero. Las aristas {y;, z;} y las {a;p, a4} quedan
claramente cubiertas, y las de la forma {a;r,y;} o {a;k, 2} quedan cubiertas por
aji, si este estd en la cobertura o por el otro nodo si no lo esta, pues en tal caso [,
es verdadero y, si [ = p;, el otro nodo es y; que esté seleccionado, y si l;; = —p; el
otro nodo es z; que esta seleccionado.

Para i € {1,...,m} la cobertura debe tener a y; o a z; para cubrir {y;, z;}, y para
j €{1,...,n} debe tener dos de los a;; para cubrir todos los {a;p, a;,}. Ya llevamos
m + 2n nodos, por lo que no se cubren mas. Tomamos la asignaciéon de valores con
p; a verdadero si la cobertura contiene a y; o a falso si contiene a z;, y entonces ®
es verdadera porque, para cada j € {1,...,n}, hay un a;; fuera de la cobertura,
de modo que si {a;jx, y;} € E este estd cubierto por y; y p; = lji es verdadero, y si
{aji, 2} € E este esta cubierto por z; y =p; = Lj;, es verdadero, y en cualquier caso
la j-ésima clausula contiene un literal verdadero.

La funcién de conversion de (@) a (Gg, m + 2n) es claramente polindmica.
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