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Capitulo 1

Introduccion

Un problema de valores iniciales real es uno de la forma

{ i‘:f(t’x)a

z(to) = o,

dado por f: Q2 C R x R™ — R™ con Q abierto y (tg,x0) € Q, y donde  : I CR — R™ es la
incognita, siendo I un entorno de tg.

El problema est4 bien planteado en un intervalo [a,b] C T si tiene soluciéon tnica en [a, b]
y para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si ¢ € (—¢,¢) y e : [a,b] = R™ es tal que |e(t)] < ¢
para todo t € [a, b], entonces el problema perturbado

{ 5= f(t,2) +et),

2(to) = xo + ¢,

tiene solucién tunica.
Como teorema, si D := [a,b] X R, ty € [a,b] y f: D — R es continua y lipschitziana en la

segunda variable en todo D, entonces
z = f(t,x),
I(to) = X9
esta bien planteado.

En adelante supondremos que el dominio de z incluye un intervalo [a, b] y to = a. No siempre
se puede resolver un problema de valores iniciales de forma analitica, por lo que usamos métodos
de resolucién numérica, que aproximan x\[a’b] creando una particiébn a = tg < --- < t,, = ¢, para
un cierto ¢ > b con [a,c] en el dominio de z, y obtienen una secuencia (w;)j—, que aproxima
(x(t:)), con un error max;  ||x(t;) — w;|| aceptable. Los valores de x en el resto de puntos
de [a, b] se obtienen por interpolacion.

CN

Si el polinomio interpolador de f en zg,...,z, es P(x) = a,z™ + --- + ag, llamamos



flzo, .-y xn] = an. [...] flz] = f(z).[...] Paran > 1,

flvos ] = fle, - xn) — f[xo,...,xn,l].
Iy — X
[-..] Una forma de hallar f[zq,...,z,] es usando una tabla triangular que se va llenando
por columnas, donde la primera columna contiene los xy, la segunda, los f(xg), [...], v la
j-ésima, los flxg—jt1,...,2x), llegando a f[zo,...,2,] en la (n + 1)-ésima fila.

[...] Forma de Newton del polinomio interpolador, |[...|

flzo] + flxo, x1](x — xo) + -+ + flzo, .- -y zn](® —20) -+ - (x — Tp—1)-

Para calculo computacional es méas apropiada la forma anidada,

flzo] + (x — o) (f[xo, 1] + (x — z1) (f[w0, T1, T2] + .. .))-

[...]| Un problema de Hermite consiste en hallar un polinomio P de grado N tal que,
para k € {0,...,m} y x € Sg, PHF)(z) = f*)(x).

Existe un tnico polinomio de grado méximo ;" |Sk| que cumpla las condiciones, y
podemos hallarlo mediante diferencias divididas generalizadas. Si xg < -+ < zp, [...]

flea,..., zn]— flzo,..., Ty—1]

f[xov s 7xn] = {f(n)(mg) Tn—2Z0
—

) To="'""=Tn.

Creamos una tabla de diferencias divididas en la que cada elemento x € Sy aparece
tantas veces como conjuntos de entre Sp, ..., S, lo contienen, y expresamos el polinomio
resultante [...] en forma de Newton.




Capitulo 2

Métodos de paso fijo

Dado un problema de valores iniciales

{ i':f(t,fﬂ),

z(a) = xo,

los métodos de paso fijo toman un paso h > 0 y particionan [a,b] con t; := a + hi, aunque
esto se suele calcular como tg =a y t; =t;_1+ h parai > 1.

2.1. Método de Euler

El método de Euler viene dado por wy := xg y wit1 = w; + hf(t;,w;). Para obtener el
valor para un t € (t;_1,1;), podemos interpolar con el propio método, lo que si se hace desde
t;—1 equivale a una interpolacion lineal o una interpolaciéon de Newton en los puntos (¢;—1,w;—1)
y (ti,wi).

Teorema de convergencia del método de Euler: Sean a,b € R con a < b, D C R? un
abierto conexo, g € R con (a,z9) € D, f: D — R lipschitziana en D en la segunda variable
con constante de lipschitzianidad K > 0, n € N*, h:= =2 4. [a,b] — R una solucion de

{ Qj‘:f(t,lli)7

z(a) = xo

con #(D) acotada por un C' > 0, (¢;,w;)I, los puntos dados por el método de Euler con paso
h para dicho problema con redondeo, dado por

Wo ‘= X + 60,
Wi41 = Wy + hf(t,»,wi) + 52‘4_1,

con cada |d;| < 0 para un cierto 6 > 0, y z; := x(¢;) para cada 4, entonces

(b—a)K __ 1 1 S
4 ] < pbma)K e - -7 - 2.
Olgigxn |z, —w;| <e o+ ( e 2C'h + 5



En particular, sin redondeo el método de Euler tiene una precision de O(h). Demostracion:

Por Taylor,
1 1

para algin &; € [t;, t;41]. Queremos ver que, para i € {0,...,n},

i—1

. (1
i —wi| < (1+hK)'0 + 1+ hK) | ZCh? + .
|z, — wi] < ( hK)'6 jE:O( hK) <2Ch 5)

Para ¢ = 0 esto es obvio, y supuesto esto probado para un i € {0,...,n — 1},

1
[Yiv1 — wir1| = |(yi —wi) + h(f (i, 9:) — f(ti,wi)) + ihzi/'(&) = 0it1
1
<lyi — wi| + hlf(ts, yi) — f(ti,wi)| + §h2|i/"(§i)| + [0ig1]

1
< (L4 hK)|y; —wil + 5Ch2 +6

i—1
<(L+hE) [ (1+hK)'5+Y (1+hK) (;mﬂ + 5> + %ChQ +6
j=0

. i /1
= (14 hK)"? 1+ hK) | =Ch? .
(1+ hK) 6+;( + hK) <2Ch +6>

(1+hK) -1 (+hK)*T1—1

Ahora bien, Z;:o(l + hK) = T = e ,y para t € R, existe £ con e
2 .
1+t+%e* > 1+t y por tanto (14 ¢)™ < ™, luego en particular (1+hK)™! < (14 hK)"

ehKn _ e(b—a)K y

(b—a)K __ 1/1
lys —w;| <eC-OK 4 & T - N (20h2 + 5) .

Si @ : [a,b] — R es de clase C?, % y % son continuas y (¢;,w;)l, son los puntos dados
por el método de Euler en [a, b] con paso h, z; — w; = hD(t;) + O(h?), donde D es la soluciéon

del problema

D) = 92 4,25 D) + L3(0),

2
D(to) =
De aqui, si (¢;,&;)?", son los puntos dados por el método de Euler en [a, b] con paso %,

L |z — &ail = (€20 — wi) + O(R?).

Como x; —w; = hD(t) + O(h?) y z; — & = 2D(t) + O(h?), despejando, x; — 2&; + w;

o(h?).

2. y; = 2€9; — w; es un método de paso fijo h de orden O(h?).



2.2. Métodos de Taylor

El método de Taylor de orden p € N* es el dado por wy =g y

Y W o)
Wi+1 :wz+h f(tl,wz)+§f (tz,wz)++7fp (ti,wi) y
donde f®)(t;,w;) se define como 2P+ (t;) en el problema con la misma e.d.o. pero condicion
inicial z(¢;) = w;. Por ejemplo,
. of of
"(t;) = @(t;) = = (t,z(t)) + =—
F1(6) = (1) = S (1, 2(0) + 5L
El método de Euler es el método de Taylor de orden 1.
Dado un método de paso fijo de la forma wy = @, wiy1 = w; + h@D(t;,w;), llamamos error
local de truncamiento eni € {1,...,n} a

,T(tl) — J](ti,1>
h

Como teorema, si z € C(P*t1) [a,b], el error local de truncamiento del método de Taylor de
orden p es O(h?). Demostracion:

(62 (0)it) = 5 (t,00) + 5L (11,00 (1,0,

Tl(h) = —@(tifl,l‘i,ﬂ.

hP
x(tiﬂ) = .T(ti + h) = J?(tz) + hQT(tz) + -+ g&?(p)(ti) +

para un cierto &; € [t;, ti+1], luego

x(tiyr) —2(t) . h. ) __ M e
Tiv1(h) = -, &(t;) + §I(ti) +ot ot (ti) | = mx (&)
pero [a,b] es compacto y por tanto z(P+1)([a,b]) es acotado, digamos, por M, por lo que
Tiv1 ()| < Gimih? = O(hP).
Decimos que un método de paso fijo es de orden p si su error local de truncamiento con

feC>®es O(RP).

2.3. Meétodos de Runge-Kutta

Los métodos de Taylor tienen mucha precision, pero requieren trabajo previo y son dificiles
de reutilizar, por lo que intentamos «imitar» la precisiéon de estos con operaciones que no
requieran derivar f. Los métodos de Runge-Kutta tienen la forma

S
Wi41 = wiJthbjkj, kl = f(ti,wi), kj>1 = f(tz +cjh,wi+h(aj,1k1 +~~~+aj7j_1kj_1)).
j=1
para ciertos s € Ny (aij)1<j<i<s, (bj)5=1, (¢i)j—o reales. Estos métodos se pueden representar
con una tabla de Butcher:

C2 | G21
C3 | a1 a32

Cs | Gs1  As2 - As s—1

bl b2 o bsfl bs




El método del punto medio tiene tabla

1
2

[e] NI
—

y es de orden 2. Demostraciéon: Por Taylor,

- hof of
P+ B0+ B 2) =7(62) + 5 9 (1,2) + 5 £t 2) o2 (1,0 +
h2 o2 f 0 f h 0f

h 2
+ 352 (&1, mm1) + f(t “T)ata (&2, 12) + §f(t,:::) @(gg,ug).
El método de Taylor de orden 2 viene dado por w;+1 = w; + h(f(t;,w;) + gf/(tia wi)), pero

h ., h o f f
luego como las dobles derivadas parciales son continuas y por tanto su imagen por [a,b] es
compacta, la diferencia de error local entre ambos métodos es O(h?), que se suma al error de
O(h?) del método de Taylor de orden 2.
No existe un método de Runge-Kutta de orden 3 con solo 2 evaluaciones de f.
Demostracion: Como

= f+f f
. o (gf(m:%”;zgt (Y)Y (B )
0L A () s L 2L
el método de Taylor de orden 3 es wis1 = w; + h(ti, wi), con
Ot.2)= f(t.0)+ 2 ) + gt
(O (5100 () )

pero los métodos de 2 evaluaciones tienen la forma

bif(t,x) +bof(t+ co,x +ax f(t,x)) =

f

0 0 o? 0? 0?
=bi1f +baf +baco— / + b2a21f i O o7 —|—b2a21 f2 f 5 T O(h?).

ot 2 o2 otox

Para que ambas coincidieran en los términos hasta el orden 2, la ultima féormula deberia tener

+ b2 + b202(121f

2
un término proporcional a f (%) , pero no lo tiene.

Otros métodos son el método de Euler modificado, con tabla



v el método de Heun, con tabla

N
N

ambos de orden 2.
El método de Runge-Kutta més usado es el de orden 4 (RK4):

— N[ 0| =

I
6

olH O Ol
wiH O N
WlH =

La siguiente tabla muestra el méximo orden alcanzable con métodos de Runge-Kutta en funcion
del ntimero de evaluaciones de f:

’Evaluaciones (s) \ §4\ 5-7 \ 89 \210‘
’ Mejor orden \ 5 ‘5—1‘8—2‘8—3‘




Capitulo 3

Métodos de paso variable

Dados un problema de valores iniciales

{i(t) = f(t,z(1)),

z(a) = xo

y una solucion aproximada (t;,w;)—, del problema, llamamos solucién local z; a la solucién
del problema
{ L(t) = f(t.z (1)),

Como teorema, si f es lipschitziana de constante k > 0 y existe € > 0 tal que ||z;(tit1) —
wit1]] < e(tiy1 —t;) para cada i € {0,...,n — 1}, entonces

ek(tnfa) -1

ly(tn) = wnll < e Iy (to) — wol| + ————=.

Si el método es un método en diferencias, uno de la forma ¢;11 = ¢, + h; y wiy1 = w; +
hi@D(ti,wi, hi), v si zi(t:) = x(t;) = w;, el criterio de error local para algin ¢ > 0 e i €
{0,...,n — 1} consiste en que

7is (Ri)|| == |z (tiv1) — z(t:) hihi@(ti,x(ti), )|l <

Si z;(t;) = x(t;) = w;, se tiene

ll2i(tiv1) — wia|
- .

Queremos ajustar el paso autométicamente para mantener el error local dentro de ciertos
limites y economizar en niimero de calculos.

171 (ha)l| ==

3.1. Extrapolaciéon de Richardson

Como teorema, si el método en diferencias w; 1 = w; + hi(Q(t;,w;, h;) verifica en cada

paso que z(tii1) = wir1 + c,zzgl‘ﬂ'l)(ti)h”“+1 + O(h**+2) para ciertos ¢ € Ry k € N, sean



h = h; y (t;x1,Y) el resultado de dar dos pasos desde (¢;,w;) con el método de paso fijo
Eir1=& + %$(tj,§j, %), entonces

h k+1
zi(ti-i-l) =Y + 2CZ§k+1)(ti) (2) + O(hk+2)

En estas condiciones:

1.
QkY — Wi+1

sy HO).

2i(tiy1) =

Multiplicando por 2% el resultado del teorema y restando la férmula de la hipétesis,

h k+1
(2F = D)zi(tipr) = 28V + 25 1ex (M0 (1)) (2) — ez )P — w4 O(RF?)

ok % ktl_p k1
( ): 2kY—wi+1.

2k
Zi(ti.t,_l) — Wi+1 = ﬁ(y - wi+1) + O(hk+2).

Restando w; 1 a ambas partes de lo anterior.

Para un € > 0, queremos que ||z;(ti+1) — wit+1]| < eh;. El siguiente es un método practico para
dar un paso de tamano adaptativo:

1. Dar un paso con h para obtener w;+1 y dos con 2 para obtener V.
+1y 5 P

2. Obtener el error E = 2,3—]:1||Y —wir1|l = |zi(tig1) — wita]-

3. Si E > ¢h, ajustar h y volver a intentar desde el principio.

4. Aceptar el paso (t; + h,w;+1) y ajustar h para el siguiente paso.
Para ajustar el paso:

1. Calcular g :== (%)Uk

Para cierta constante C, si y es el resultado de aplicar un paso de tamaifio gh, ||z;(t; +

gh) =yl = C(gh)**' = O WM = ¢ |zi(tiga) — wiga ]| = ¢*T'E, pero ¢*T'E <
k

eqgh <= ¢*"E <ech < ¢< (%)1 . Entonces usamos 2F en vez de E para tener

cierto margen para evitar re-calcular y anadimos limites en ¢’ por estabilidad.

y ¢ = min{4, méx{0,1,¢}}, y hacer h + ¢'h.

2. Usando umbrales hmin ¥ hmax para el paso, si |h| < Amin, informamos de un error, pues los
errores de redondeo serian demasiado grandes, y si |h| > hmax, hacemos h < hyaxsgnh.



3.2. Método de Runge-Kutta-Fehlberg

Dados dos métodos de Runge-Kutta con los mismos pasos, (w;) de orden p y (@;) de orden
P+ 1, Zz’(ti+1) — Wit+1 ~ L:Ji+1 — Wi41- En efecto, para ciertos Cl, 02 S R, Zz(tz + h) —Wit1 =
C1hPT + O(hPF2) y Z(tig1) — i1 =~ CohPT2 + O(RPT3), luego 2(t; + h) — wir1 ~ Zi(tip1) —
@it1 + Dit1 — wig1 & Dip1 — wiy1 + O(RPT2).

El método de Runge-Kutta-Fehlberg consiste en usar esta aproximacion del error E
en el método anterior de paso adaptativo con los siguientes dos métodos de Runge-Kutta que
tienen los mismos k;:

?‘ E FH — Gfeleoni—
*{

El método w es de orden 4 y @ es de orden 5.



Capitulo 4

Métodos multipaso

Un método en m pasos es uno para el que existen ag, ..., am—1,bo, ..., b, € R tales que,
si (t;,w;)", es una solucion aproximada de un problema por el método, para i > m,

Wi = QoWi—m + **+ + @po1wio1 + (G — tim1) (b0 f (tieim, Wiem) + - + b f(ti, wi))-

El método es explicito si b,, = 0 e implicito si no. Estos métodos requieren usar otros

métodos para calcular (t;,w;)"™ 5"
El método es de paso fijo si t; —t;_1 = h para un cierto parametro h e i € {1,...,n}. Para
el problema
L(t) = f(t, z(t)),
z(to) = wo,

algunos métodos multipaso de paso fijo son:

1. Método explicito de Adams-Bashford de 4 pasos:

h
Wi = wij—1 + 21 (55f (tic1,wi—1) — 89f (tice,wi—a) + 37 f(ti—s,wi—3) — 9f (ti—a, wi—a)).

Si f es lo suficientemente regular, 7;(h) = ?‘;’éz(f’) (€)h* para cierto & € [t;_1,t;].

2. Método implicito de Adams-Moulton de 3 pasos:
h
wi =wi—1+ o7 (9f (tiywi) +19f (tic1, wiz1) = 5f (ti—2,wi—2) + f(ti-3,wi-3)) -

Para f suficientemente regular, 7;(h) = —222)(£)h* para cierto £ € [t;—1,t;].

Se tiene

£(tign) = alts) + / U fa(t) .

i

pues

o) = a(t) = | s / " e



4.1. Teoria general de convergencia

Dados un problema

{ (t) = f(t, (1)),

z(ty) = a

y una solucion aproximada (t;,w;)"_, por un método multipaso con paso h > 0y coeficientes

ag, ... ,am_1,b0,--.,bm, €l error local de truncamiento es

x(t;) — Qm_1x(ti—1) — - — apx(tizm
() = ) = amoalli) O] (b, 00, 2(0)) -+ o (i 2(ti).
para i € {m,...,n}, de forma que

Zam it +thm i (tij) + hri(h).

Consideremos un método multipaso de paso fijo que, para un problema en un intervalo
[a,b] da soluciones (tpi,whi);, que cubren [a,b] con paso h en cierto intervalo [0, hmsx| y con
whi = x(tp;) para i < m. Sea T : [0, hmax] = R dada por 7(h) := max" ||7;(h)]|, el método es

consistente o compatible (en este problema e intervalo) si

%,1—>I110 T(h) =0,

es de orden p > 1 si p es el mayor entero con 7(h) = O(h?), es convergente si

Ii 4 thi) — whill = 0
h%iﬁ?fnﬂ”ﬂ hi) — Whill = 0,

y estable si existe M > 0 tal que, para todo h y para ciertos e, . .., &y, € R, sea (t;,w;), =
(thiswhi)ily, si se puede generar una solucion (¢;, ;)i con w; == w; parai < my

w; = Z Am—jWi—j +h Z bm—j f(tizj, @ij) + &

j=1 §=0

para i € {m,...,n}, entonces
- méx o —wil| < M max sz —will+ > el
ie{m,....,n} €{0,...,m

ie{m,...,n}

El método de Euler es estable.

Como teorema, si un método de m pasos de paso fijo es estable y consistente para un
problema en un cierto dominio, entonces es convergente para el método en el dominio, y si
ademas es de orden p > 1, dada una solucién aproximada (¢;,w;)I—, de un problema con el
e.d.o. con este método y paso h > 0, existen M, K € R tales que

méx |z(t;) —wil| < M ( méx ||z(t;) — wil + th> .
i€{0,...,n} i€{0,...,m—1}



Demostracion: Sean ag, . .., Gm—1,bo, - - - , by, 10s coeficientes del método y ¢; = hr;(h), como
(t;, z(t;)), se obtiene de anadir al método un error de ¢; en cada paso 4, por la estabilidad,

max |z(t;) — wi| < M( {Omé ||x ) — wil| + Z |61||> = M;LHE,-H

i€{m,...,n

para cierto M que no depende de h, y si el intervalo es [a,b], >1 |le;|| = Yo, |All|m(R)]| <
(n —m + D)|h| méX;c ... ny [|Ti(R)|| < (b — a)|7i(h)|l, que tiende a 0 cuando h — 0 por la
consistencia, y como méx;c(o,....m-1} [|[2(t;) — wil| = 0, el método es convergente. Ademas, si
7;(h) = O(hP), sea k con 7(h) < KhP para h € [0, hmsx, cada ||g;|| = h||7i(h)| < khPT1, luego
S el < S kP < Bkt = (b a)khe.

4.2. Convergencia en un paso

Como teorema, dados hy > 0 y un método de un paso fijo h € [0, ho] dado por wy = x(tp)
YV Wit = w; + h@(ti, w;, h) con @ continua y lipschitziana en la segunda variable:
1. El método es estable.
Fijado h, sean (t;,w;)" v (ti,@;)", dados por w;11 = w; + h@D(t;,wi,h) v Qip1 =
@i + hQ(t;, @i, h) + €;41 para ciertos €1,...,En, queremos ver que para i € {0,...,n},
l0; — will < (14 hL)¥(||@o — woll + > =1 llgjll)- Para i = 0 esto es claro, y supuesto esto
probado para un cierto i, para i + 1,

[@ig1—wit1]l = |0 —ws+hD(ti, wi, h) =D (i, @i, h) 45| < (1+hL)||D;—wil|+|le:]| <

< (L4 ALY [ |@o — woll + D llesll | + lleall <
j=1

(1+hL)+1>1 . ) an
< (1+ RL)™ [ fl@o — woll + > lle;
j=1
Con esto, como (1+hL)* < (1+hL)", lamando M := (1 +hL)", [|0; — w;| < M([|0o —
woll +>25—; llejll) ¥ el método es estable.

2. Si Q(t,z,0) = f(t, ), el método es consistente y por tanto convergente.
Existe fi € (ti—l;ti) con
t;) —x(ti— .
() = IO o a0, h) = #(6) — Ot a(t) ) =

= (&, x(&)) — D&, x(&),0) + D(&i, 2(&:),0) — D(ti, x(ti), h) =

= P&, 2(&),0) = O(ti, x(ti), h).
Si el intervalo es [a, b], por la continuidad de ((¢,h) — @(t,z(t), h)) : [a,b] x [0, ho] — R,
para cada (t,h) € [a,b] X [0, hg] y cada € > 0 existe ¢ > 0 tal que si |t/ —¢|, |/ —h| < ¢
entonces |Q(t',z(t'),h') — @(t,z(t),h)| < e. En particular, si |h| < §, como |& — t;| <

|h| < 6, |@(&,x(&),0) — Q(t;, x(t;), h)| < €, luego 7(h) — 0 cuando h — 0 y el método
es consistente, y es convergente por ser ademas estable.



3. Dado K > 0, si |r;(h)| < K para cada h € [0, ho] e 4, entonces |z(t;) — w;| < Kellti=to),
donde L es una constante de Lipschitz de () en la segunda variable.

4.3. Convergencia en métodos multipaso

Una ecuacién de recurrencia es una de la forma
Titm = AT + A1%441 + -+ + Am—1Titm—1,

donde los a; € R, ag # 0 y la incognita es la sucesion (x,)nen. Las soluciones de la ecuacion
forman un espacio vectorial de dimension m, pues vienen dadas por los m primeros términos.
El polinomio caracteristico de la ecuacion es P(\) := A" — A AL — o — X — agp. Si
sus soluciones son todas reales, Ag, ..., A\;m—1 € R donde cada una aparece tantas veces como su
multiplicidad, las soluciones de la ecuacion de recurrencia son los (x,,), dados por z:n 01 Ci N,
con cg,...,Cm—1 € R.

Dados un método multipaso de paso fijo

Wi = GoWi—m T -+ Gpm—1Wi—1 + hF(t,', hywi—m, ... awi)

z(t) =0,
x(to) = «,
entonces F'(t;, hywWi—m, ..., w;) = bof(ti—hm,w;_p )+ +by f(t;,w;) = 0, de donde obtenemos
la ecuacion de recurrencia w; = aoWi—m + -+ - + Am_1wW;—1. Sean entonces Ag, ..., A,_1 las
soluciones de la ecuacion de recurrencia, el método cumple la condicién de raiz si todo
[Ai] <1y las raices con |A;| =1 son simples.
Como teorema, un método multipaso de paso fijo es estable si y solo si cumple la condicién
de raiz, en cuyo caso es consistente si y solo si es convergente. Asi:

Vv w; == o para i < m y el problema

1. Los métodos a un paso son estables.

La ecuacion de recurrencia es w;+1 = w;, €l polinomio caracteristico es A — 1 y la tnica
solucion es A = 1 y es simple.

2. Los métodos de Adams-Bashford y Adams-Moulton son estables.

En ambos casos la ecuacion es w; = w;_1, la misma que en los métodos a un paso.

4.4. Meétodo predictor-corrector

Dados un método implicito w; = F(t;,h,wi—1,...,wi—m) y uno explicito w; =
G(ti, h,wi,...,wi—m), el método predictor-corrector consiste en usar F' como predictor
para obtener w; y G como corrector para obtener un valor mejor a w; a partir del calculado,
de modo que

W; = G(tz, h, F(t“ h, Wi—1y-- ,wi,m), Wi—14y--- ,wi,m).

Asi se combina la simplicidad de un método explicito con el menor error de uno implicito.
Se podria repetir el paso corrector para obtener mejores cotas, pero es mas eficiente reducir el
paso.



Sean 3; el w; obtenido con el paso predictor Adams-Bashford y w; el obtenido al aplicar el
corrector Adams-Moulton, z(t;) —w; ~ 5% (B; — w;). En efecto, como z(t;) — B; & 2L2G) (€A

v x(t;) —w; =~ 72Ox(5)( )h® para ciertos &, u € (t;_1,t;), como para h pequefio es x(s)(f) ~
2O (), wi — B = (w(t:) — B;) — (w(t:) — wi) = L55(25123)(€) +1920) () ~ 270h5x(5)(€) =
%x(5)(ﬂ)h5v luego x(s)(:u) ~ %h_5(wi _Bi) y .’L‘( ) w; ~ _%%h_5(wi _5i>h5 = 270 (ﬁz wi)'

El método es de paso variable, ajustando el paso como en los métodos de paso fijo pero con
error E = 270 91|8; — wil|. Si T es la tolerancia harfamos ¢ < (Th) V4 = 2,48 (”ﬁ%}i’n 1/4, pero

como ajustar el paso conlleva repetir los pasos a partir de (¢;_4,w;—4) con un método de paso
fijo para que el método funcione, se suele ser mas conservador y usar 1,5 en vez de 2,48 0 2 y

se ignora el cambio de paso cuando E € (%‘ ,Th).



Capitulo 5

Dominios de estabilidad

Cuando las derivadas de la solucién estan acotadas, se puede acotar e incluso predecir
el error adecuadamente, y cuando la solucién y su derivada crecen moderadamente, el error
absoluto crece pero el relativo es estable. Si la derivada crece y la funcién no tenemos un
problema rigido, en el que el error relativo se dispara. Un caso tipico es el problema

{a'c(t) = Az(t),
z(0) = a,

cuya solucion es claramente () = ae en todo R y, si A < 0, al iterar hacia delante, z(t) — 0
rapidamente y z(P)(t) = a\Pe.

En este caso, con el método de Euler, para que la solucién tienda a cero y para que el error
no crezca, el paso debe ser h < |2T\ En efecto, w,, > 0 <= |1+h\| <1 <= —-1<1+hA <1,
ycomo h >0y A<O0,1+h\ <1, pero hA > —2 <= h|\| < 2, y si ademds hay error
de redondeo wy = a + ¢, el error en w, es (1 + hA\)"e y para que el error no crezca debe ser
L+hA <1 <= h<f.

En general, con los métodos de un paso fijo en h existe un polinomio @ tal que, para que
la solucion converja, debe ser |Q(hA)| < 1. Para un método de Taylor de orden n, esto es

o n z*
Q(z) = Zi:O e
Sean ahora un método multipaso de paso fijo h con parametros ag,...,am—1,b0,.-.,bm ¥
la ecuacion de recurrencia asociada al método

(1 = hAby)wi = (am—1 + hAby—1)wi—1 + - + (a0 + hAbo)wi—m,

si las raices del polinomio caracteristico son reales y distintas, (1, ..., 8,, para que el método
aproxime bien a la solucion del problema debe ser cada |5;| < 1.

La region de estabilidad absoluta de un método es R C C tal que, si hA € R, el método
converge. Para un método de un paso que converge cuando |Q(hA)| <1, R={z € C||Q(2)| <
1}, y para uno multipaso que converge cuando cada |G;| < 1,es R={z € C| |8;] < 1, Vi}.

Hay que tener en cuenta la region de estabilidad antes de considerar un método adaptativo,
pues estos pueden aumentar i por convergencia y evitar la estabilidad. Para problemas rigidos
queremos que R sea lo més grande posible. Un método es A-establesi {z € C|Rez < 0} C R.

Como teorema, los métodos explicitos de Runge-Kutta no son A-estables, y un método
multipaso A-estable tiene orden de convergencia méximo 2. Algunos métodos implicitos son:



1. Método de Euler implicito o hacia atras: w; = w;—1 + hf(t;,w;).

a) Es estable.
Como la relaciéon de recurrencia es w; = w;_1, cumple la condicion de raiz.
b) Es cousistente cuando & es acotada.
Existe & € [t;, ti11] con Tit1(h) = M flti+h,x(t;+h) =2 +h)+
L&) — a(t + h) = Bi(¢), v si |2 esta acotado, como ocurre en el problema,
max; [|7i1(h)[| — 0.
¢) Es A-estable.
El polinomio (1 — hA)z — 1 tiene como tnica raiz 3 = ﬁ, y si hA =: a + bi con
a<0,|ﬂ|:ﬁ§1 a <1l
Para implementarlo, sea F(w) = w — w;—1 — hf(t;,w), se trata de resolver F'(w) = 0,
lo que podemos hacer, por ejemplo, por el método de Newton, que nos da una sucesiéon
(wF)ken que converge a la raiz de F(w) = 0, dada por w? = w; 1 y

wf“ =k Wlk —Wi—1 — hf(tu%];c).
l—haz(t“w)

7

Si no conocemos gf , podemos usar el método de la secante. Iteramos hasta que ||w;

w¥|| sea menor que una tolerancia, o si hemos llegado un méaximo de iteraciones.

k+1

2. Método del trapecio: w; = w;_1 + 2(f(ti—1,wi—1) + f(t;, w;)).

a) Es estable.
Cumple la condicién de raiz con una tnica raiz 1.

b) Es cousistente y de orden 2 para Z" acotada.
Para cierto t existen &, u € [t,t + h] con

2(t+h) —a(t) - g(f(t,x(t)) b+ hya(t+ R))) =

_ (x(t) +REE) + S + o y'(g)) ot (@(t) " (j:(t) ni(e) + ()
1 5. 1 a5..
= ghg () - Zhg (),

y si || Z[| es acotada por un cierto C, ||7;41(h)|| < h*(:C+1C) y [|[7(h)|| £ SCh* —
0.

¢) Es A-estable.

La recurrencia es QM\( ) (1—22)2— (14 %)y el polinomio caracteristico tiene
unau’mic:aural’zﬁ—1 M.Sl— =:a+ bi con a <0,
1+ a -+ bi (14 a)?+0?
18] = = s < L,
[1—a— bi (1—a)®2+0

pues (1 +a)? < (1 —a)?.



Dado un método a m pasos
Wi = AoWi—m + -+ amo1wi—1 + h(bo f(timm, Wi—m) + -+ + b f(ti, wi)),

llamamos p(z) == 2™ — @y _12™ L — - —a1z —ag y 0(2) = bpz™ + - - + b1z + by. Entonces
el método es una BDF (Backwards Differentiation Formula) si es de orden m y o(z) = 2™
para algin S # 0.

Todo método BDF cumple 3 = (Zm 1) yp(z) = B0, %zmﬂ(z —1)7. Ast:

j=1j

1. El BDF de orden 2 es w; = %wi_l — %wi_g + %hf(ti,wi).

Se tiene 3 = (1 + %)_1 =2 luegop(z) =2 (2(z—1)+3(z-1)?%) =2 (322 -2243) =
22— 22+ %, conloque a; = § y ag = —%. Ademas, by, ..., bm—1,by =0,...,0, 3, luego

w; = %Wifl - %Md + %hf(tivwi)'
2. El BDF de orden 3 es w; = %wi,l — %wi,g + %wi,g + %f(ti,wi).

-1
B = (11 +3+3) = £ luego p(z) = & ng(z 1) +12(z-1)%+ %(26— 13 =L (2% -
23— ﬁZQ + %z — 77, de modo que w; — l—fwi,l + l—glwi,g — frwi—3 = 11.f (ts, ws).
Los métodos BDF tienen una regién de estabilidad lineal grande, y como teorema, un método
BDF cumple la condicién de raiz y es convergente si y s6lo si es de orden entre 1 y 6.
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