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Capitulo 1

Espacios métricos

1.1. Espacios topolégicos
Un espacio topolégico es un par (X, 7) en el que T C P(X) y cumple que:
1. X,0eT.
2. {41, .. ACT = N, A €eT.
3. {Ai}ier €T = Ujes Ai €T

Decimos que 7T es una topologia para X y sus elementos son conjuntos abiertos, o sim-
plemente abiertos, de (X, 7). Llamamos cerrados a los complementarios de los abiertos:
Cr =C={X\A}ac7. Un entorno de p € X es un abierto que contiene a p, y llamamos £(p)
a la familia de todos los entornos de p.

AecTsiysolosiVpe A, U € E(p) : U C A.

=] Dado z € A, U = A es un entorno de x en A.
<= | Para cada x € A, sea U, € £(x) tal que U, C A, se afirma que |, , U, = A.

ClU, CAVz € A = J,ca U C A
Dl Ve Az cly CUpenlUe = ACUcnUe.

Propiedades de los cerrados:
= X0 eCr.
» {C,...,C,} CCr = U, CieCr.
» {Citie1 CCr = ;e Ci €Cr.

Si A es un abierto y C' un cerrado, entonces A\C' es abierto y C\ A es cerrado. Demostracion:
X\C es abierto, por lo que A\C = AN(X\C) también. Por otro lado, X\ (C\A4) = (X\C)UA,
que es abierto, por lo que C\ A es cerrado.

Algunas topologias:



= La topologia discreta: Tp = P(X), la topologia méas grande que se puede definir sobre
X.

» La topologia trivial o indiscreta: T = {0, X'}, la topologia méas pequeiia que se puede
definir sobre X.

» La topologia cofinita: 7Tor = {0} U{4A C X | X\A es finito}. Esta se define sobre
conjuntos infinitos, pues de lo contrario es Tor = Tp.
Sean A, B € T no vacios, X\ A y X\ B son finitos, por lo que (X\A)U(X\B) = X\(ANB)
también lo es y AN B € T. Si, por ejemplo, B = (), entonces AN B = () € T. Por otro
lado, si {Ai}icr € T es tal que (J;c; Ai # 0, entonces X\ U;c; Ai = ;e (X\4i) es
finito.

Dado el espacio topologico (X, T), definimos la topologia inducida por 7 en H C X, topo-
logia relativa o topologia de subespacio como T|g = Ty := {ANH} sc7. Los abiertos de
Tu se llaman abiertos relativos, y (H, 7Ty) es un subespacio topolégico de (X, T). Todo
subespacio topologico es un espacio topolégico. Demostracion:

L.O0=0NnHyH=XnH.

2. Sean A’', B’ € Ty, existen A,B € T tales que A’ = ANH y B' = BN H, por lo que
ANB =ANBNHETy.

3. Sea {A}}icr C T, para cada i € I existe un A; € T tal que A, = A; N H, de modo que
Uie[ A= UieI(Ai NH)= (UieI Ai) NHeTy.

Si H es abierto en (X, T) entonces todo abierto relativo A’ € Ty también es abierto en el total.
Demostraciéon: Sea A € T tal que A’ = AN H, como A, H € T, entonces A’ € T.

Dado (X, T), un subconjunto ' C H C X es cerrado relativo (C" € Cg) si y sdlo si existe
CeCtalque C'=CNH.

=] Si C" € Cy, entonces H\C’ € Ty, por lo que existe A € T con H\C' = AN H. Pero si
C = X\A, entonces C' = H\(H\C'") = H\(ANH)=H\A=Hn(X\A) =HnC.

<] SeaC'=CnNH con C € C, entonces H\C' = H\(CNH) = H\C = HN(X\C), y como
X\C € T, entonces H\C’ € Ty, por lo que C’ € Cy.

1.2. Primer axioma de numerabilidad y condicién de Haus-
dorff

Una base de entornos de p € X es una subfamilia B(p) C £(p) tal que YV € E(p),3U €
B(p) : U C V. A partir de aqui, un espacio topologico (X, T) satisface el primer axioma de
numerabilidad, o es 1AN, si todo punto posee una base de entornos numerable, es decir, si
Vp € X,3B(p) base de p : |B(p)| < N

Asi, (X, 7r) es 1AN, pues cada punto posee la base B(p) = {X}. Sin embargo, (R, 7o) no
es 1AN. Demostracion: Si lo fuera, tendriamos B(0) = {U, }nen, pero entonces U,, = R\ F,,,
con F), finito, para cada n € N. Ahora bien, como la unién numerable de conjuntos finitos es
numerable y R no lo es, podemos elegir un punto # € R\ (U,en Fr) = Npen(R\Fn) = N,en Un
con z # 0. Sea A = R\{z} € £(0), existird un U; C A, pero entonces z € U; C A = R\{z}#.



La propiedad 1AN es hereditaria, es decir, si (X, T) es 1AN, también lo es cualquier subes-
pacio topologico de este. Demostraciéon: Debemos probar que si Y C X, dadoy € Y y
B(y) una base de entornos de y en X, debemos probar que By (y) = {BNY }pcp(y) es base de
entornos de y en Y, pues entonces |By (y)| < |B(y)| < |N|. Para ello, vemos que todo A € By (y)
es entorno de y en Y, pues A = BNY € Ty con B un entorno de y en X. Ahora, si V es un
entorno de y en Y, entonces V' es abierto en Y, por lo que existe un A € T abierto en X tal
que V.=ANY,y como A es entorno de y en X, existe un B € B(y) con B C A, con lo que
yeBNY CANY =V.

Un espacio topolégico (X, T) es de Hausdorff o T si Vp,q € X,p # ¢;3U € E(p),V €
E(q) : UNV = 0. Asi, por ejemplo, (X, Tr) no es de Hausdorff para |X| > 2, pues dados
xz,y € X con z # y, el tnico entorno de = es X y contiene a y.

1.3. Espacios métricos

Un espacio métrico es un par (X,d) formado por un conjunto X # ) y una aplicacion
d: X x X — R que cumple que Vx,y,z € X :

1. d(z,y) > 0A (d(z,y) =0 <= z=y).
2. Simetria: d(y,z) = d(z, y).
3. Desigualdad triangular: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Decimos que d es una métrica o distancia sobre X. Ejemplos de métricas:
= Métrica usual sobre R: d,(z,y) = d||(z,y) = | — y|.

Meétrica del ascensor sobre R?:

To — sixy =
d((xl,m),(yl,yz)):{' 2= o2l 1=u

|21 — 1| + |z2| + |y2| siz #y

0 six=y
1 siz#y
= Espacios métricos producto: Dados los espacios métricos (X1,d1),..., (X, dy), sean
xr = (wla"wxn)ay = (y17"'7yn) S H?:lXi:
e Métrica del taxi: dr(z,y) = > 1, di(xs, i)
e Métrica euclidea: dg(z,y) = /> ., di(x;, y;)%.

i=1

Meétrica discreta: dp(z,y) = {

o Métrica del ajedrez: do(z,y) = méx{d;(z;, i) }1<i<n-

o di(z,y) = (>, di(aciyi)k)%. Entonces se tiene que dp = di, dg = do y ds tiene
un nombre apropiado.

» Métrica estandar acotada: d(z,y) = min{1,d(z,y)}. En general, obtenemos las mis-
mas propiedades cambiando el 1 por cualquier otro niimero real positivo.

d(z,y)

= Métrica estandar acotada (bis): d'(z,y) = Trd(e )




= Métrica inducida por d en H C X: dy : H x H — R con dy(z,y) = d(x,y) para
cualesquiera z,y € H. Decimos que (H,dp) es un subespacio métrico de (X, d).

)

Se define la distancia de un punto p € X a un subconjunto S C X como d(p,S) =
inf{d(p,z)}res. Asi, si p € S entonces d(p, S) = 0, si bien el reciproco no es cierto.

1.4. Circulos y bolas

El circulo en (X, d) centrado en p con radio r es el conjunto Cy(p;r) == C(p;r) = {z €
X | d(p,x) = r}. Del mismo modo, la bola abierta en (X, d) centrada en p con radio r es el
conjunto By(p;r) == B(p;r) = {x € X | d(p,z) < r}, y la bola cerrada en (X,d) centrada

en p con radio 7 es el conjunto By(p;r) :== B(p;r) == Blp;r] .= {x € X | d(p,x) < r}. Se tiene
que By(p;1) = Upcser Calps s), y By(p;r) = Uo<s<r Ca(p; 5). Dado el espacio métrico (X, d)
y H C X, By, (p;r) = Ba(p;r) N H para cualesquiera p € H y r > 0.

(X,d) es acotado si Ik > 0 : Va,y € X,d(z,y) < k, y decimos entonces que d es una

métrica acotada. Esto sucede si y solo si 3k > 0,29 € X : B(zg; k) = X.

=] Sea xp € X, entonces Yz € X,d(zg,z) <k <k+1 = =z € By(zo,k+1) = X C
Bg(zo,k+1) C X.

<= ] Por la desigualdad triangular, Vp,q € X,d(p,q) < d(p,zo) + d(z0,q) < k + k = 2k, de
modo que (X, d) es acotado por 2k.

También se dice que H C X es acotado si (H,dp) es acotado, o equivalentemente, si 3k >
0,20 € X : H C By(zo; k). Por tanto las bolas son subconjuntos acotados, pues B(p;r) esta
acotado por 7 y Bg(x;r) por (al menos) 2r. Definimos el diAmetro de un espacio métrico
acotado (X, d) como diam(X) = sup{d(z,y)}zyex.

1.5. Subconjuntos abiertos y cerrados

En un espacio métrico (X,d), A C X es un subconjunto abierto, o simplemente un
abierto, si Vo € A,3r, > 0: B(x;r,) € A. Toda bola abierta es un abierto. Demostracion:
Sea B(x;r) una bola abierta en (X,d) e y € B(x;1), sl tomamos ¢ tal que 0 < 6 <r —d(z,y)
y z € B(y;9), por la desigualdad triangular, d(z,z) < d(x,y) + d(y,z) < d(z,y) +§ < r, por
lo que B(y; ) C B(x;r).

La condicién de ser abierto depende de la métrica y del conjunto sobre el que esta se define,
si bien el conjunto total X y el vacio () son abiertos en cualquier espacio métrico.

Dados Ay, ..., A, abiertos en (X,d), la interseccion finita ()_, A; también lo es. Demos-
tracion: Si tomamos un p € ﬂ?zl A; arbitrario, para cada i con 1 < i < n, se tiene que p € A;
y existe un r; > 0 tal que B(p;r;) C A;. Ahora bien, si tomamos r := min{ry,...,r,}, vemos
que B(p;r) € B(p;rs) C Ay, por lo que B(p;r) € (i, As.

Dada la familia {A;}ic; de abiertos en (X,d), entonces |J;c; A; también es un abierto.
Demostracion: Sea p € | J,.; A; arbitrario. Entonces existe un 4o € I tal que p € 4;,, y como
Aj, es abierto, existe un r > 0 tal que B(p;7) C Ay, Entonces B(p;r) € Ay € U, e; A

Asi pues, todo espacio métrico (X, d) lleva asociado un espacio topologico (X, 7g), donde
Ta es el conjunto de abiertos de (X, d).



1.6. Espacios metrizables

Un espacio topologico (X,7) es metrizable si existe una métrica d en X tal que T = Ty.

= La métrica discreta lleva asociada la topologia discreta (Tp = T4, ).
Todo subconjunto de X es abierto en (X, dp).

= La topologia indiscreta solo es metrizable si X es unipuntual (| X]| = 1).
De lo contrario tendriamos p,q € X con p # ¢ y por tanto d(p,q) = r > 0, y entonces
q ¢ B(p; 5), pero esta bola serfa un abierto distinto del vacio y del total, lo que no existe
en Tr.

Dado el espacio métrico (X,d) y H C X, entonces Tg|lg = Tay, -

C] Sea A’ € Tg|u, existe A € T; tal que A’ = AN H. Entonces para todo p € A’ C A existe
un r > 0 tal que By(p;r) C A, por lo que By(p;r) N H C A’, pero como By(p;r) N H =
By, (p;r), entonces A’ € Ty,,.

D] Sea A’ € Ty,,, entonces para todo p € A" existe un r > 0 tal que By, (p;r) = Ba(p;r) N
H C A, ysillamamos A = UpeA/ By(p;r), se tiene que A’ C ANH = (UpeA, By(p; r)) N

H=,ca(Balp;r) N H) = Upea Bay(p;r) CA'y A= ANH con A € Ty, por lo que
A e 7;l|H

Todo espacio metrizable es 1AN, pues cada punto z € X posee la base de entornos B(x) =
{B(z; %)}HGN. También es Ts, pues dados p,q € X con p # q, si r = d(p,q) > 0, entonces
B(p; 5) N B(g; 3) = 0.

1.7. Meétricas equivalentes

Dos métricas d y d’ sobre X son equivalentes si T; = Ty . Equivalentemente, lo son si
Vp € X,r > 0;(36 > 0: Ba(p;6) € Bar(p;r) A36" > 0: By (p; ') € Ba(p;r))-

=] Sean d y d’ equivalentes, dados p € X y r > 0, entonces By (p;r) es un abierto en Ty y
por tanto en 7y, por lo que 39 > 0: By(p;d) C By (p;r). La otra condicion se prueba de
forma analoga.

<] Sea A un abierto de 75 y p € A, existe pues un r > 0 tal que By(p;r) C A y por tanto
un & > 0 tal que By (p;d’) C Ba(p;r), por lo que A es abierto en Ty . El otro contenido
se prueba de forma analoga.

Dadas dos métricas d y d' sobre X, si existen m, M > 0 tales que Vz,y € X,md(x,y) <
d'(z,y) < Md(z,y), entonces d y d’ son equivalentes. Demostracién: Dados p € X y r > 0,
tomando ¢ = 7, se tiene que si d(p,q) < 0 entonces d'(p,q) < Md(p,q) < Mé = r, por lo que
Bi(p; 6) C Ba(p;r). Analogamente, tomando §’ = mr, se tiene que By (p;0') C By(p;r).

Asi, las métricas dg, dr y do sobre un mismo conjunto X = X; X --- x X,, y métricas
di,...,d, son equivalentes, y si un subconjunto es acotado para alguna de las tres métricas
también lo es para las otras dos. Demostracion: Se deduce de que %dT(x,y) < ds(z,y) <
dr(z,y) y J=dp(z,y) < doo(2,y) < dp(z,y).

No obstante, las métricas euclidea y discreta no tienen por qué ser equivalentes, pues en
R2, {(0,0)} es abierto en la discreta pero no en la euclidea. Llamamos (R",d,) = (R",dg) con
dg definido sobre d|| en R, y 7, a la topologia asociada a d,,.



Capitulo 2

Subconjuntos notables

2.1. Clausura

Sea (X,7T) un espacio topolégico y S C X, la clausura o adherencia de S es el menor
cerrado que contiene a S, es decir, la interseccion de todos los cerrados que lo contienen, y se
denota

S:=cl(8) :==ad(S) = {CeCr|ScC}
Dadope X,pe S « VYV €&(p), VNS #0.

=] Seap€ gi’ supongamos que existe V € £(p) con VN S = . Entonces S C X\V € Cr,
luego p € S C X\V.#

<] Seape X tal que VNS # OVV € £(x) y supongamos p ¢ S. Entonces p € X\S € E(p),
pero (X\S)NS = 0.#

Si (X, d) es un espacio métricoy S C X, dadop€ X,pe S «= d(p,S) =0.

=] Seap € S, si suponemos d(p,S) = r > 0, entonces B(p;7) NS = 0, lo que contradice
pESH#

<] Sead(p,S)=0,VneN,Ig€ S:d(p,q) <L luegoVn e N,B(p;1)nS#0ypeS.

Propiedades:

L.SCT = ScT. B o
SCTCT eCr, por lo que T es un cerrado que contiene a S y por tanto S C T'.

2. Uier 8 CUes 56 Uy S = U, Si-
ClViel,S Ui S = S5 CUies Si = Uier 5 € Uies Sic
o] Uies Si CUe, 5 51 =y, 55

3. Nics Si € Nies Si-

werscs = ()sc )7 = (5507

i€l icl icl icl iel




4. S€Cr <— S=25.

I3
n
[l
9]

—]Secr = Scs§ =

—] S=85€eCr
5. 5=02.

D C X esdenso en (X,T) si D= X, siy solo si cualquier abierto no vacio corta a D. (X,T)
es separable si admite un subconjunto denso y numerable.

Todo espacio numerable es separable pero el reciproco no se cumple, pues por ejemplo, Q
es denso en (R, 7,) y numerable y por tanto R es separable, pero no es numerable. Igualmente
(X,Tp) es separable si y solo si es numerable, mientras que (X, Top) es siempre separable
(basta tomar un subconjunto numerable no finito).

2.2. Puntos de acumulacién y aislados

Sea S C X, p € X es un punto de acumulacién de S si VU € E(p), (U\{p}) NS # 0.
Llamamos acumulacién o conjunto derivado de S (ac(S) o S’) al conjunto de todos los
puntos de acumulacién de S. Por otro lado, p € S es un punto aislado de S si U € E(p) :

UNS = {p}, y el conjunto de todos los puntos aislados de S es ais(S) = S\S’, y se tiene que
S=S5ug.

2.3. Frontera

Sea S C X, p € X es un punto frontera de S si VU € E(p),(UNS #DAUN(X\S) #
(). Llamamos frontera de S (95 o fr(S)) al conjunto de todos los puntos frontera de S.
Propiedades:

1. 0S =5NnX\S.
2. 89S € Cr.

Ademas, en un espacio métrico,

peIS << Vr>0,(B(pr

~

NS #0AB(p;r) N (X\S) #0)

)18 £ 0N Bl ) N (X\S) £0)
\S) =0

<~ VneN,(B(p;

-

(
= d(p,S)=d(p,

2.4. Interior

Sea (X, T) un espacio topolégico y S C X, el interior de S es el mayor abierto contenido
en S, es decir, la unién de todos los abiertos contenidos en S, y se denota

S=itS:=|J{AeT|ACS}



Propiedades:
1. §=X\X\S.
ClpesS = JAeT:pecACSCS — AN(X\S) =0 — p¢ X\S.

X\SCX\S = X\X\SCS — ¢
») i X\X\S C S.
2] X\X\SeT = X\XSCS
2.SeT < S=5.

3. 95 =5\S. B B o
95 =SNX\S=5n(X\9) =5\$

4. ST < SNnosS=0.

—]SeT = 95=58\§=5\5 = aSNS=0.
—]0=05n5=(5\S)NS=25\S.

5.peS < Wek(p):UCS.
6. 5CT = SCT.

TN Si=()S:

$0T = (X\X\S) N (X\X\T) = X\(X\SUX\T) =
= X\(X\SJUX\D) = X\X\(SNT)=5nT

Esto NO se cumple para la union.

Ademas, en un espacio métrico,

peS <« Ir>0:B(pr)CS

=

r)

1
< dneN:B(p,—
n
— d({p,X\S5)>0

2.5. Clausura, frontera e interior relativos

Escribimos clx (5), intx(S) y 0x(S) en (X,T) y clg(S), intg(S) y 0u(S) en (H,T|m).
Asi, sea (X, 7)) un espacio topolégicoy S C H C X:

1. CIH(S) = Clx(S) NH.

C] Sabemos que S C clx(S)NH € Cq, y como cly(S) es el menor cerrado en H que
contiene a S, cly(S) Cclx(S)NH.



D] Seapeclx(S)NH y U € Ey(p), entonces existe U € Ex(p) tal que U/ =U N H.
Como p € clx(S), UNS # 0, ahora bien, ' NS=UNHNS=UNS # 0, luego
pE CIH(S)

2. intx (S) N H Cinty(S), y esta inclusion suele ser estricta.
intx (S) N H es un abierto de H contenido en S, y por tanto intx (S) N H C inty(.5).

9 (S) = el (S)\intz(S) C (clx (S) N H)\(intx (S) N H) =
= (clx (S)\intx (8)) N H = dx(S) N H

2.6. Convergencia

Sea {x,}52; una sucesién de puntos de X, {,}22,; converge o tiende a = (z, — x o
limz, = 2) si VU € E(x),Iny € N:Vn > ny,x, € U. En particular, en un espacio métrico
(X,d), ¥, > & < Ve > 0,3In. € N:Vn > n.,z, € B(x;r), o lo que es lo mismo, si la
sucesion {d(x,, z)}52, converge a 0 en (R, d,).

Sea (X, d) un espacio métrico, S C X y # € X, entonces v € S = I{z,}>, C S 7, —
x.

=] Sea x € S, para cadan € N, B(z;1) NS # 0, luego podemos tomar z,, € B(z; )N Sy
construir asf la sucesion. Entonces d(z,,z) < % y por tanto z,, — x.

<= ] Cualquier U € &(x) contiene puntos de la sucesion, de forma que U N S # () y por tanto
res.

Asf pues, en un espacio métrico (X, d), S es denso en X si y solo si Vo € X, H{z, 52, C S
Tp = x,y x € 0S siysolosi Ha,}22 €S {yn}2, C X\S: x,,y, — x. Estas caracteriza-
ciones s6lo son ciertas en espacios métricos, pero no es espacios topologicos arbitrarios.



Capitulo 3

Aplicaciones continuas

Una aplicacion f : (X,T) — (Y,T') es continua en p € X si VV € E(f(p)),3U € E(p) :
f(U) C V. Equivalentemente, si B(p) y B(f(p)) son bases de entornos de p y f(p), entonces f
es continua en p si y solo si VV € B(f(p)),3U € B(p) : f(U) C V.

=] Si f es continua en p, dado V € B(f(p)), existe U € E(p) con f(U) C V, pero entonces
existe U’ € B(p) con U' C U, luego f(U') C f(U)C V.

<] Dado V € &(f(p)), existe V' € B(f(p)) con V' C V, pero existe U € B(p) C E(p) con
f(U) C V' CV, luego f es continua en p.

De aqui que f: (X,d) — (Y,d’) es continua en p respecto a las topologias métricas Tg y Tar
siysolosiVe>0,30 >0:Ve € X,(d(z,p) <d = d(f(z), f(p)) < €). Demostracién:
Tomando B(p) = {B(p; ) | § > 0}y B(f(p)) = {B(f(p); ) }r>0, la equivalencia es consecuencia
de lo anterior y de que = € B(p;d) < d(z,p) <dy f(p) € B(f(p);e) < d(f(x), f(p)) <
€.

Si (X,7) es 1AN, f: (X,7) — (Y,T’) es continua en p € X si y solo si V{z,}32, C
X, (xp, = p = f(zn) — f(p)). Ademas, la implicaciéon a la derecha se cumple para espacios
topologicos arbitrarios.

=] Si f es continua en p, dada una sucesion {z,}5°; C X que converge apy V € E(f(p)),
existe U € &E(p) con f(U) C V, y por la convergencia de {z,}52 , existe un ny tal que
si n > ny entonces x,, € U, pero entonces f(x,) € f(U) CV, luego f(x,) — f(p).

<= ] Sea B(p) una base de entornos de p numerable, si suponemos que f no es continua,
entonces IV € B(f(p)) : YU € B(p), f(U) € V. Sea ahora U; € B(p) y V1 un entorno de
p que no contiene a U;. Podemos tomar VY := Vi NU; € E(p) y existird Uy € B(p) con
Us C V{. Como B(p) es numerable, podemos hacer esto sucesivamente ordenando asf sus
elementos en una sucesion {U,, }2°; de entornos con U; 2 Us D .... Con esto formamos
una sucesion {x,}°2, con x; € U; v f(z;) ¢ V, de modo que x,, — p en X mientras que
f(zn) # f(p) en Y, lo que contradice la hipotesis.

Sean (X,7) ER (Y, T") % (Z,T") aplicaciones continuas en p € X y f(p), respectivamente,
entonces g o f es continua en p. Demostracion: Dado W € £(g(f(p))), como g es continua



en f(p), existe V- € E(f(p)) con g(V) C W y como f es continua en p, existe U € £(p) con
f(U) C V. Entonces g(f(U)) C g(V) C

Dado S C X,si f : (X,7T) — (Y, 7'/) es continua en p € S, entonces f(p) €
Demostracion: Sea V € £(f(p)), como f es continua en p, existe U € E(p) con f(U) C V,
pero como p € S entonces U N S # ), luego ) # f(UNS) C f(U)N f(S) SV N f(S).

3.1. Continuidad global

Una aplicacion f : (X, 7) — (Y, T’) es continua si lo es en cualquier punto de X. Equiva-
lentemente, f es continua si y sélo si VA € T/, f~1(A) € T.

=] Sea f continua, A € 7’. Dado p € f~1(A) arbitrario, entonces f(p) € A € E(f(p)), ¥
como f es continua, existe V, € £(p) con f(V,) C A, luego V,, C f~1(A). Pero entonces

Uper-10a) Vo = [Tl eT.

<] Seanp € Xy A€ E(f(p)). Entonces p € f~1(A), y como por hipétesis f~1(A4) € T,
entonces f~1(A) € £(p) es pues el entorno de p buscado para que f sea continua en p.

f:(X,T)— (Y,T") es continua si y sélo si Vp € X,V € E(f(p)); f~1(V) € E(p).
= ] Trivial.
<= Cada A € T’ se puede escribir como A = J,c 4 V; con V; € E(g), de modo que YA =

F 7 Uqgea Vo) = Ugea F71 (V). Por tanto, si los f~'(V;) son abiertos, f~(A) también
lo es por ser unioén arbitraria de abiertos.

f:(X,T)— (Y,T) es continua si y sélo si VC € Cr, f~1(C) € Cr.
=] Si f es continua y C es cerrado en (Y, T"), entonces X\f~1(C) = f~1(Y\C) € T, luego
(o) ecr.

<= Analoga.
Algunas aplicaciones continuas:
1. id: (X, T) = (X, T") es continua si y sdlosi 7' C T.
2. Una aplicacién constante siempre es continua.
3. Toda f: (X,Tp) — (Y, T’) es continua.
4. Toda f: (X,T) — (Y, Tr) es continua.
5

.St f,9: (X, T) — (R, 7T,) son continuas entonces f+g,fg:(X,T)— (R,7,) también lo
son. Si ademas g(z) # 0Vz € X, entonces L (X, T)— (R,7,) es continua.

o

Las proyecciones m; : (R",d,) — (R, d,) con m;(z1,...,2,) = x; son continuas.

7. Sea f : (X,T) = (R",T,) dada por f(z) = (fi(z),..., fn(z)), siendo fi,...,fn :
(X,7) = (R, T,,) las llamadas funciones coordenadas de f, entonces f es continua si
y solo si f1,..., fn lo son.

8. Las funciones polinémicas f : (R, 7,) — (R, T,) sobre una o varias variables son siempre
continuas.

Para toda aplicaciéon continua f: (X,7T) — (Y, T’) y todo S C X se tiene que f(S) C f(9).



3.2. Homeomorfismos

Un homeomorfismo es una aplicacion f : (X,7) — (Y,7T’) biyectiva, continua y con
aplicacién inversa continua. Dos espacios topologicos son homeomorfos si existe un homeo-
morfismo entre ellos, y una propiedad topolégica es una propiedad de los espacios topologicos
invariante por homomorfismos. Ejemplos:

= Dos espacios topologicos triviales, o dos discretos, son homeomorfos si y so6lo si existe
una aplicacion biyectiva entre ellos.

= En (R, 7,), son homeomorfos todos los intervalos de la forma [a, b] y [¢,d]; (a,b) y (¢, d);
(a,4+00) y (b, +00); (—00,a) y (—0,b),y (a,4+00) y (—00, b). R es homeomorfo a cualquier
intervalo abierto y acotado, por ejemplo, por tan: (=5, %) — R.

Dada una aplicacion biyectiva f: (X, T) — (Y, T"), son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.

2. AeT < f(A)eT.

3. Celr f(C) € Crr.

1 = 2] Seag:=f"1:Y — X continuay A € T, entonces f(A) = (f~1)71(A) =g 1(A) €
T'. Reciprocamente, si f(A) € T’ entonces f~1(f(A)=AeT.

2 = 1] Para ver que f es continua, dado A C X, si f(A) € T’ entonces f~1(f(4)) =
A € T. Para ver que g == f~! es continua, dado A C X, si A € T entonces
g A)=fA)eT"

1 <= 3] Anaélogo usando la caracterizacion de continuidad por cerrados.

Una aplicacion f : (X,T) — (Y,7T') es abierta si VA € T, f(A) € T', y es cerrada si
VC € Cr, f(C) € Cy. Asi, una aplicacion biyectiva es un homeomorfismo si y solo si es
continua y abierta (o continua y cerrada).

o

° ~ =
f:(X,T)— (Y,T') es abierta si y solo si VS C X, f(5) C f(S), es un homeomorfismo si

o ~ =~ — _
y solo si es biyectiva y VS C X, f(S5) = f(5), y es cerrada si y solo si VS C X, f(S) C f(S).

3.3. Continuidad en subespacios

La aplicacién inclusion ¢ : (H,Ty) % (X,7T) es continua. Demostracion: Si A € T,
i"'(A)=ANH € Ty.

Una aplicacion f: (X, T) = (Y,7") con f(X) C H CY es continua en p € X si y solo si
f:(X,T) = (H,Ty) con f(zx) = f(x) es continua en p. En particular, f es continua si y s6lo

si f es continua.

=] Si f es continua en p, dado V' € &7, (f(p)), existe V' € E7(f(p)) con V! =V N H, luego
existe U € Er(p) tal que f(U) C V, yentonces f'(U) = f(U)=f(UNHCVNH=V".



<] Sif:(X,T)— (H, T{) es continua en p, como la inclusién es continua en f(p) entonces
f =1io f es también continua en p.

Sif:(X,T)— (Y,T') es continua en p € H C X entonces f|y : (H,Tg) — (Y, T') también
es continua en p. En particular, si f es continua también lo es f|z. Demostraciéon: Como la
inclusion es continua en p, f|g = f o4 también lo es.

f:(X,T) = (Y,T") es continua en p € X si y solo si existe U € E(p) tal que f|y es
continua en p.

= | Basta tomar U = X.

] Si flv: (U, Tu) — (Y, T’) es continua en p, sea V € E(f(p)), por la continuidad de f|y
existe U’ € E(p) tal que fly(U’) CV, conlo que f(U') = f|lu(U’") CV, lo que prueba la
continuidad de f en p.

Sea f: (X, T) = (Y,T") y {Ai}icr una familia de abiertos de (X,7) con X = (J,;o; As, si f|a,
es continua para todo i € I, entonces f es continua. Demostraciéon: Dado p € X, existe un
ip € I tal que p € A;, € E(p) y por la propiedad anterior, f es continua en p.

Sea f : (X, T) —» (Y,7") y {C1,...,Cp} una familia finita de cerrados de (X,7) con
X = U?zl Cy, si f|c, es continua para todoi € 1,...,n entonces f es continua. Demostracién:
Dado ¢ € (v,77), f4C") = FHC) N X = FHC) A (UL, Co) = ULy (G 1 F-1(CY)) =
Ui, f\al(C’) Como f|¢, es continua para cualquier ¢ € {1,...,n}, f|51 (C") es cerrado en
(Ci,Te,), y como C; es cerrado en (X, T) entonces f|51 (C") es cerrado en (X, T). Por tanto
f7H(C") es cerrado en (X, T), luego f es continua.

3.4. Continuidad uniforme e isometrias

Definimos la oscilacién de una funcién f: D C R — R en un intervalo I C D como

sup{f(D)} — mf{f(I)} si f(I) esta acotado
+o0 si f(I) no esta acotado

0(f,J) =

Una aplicacion f : (X,d) — (Y,d’) es uniformemente continua si Ve > 0,36 > 0 :
Vo, xe € X, (d(x1,22) <6 = d'(f(x1), f(x2)) < €). Toda aplicacién uniformemente conti-
nua es continua.

Llamamos isometria a una aplicacion f : (X,d) — (Y, d’) tal que Va1, 22 € X, (d(21,22) =
d'(f(x1), f(x2))). Toda isometria es inyectiva y uniformemente continua. Finalmente, una apli-
cacion f: (X,d) = (X, d’) es lipschitziana si AM > 0: Va,y € X, d'(f(z), f(y)) < Md(x,y),
y es ademas contractil si podemos encontrar un M < 1 para el que se cumpla la propiedad.



Capitulo 4

Espacios compactos

Un recubrimiento de S C X es una familia A = {4,};c; de subconjuntos de X con
S C UZ cr A;, y un subrecubrimiento es una familia B C A que es también recubrimiento de
S. Un recubrimiento {4;}ic; de S C X es finito si esta formado por una cantidad finita de
conjuntos, y es abierto en (X, 7) si cada A; lo es. Con esto, un espacio topologico (X, T) es
compacto si todo recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

4.1. Subespacios compactos

El subespacio (K, Tx) de (X,7T) es compacto si y sblo si todo recubrimiento de K por
abiertos de (X, 7T) admite un subrecubrimiento finito.

=] Sea {A;}icr un recubrimiento de K por abiertos de (X,T), entonces {A4; N K};cr es
un recubrimiento de K por abiertos de (K, Tk), por lo que existe una familia finita
A JA;, con K= (4;, NK)U---U(A;. NK),conloque K CA; U---UA; .

TEEEE

<= Sea {A}};cr un recubrimiento de K por abiertos de (K, Tk ), y sea por tanto {A4;};cr una
familia de abiertos de (X,7) con A = A; N K, entonces K C |J,o; A; y por hipotesis
existen A;,,..., A4, talesque K C 4; U---UA; , de modo que K = (A4; NK)U---U
(A;, NK)=Aj U---UA; . Por tanto K es compacto.

Por tanto el concepto de compacidad es intrinseco del espacio topologico, pues no depende del
espacio total donde se considere.

Todo cerrado C' de un compacto (X, T) es compacto. Demostracion: Sea A = {4;};cr un
recubrimiento de C' por abiertos de (X, T), entonces AU {X\C} es un recubrimiento abierto
de X, del que extraemos un subrecubrimiento finito {A;,,...,A;, }, de modo que C C X =
{4, A}

El teorema de Heine-Borel afirma que todo intervalo cerrado y acotado [a,b] en (R, T,,)
es compacto. Demostracién: Sea A = {A4;};c; un recubrimiento de [a,b] por abiertos de
(R, 7,) y definimos G = {x € [a,b]|F{4;,,..., Ai,} € Po(A) : [a,2] C A;; U---UA; }. Como
a € [a,b], existe ig € I con a € A;y € Ty, luego Ie > 0 : [a,a + ) C A;,, de modo que
[a,a+¢) C Gy G # (. Ahora veamos que G es cerrado. Sea y € [a,b]\G, y como y € [a, b,
existe jo € I cony € Aj, € Ty, conloque 36 > 0: (y—06,y+6) C Aj,, e (y—06,y+6) C [a,b]\G.



En efecto, si existiera un z € (y — 4,y +0) NG, como z € G, entonces [a, z] C U;L:1 A, y como
{Ai, ..., Ai,,Ajy} € Po(A), entonces para t € (y — 6,y + 6) se tendria [a,t] C U;.Lzl Ai; UA; ,
llegando asf a la contradiccion de que y € G. En consecuencia, (y — 6,y +6) C [a,b]\G, y como
y es un elemento arbitrario de [a, b]\G, se tiene que [a, b]\G es abierto y por tanto G es cerrado.
Finalmente, vemos que G = [a,b]. En efecto, sea s = sup(G), y como G es cerrado entonces
s € G. Supongamos que s < b, entonces existe kg € I con s € Ay, y por tanto [s,s + &) C Ay,
contradiciendo que sea s el supremo de G. Y como s € G = [a, s] C G, entonces G = [a, b].

En un espacio métrico (X, d) donde las bolas cerradas son siempre compactas (como sa-
bemos que ocurre en (R, 7,) por el teorema anterior), todo subespacio cerrado y acotado es
compacto. Demostracion: Sea C' C X cerrado y acotado, entonces existen zg € X y r > 0
con C C By(zo;r) C Bglxo;r], y como C es un cerrado contenido en el compacto Bg[zo; 7], es
también compacto.

Todo subespacio compacto K de un espacio topolégico Hausdorff (X, T) es cerrado. De-
mostracion: Probamos que X\K es abierto, para lo cual vemos que todos sus puntos son
interiores, es decir, Vp € X\K,34 € £(p) : A C X\K. Dado p € X\K, para cada z € K,
como p # z, la condicion de Hausdorff nos asegura que existen A, € £(p) y B, € E(x) dis-
juntos. Ahora bien, {B,;}.cx es un recubrimiento de K por abiertos de X del que podemos
extraer un subrecubrimiento finito B,,,..., B, para ciertos zi,...,x, € K. Sea entonces
A=_, Az, € E(p), dado a € A, para cada i € {1,...,r} se tiene que a € A,, y por tanto
a ¢ By,, luego a ¢ K y por tanto A C X\ K.

Todo subespacio compacto K de un espacio métrico (X, d) es acotado. Demostracion:
Dado a € X, para todo z € K existe un n, € N con d(z,a) < n,, de modo que {B(a;n)}>>
es un recubrimiento abierto de K del que podemos extraer un subrecubrimiento finito
{B(a;n1),...,B(a;n,)}, pero entonces K C B(a;ni)U---UB(a;n,) = B(a;max{n,...,n,}).

De las tres ultimas proposiciones se tiene que si (X, d) es un espacio métrico donde las bolas
cerradas son siempre compactas, entonces un subespacio de (X, T4) es compacto si y solo si es
cerrado y acotado en (X, d).

4.2. Productos finitos

Dados dos espacios topologicos (X1,7T1) v (X2, 72), llamamos espacio topolégico pro-
ducto (X7,771) x (X2, T3) = (X1 X X2, 71 x T3) aaquel en el que G € T1 x Ty <= V(z1,72) €
G,3A; € T1,As € To : (x1,29) € A1 X Ay C G. Veamos que en efecto este es un espacio
topologico.

1. @,X1XX2€7-1X7-2.

2. Sean G,G" € T1 x Ty, dado (z1,22) € GNG, existen Ay € Ty, Az € T3 con (x1,25) €
A1 x A C G, y andlogamente, existen A} € Ty, A, € T2 con A} x A C G'. Por tanto
(x1,22) € (A1 NA}) x (A2 N A) C GNG'. En efecto, si (p1,p2) € (A1 NAY) x (A3N A))
entonces p; € Ay y p2 € Ay y por tanto (p1,p2) € A1 X Ay C @G, y analogamente
(p1,p2) € G'.

3. Sea {G;}icr una familia de abiertos de 71 x T2 y (v1,22) € ;c; Gi, entonces existe
j €1 con (z1,22) € Gj € T1 x Tz, de modo que existen A;1 € Ty y Ajo € T tales que
(71, w2) € Ajy X Ajo € G € U, Gi:



G C X1 x X es abierto en (X1 X X5, 71 X Tz) si y solo si existen un conjunto de indices I y
abiertos A;; € 71y Ao € T2 para cada i € [ tales que G = (J;c;(Ai1 X Ai2).

= | Si G € T1 X Ta, para cada & = (z1,22) € G existen A,, € T1 y Az, € T tales que
x= Ay X Az, € G, luego G =, ceiz} € Upea (A, X Azy) C€G.

=] Si G = ;e (Ai1 X Aj2), entonces todo punto de G se encuentra en algiin A;; x Ajo, con
lo que G cumple la definicién de abierto de la topologia producto.

El teorema de Tijonov o Tychonoff afirma que (X x Y, T x T’) es compacto si y solo si
(X, T) e (Y, T') son compactos.

=] Si (X xY,T xT") es compacto, sea A = {A;};c; un recubrimiento abierto de X, entonces
{A; x Y};cr es un recubrimiento abierto de X x Y del que podemos extraer un subrecu-
brimiento finito {4; x Y,..., A, x Y}, con lo que {Ay,...,A,} es un subrecubrimiento
finito de A para X.

<= Sean (X,7T) e (Y,T') compactos, W un recubrimiento abierto de X x Y y G la familia
de subconjuntos S C X tales que S X Y puede ser recubierto por una cantidad finita de
abiertos de W, hemos de demostrar que X € G.

e Sean S, 5" € G, entonces existen X' y X’ subrecubrimientos finitos de SxY y 8’ x Y,
respectivamente, por lo que X U X’ es un subrecubrimiento finito de (SUS’') XY y
SuUS eg.

e Dado z € X, para cada y € Y, como W es un recubrimiento de X x Y, existe
W, € W tal que (z,y) € W, de modo que podemos encontrar A, € Ty B, € T’
tales que (z,y) € A, x B, C W,,. Asi, {By}yey es un recubrimiento abierto de YV’
del que podemos obtener un subrecubrimiento finito {B,,, ..., B,, }. Sea entonces
Ay, = Ay, N---NA,, entonces A, x Y = A, x (Ui_; By,) = Ui, (Az x By,) C
Ui, (4y, x By,) € U;_; Wy,, de modo que A, € G.

e Por lo segundo, tenemos un recubrimiento abierto de X de la forma {A; },cx donde
cada A, € G, por lo que podemos encontrar un subrecubrimiento finito X = A4,, U
-+-UA;,, y por lo primero esto implica X € G.

De esto, junto con el apartado anterior, se obtiene la version general del teorema de Heine-
Borel, que afirma que un subespacio de (R",T,,) es compacto si y s6lo si es cerrado y acotado
para alguna de las métricas dr, dg ¥ doo-

4.3. Compacidad y continuidad

Sif:(X,T) — (Y,7') es continua y (X,7T) es compacto entonces f(X) es compacto.
Demostracion: Sea A = {A;};c; un recubrimiento de f(X) por abiertos de (Y, 7”), entonces
{f~Y(Ai)}ier es un recubrimiento abierto de X, que admite pues un subrecubrimiento finito
{f~YA1),..., fH(A.)}, con lo que {A1,...,A.} es un subrecubrimiento finito de A para
F(X).

Esto significa que la compacidad es una propiedad topologica, es decir, si (X, T) e (Y, T”) son
homeomorfos y (X, 7) es compacto, (Y,7") también lo es. También significa que, si (X, T) es
compacto, toda funcion continua f : (X, 7T) — (Y,d’) es cerrada y acotada. En particular toda



f:(X,T)— (R, 7T,) continua alcanza su maximo y su minimo en X, y si (X,7T) = ([a, )], Ts)
entonces f([a,b]) es un intervalo cerrado y acotado.

El teorema de la continuidad de la funcién inversa afirma que toda f : (X,7) —
(Y, T") biyectiva y continua, siendo (X, 7) compacto e (Y, 7’) Hausdorff, es un homeomorfismo.
Demostraciéon: Basta probar que g := f~! es continua. Asi, f lleva compactos de (X,7T) a
compactos de (Y,T"), pero dado C' € Cr, C es compacto, f(C) también y por ser (Y,77)
Hausdorff, f(C) es cerrado. Hemos probado que dado C' C X cerrado, g~ 1(C) = f(C) es
cerrado, luego g es continua.

Por tanto toda aplicacion f : (X, 7T) — (Y, T”) inyectiva y continua, siendo (X, 7) compacto
e (Y,7") Hausdorff, es un homeomorfismo entre (X, 7) y (f(X), T x))-

Toda f : (X,d) — (Y,d) continua, siendo (X,7;) compacto, es uniformemente conti-
nua. Demostracién: Dado ¢ > 0, para p € X, existe §, > 0 tal que Vy € X, (d(p,y) <
o, = d'(f(p),f(y)) < §). Sea ahora ¢, = %"’ y {B(p;d,)}pex un recubrimiento abierto

de X, podemos extraer un subrecubrimiento finito {B(p1;0d,,),..., B(p;d, )}, y llamamos
§ = min{d, ,...,d, }. Sean x,y € X con d(z,y) < J, entonces existe i € {1,...7} con

d(z,p;) < bp,, luego d(y, p;) < d(y,x) +d(z,p;) <8 +6), <20, =6y, Asi, d'(f(z), f(pi)) < §
y d'(f(y), f(pi)) < 5,y por tanto d'(f(y), f(z)) < d'(f(y), f(p:)) +d'(f(pi), f(2)) <e.

4.4. Compacidad por sucesiones

(X, T) es compacto por sucesiones si toda sucesion admite una subsucesion convergente.
Ahora probaremos que todo espacio métrico compacto es compacto por sucesiones, y viceversa.

Primero probamos que si {x,,}°2 ; es una sucesion en (X, d) y p es un punto de acumulacion
de ella, {z, }52; posee una subsucesion convergente a p. En efecto, sea S = {z,, }nen el conjunto
de puntos, para todo r > 0 debe ser (B(p; r)\{p})NS infinito, pues si fuera finito {xy,,...,2n, }
podriamos escoger ' > 0 con 1’ < d(p,xy,,)Vi y por tanto (B(p;r)\{p}) NS = 0, lo que
contradice que p sea punto de acumulacion. Ahora bien, si para k = 1 tomamos r = 1 existira
Tn, € B(p;1), y si tenemos z,,, € B(p;+) con nj > nj,_1 entonces como B(p; k%_l) NS es
infinito, podemos tomar z,,_, € B(p; k%rl) con ny41 > ny, formando una subsucesion {z,, }x
que converge a p. Esto también vale para cualquier espacio topologico 1AN y Hausdorff.

Ahora vemos que todo subconjunto infinito S de (X, 7) compacto tiene al menos un punto
de acumulacién. Supongamos que no los tiene, es decir, Vp € X,3U, € E(p) : (Up\{p}) NS =
(. Entonces podriamos considerar el recubrimiento abierto {U,},ex de X, del que podemos
extraer un subrecubrimiento finito {Up,,...,U,, }, pero S =5SNX =5SN({U,, U---UU,,.) =
(SnUpl) U--U (SﬂUpr) g {p17"’7p7“}‘#

Con esto podemos probar que todo espacio métrico compacto es compacto por sucesiones.
Supongamos que (X, d) es compacto y sea {x,, }°2 ; una sucesion en X. Ahora sea S = {x,, } nen.
Si S es finito, debe existir p € X que se repite infinitas veces en la sucesion, y estos términos
forman una subsucesiéon constante y por tanto convergente. Si es infinito, posee un punto de
acumulacién y por tanto tiene una subsucesién convergente.

Observamos que toda sucesion acotada en R™ con dr, dg 0 ds posee una subsucesion
convergente.

(X, d) es precompacto o totalmente acotado si para cada r > 0 existe una cantidad
finita de puntos {z1,...,2m} de X tales que X = B(z1;7) U -+ U B(am; 7). Esta definicion
es casi igual a la de compacto, pero no se considera un recubrimiento abierto cualquiera sino



solo los de la forma {B(p;r)}pex. Asi, todo espacio métrico compacto es precompacto, y todo
espacio precompacto es acotado.

Todo espacio métrico compacto por sucesiones es precompacto. Sea (X, d) un espacio mé-
trico compacto por sucesiones tal que 3r > 0: VS C X, X # |J, g B(x;r), y construiremos
una sucesion {x,}52, en X de la siguiente forma. Sea z; € X cualqulera y supongamos que
hemos construido z1, ..., ., de modo que d(z;,z;) > rVi,j < m,i # j, y como por la hipdtesis
X # U, B(zy;r), existe zp41 € X\ U~, B(xi;r) y tenemos por induccién una sucesion tal
que d(x;,x;) > rVi # j. Ahora bien, por la compacidad por sucesiones ha de existir una sub-
sucesion {z,, }32; convergente a un p € X, pero entonces existe kg € N tal que d(p,z,,) < §
para k > ko y entonces d(zp, , Zn,,,) < r, lo cual es absurdo.

Todo espacio métrico precompacto es separable. Si (X,d) es precompacto, para n € N
existen {Tip,...,2r,n} tales que X = (J7, B(@in; n) El conjunto D = {%n tneni<i<r, €S
numerable por ser unién numerable de conjuntos finitos. Probaremos que es denso viendo que,
dado p € X, se tiene p € D. Para todo n € N existe z;, tal que p € B(x;p; %), pero entonces
Tin € B(p;2) y B(p; 1) corta a D, luego D corta a todos los entornos de la base {B(p; 2 ) }nen.

Dado un recubrimiento abierto A de (X,d), r > 0 es un namero de Lebesgue de A si
Vpe X,34, € A: B(p;r) C A,.

El lema de Lebesgue afirma que si (X, d) es compacto por sucesiones entonces todo recu-
brimiento abierto admite un nimero de Lebesgue. Sea A = {4;};cr un recubrimiento abierto de
X que no admite un namero de Lebesgue. Entonces Vr > 0,3p € X : Vi € I, B(p;r) € A;. Sea
{Zp}nen € X tal que B(z,; + L) ¢ AVi € I, como (X, d) es compacto por sucesiones, existira
{&n, }ren convergente aun p € X. Seaig € I conp € A;, € Tg, existe rg > 0 con B(p; ro) C A,
Sea N € N con d(p,zn) < % y & < . Ahora, tomando ¢ € B(zn;3;) vemos que
d(p,y) < d(p,zn) + d(xn,y) < 70, luego y € B(p;ro) € Ay, y por tanto B(zn; +) € B(p;ro),
lo cual es absurdo.

De aqui que todo espacio métrico compacto por sucesiones es compacto. Sean (X,d) un
espacio métrico compacto por sucesiones y A = {A;};cr un recubrimiento abierto de X. Sea
un namero de Lebesgue para A. Entonces existe un recubrimiento finito de X mediante bolas
{B(z1;€),...,B(zr;€)} de radio e. Pero como cada bola B(xz;;¢) ha de estar contenida en un
abierto A4; de A, tendremos que {A;1,..., A} es un subrecubrimiento finito de X.



Capitulo 5

Espacios conexos

Una separacién por abiertos o particién por abiertos de un espacio topologico (X, T)
es un par {A, B} de subconjuntos abiertos no vacios con AUB = X. (X,7T) es conexo si no
admite ninguna separacion por abiertos, y de lo contrario es disconexo. Equivalentemente,
(X, T) es conexo si y solo si no existe ningtin par de cerrados {C, D} no vacios con CUD = X,
si y s6lo si los tinicos subconjuntos de X abiertos y cerrados al mismo tiempo son el total y el
vacio.

(X, T) es conexo si y solo si toda aplicacion continua f : (X, T) — ({0,1}, Tp) es constante.

=] Sea (X, T) conexo y supongamos que existe f : (X,7) — ({0,1}, Tp) continua no cons-
tante. Entonces existen p,q € X con f(p) =0y f(¢) = 1. Como {0} y {1} son abiertos,
A= f71({0}) y B= f~1({1}) forman una separacién por abiertos de (X, T).#

<] Sea (X, T) disconexo y A y B abiertos no vacios de (X,7) con AUB = X. Si definimos
f:(X,T) = ({0,1},Tp) tal que f(p) =0sipe Ay f(p) =1sip e B, entonces f es
continua porque la imagen inversa de todo abierto es abierto, pero no es constante.

(X, T) es conexo si y sblo si toda aplicaciéon continua cumple que Va,y € X, c € (f(x), f(y)); 3z €
X:f(z)=c

—> | Supongamos que existe f: (X,T) — (R, 7,) tal que existen z,y € X y ¢ € R con f(z) <
¢ < f(y) pero ¢ ¢ f(X). Entonces f~(—o0,c) y f~*(c, +00) forman una separacién por
abiertos de (X,7) (ningtn x € X va a parar a (—o0o,¢) y a (¢, +00) a la vez).

<] Sea (X, T) disconexo, entonces existe g : (X,7T) — ({0,1}, 7p) no constante. Si compo-
nemos esto con la inclusion {0,1} ¢ R, obtenemos =,y € X con f(z) =0y f(y) =1,y
si tomamos ¢ = % entre f(z) y f(y) entonces ¢ ¢ f(X).

Si (X,T) es conexo y f : (X,T) = (Y,T’) es continua entonces (f(X),T’|(x)) es conexo.
Demostracion: Sea B abierto y cerrado en (f(X),7|f(x)), como f : (X,T) — (Y,T') es
continua, f~1(B) es abierto y cerrado en (X, 7T), por lo que es el total o el vacio y por tanto
B=f(X)oB=0.

De aqui que si (X,T) e (Y,7’) son homeomorfos y uno es conexo, el otro también, y si
f:(X,T)—= (Y,T') es continua y (X, T) es conexo, la grafica {(x, f(z))}zcx es conexa, pues
es homeomorfa a (X, 7).



5.1. Subespacios conexos de R

El teorema de Bolzano afirma que si f : [a,b] — R es continua y f(a) y f(b) son de
signos opuestos, existe z € [a,b] con f(z) = 0. El teorema de los valores intermedios o
primer teorema de Weierstrass afirma que si f : [a,b] = R es continua y ¢ € R cumple
f(a) < c < f(b) entonces existe = € [a,b] con f(z) = c.

S C R no vacio es un intervalo si y sdlosi Vz,y € S,z e R;j(x < 2 <y = z € S). Un
subespacio de (R, 7T,) es conexo si y sblo si es un intervalo.

=] Si S no es un intervalo, existen z,y € Sy z € R\S con z < z < y, luego SN (—0,2) y
SN (z,+00) es una separacion por abiertos no vacios de (S, Ty |s) y por tanto es disconexo.

<= ] Sea S un intervalo y supongamos que no es conexo. Entonces existe f : (S, T.|s) = (R, Tx,)
tal que existen z,y € S con z <y y f(z) # f(y) y existe ¢ € (f(x), f(y)) con ¢ ¢ f(S5).
Pero entonces existe f : ([z,y], Tul(z,y)) — (R, T.) que no cumple el teorema de los valores
intermedios.#

De aqui que si (X,7) es conexo y f : (X,7) = (R,7,) es continua entonces f(X) es un
intervalo.

5.2. Propiedades

Si H es un subespacio conexo de (X,7T) entonces todo S con H C S C H es conexo.
Demostracién: Supongamos que existen abiertos no vacios A’ y B’ en (S, Tg) con A/UB’ = S.
Entonces existen A, B € T no vacios con A’ = ANSy B '=BNS, luego (ANH)N(BNH) =
(ANHNBNH) =AnNBNH=0y(AnH)UBNH)=(ANHUB NH) =
(AUB)YNH=SNH=H,y como (H,T|g) es conexo, debe ser ANH=0o0oBNH=.Si
por ejemplo ANH =0, como A’ # (), existe p € A’ = ANS C AN H, pero A es un entorno
de p que no corta a H por lo que p no puede estar en H.#

De aqui que la clausura de un subespacio conexo es conexa. Veamos ahora el criterio del
peine, que afirma que dado un espacio topologico (X, T) y {H;}ier una familia de subespacios
conexos para la que existe 49 € I con H; N H;, # () para todo i € I, entonces H = J,.; H;
es conexo. Demostracién: Primero vemos que dado C' C X conexo y {A, B} una separacion
de X por abiertos entonces C' C A o C C B. En efecto, si no fuera asi se tendria C N A # ()
yCNB#0,yC=(CnNnA)U(CNB)siendo CNAy CnN B abiertos en (C,7¢) no vacios
con (CNA)N(CNB)=CnN(ANB) =0, contradiciendo que C' sea conexo. Ahora bien, si
{A, B} es una separacion por abiertos de (H, Ty ), dado i € I, H; C B o H; C A. Supongamos
H;, C A. Como para cualquier ¢ se tiene H; N H;, # 0 y AN B = () no puede ser H; C B, luego
cada H; C Ay H = Uiel H; C A, conlo que B=(y H es conexo.

En particular, si {H}ies es una familia de subespacios conexos de (X, T) con (),c; H; # 0
entonces H := | J,_; H; es conexo, y si Hy y Hy son conexos con Hy N Hy # () entonces Hy U Ho
€s conexo.

El espacio producto (X1 x Xa, 71 X T3) es conexo siy solo si (X1,71) y (X2, T2) son conexos.

i€l

=] Se deriva de que las proyecciones son continuas.

<=] Sean X1, X5 # 0 (de lo contrario X; x X = () y la propiedad es cierta), dado ps € X,
X1 x {p2} es homeomorfo a (X1, 71) y por tanto conexo, y lo mismo ocurre con {p; } X X



dado p; € X;. La uni6n de espacios conexos Up1€X.1 {p1} x X5 U UpzeXz X1 x {p2} da
(X1 x Xo,T1 X Tz), y basta aplicar el criterio del peine.

5.3. Conexién por arcos

Dados p,q € X, un arco de p a g en (X,7T) es una aplicaciéon continua o : ([0,1],7,) —
(X,T) con 0(0) =py o(l) = ¢q. Un espacio topolédgico (X,7T) es conexo por arcos o por
caminos si cualquier par de puntos pueden ser conectados por un arco.

Un subconjunto S C R™ es convexo si para cualesquiera x,y € S, el segmento L, =
{(1 =t)z +ty}scjo,1) es un subconjunto de S. Todo subconjunto convexo de (R™,7,) es conexo
por arcos. Por tanto las bolas en dr, dg v dw, tanto abiertas como cerradas, y los rectangulos,
SO CONEXO0S POr arcos.

Todo espacio topolégico conexo por arcos es conexo. Demostracién: Supongamos que
existe una separacion {A, B} por abiertos no vacios del espacio (X,7) conexo por arcos. En-
tonces podemos tomar a € Ay b € By o un arco de a hasta b. Pero como ([0, 1]) es conexo,
debe estar contenido en A o en B.#

El reciproco no se cumple, pues ([0,1] x {0}) U ({}nen x [0,1]) U{(0,1)} en (R?,T,) es
CONEXO PEro No CONeXo Por arcos.

Sean 01,09 : [0,1] — X dos arcos en (X,7T) que unen, respectivamente, x con y e y con
z, llamamos unién, producto o composicién de arcos, escrito o1 * g9, a la aplicacion
7:]0,1] = X dada por

_Jou(2t) sitel0,1]
T(t)_{ag(%—l) site| ,21]

N|—

que es un arco que une x con Z.

Decimos que un subconjunto S C R™ es estrellado en p € S si Vo € S,L,, € S. Un
espacio topologico (X, 7)) es conexo por arcos si y solo si existe p € X tal que cualquier ¢ € X
se pueda unir con p por un arco en (X,7), y en particular los subconjuntos estrellados son
€ONEeXO0s por arcos.

Todo subconjunto abierto y conexo de (R™,7,,) es conexo por arcos. Demostraciéon: Sean
U un abierto conexo de (R, 7,), p € U y A el subconjunto de los puntos de U que se pueden
unir con p. Siy € A, como U es abierto, existe r > 0 con B(y;r) C U y si z € B(y;r), la
unién del arco que une p con y y el radio que une y con z es un arco que une p con z, luego
B(y;r) € Ay, como y es arbitrario, A es abierto. Ahora bien, sea y € U\ A, existe r > 0 con
B(y;r) C U. Pero si existiera z € B(y;r) con z € A, la unién del arco que une p con z y el
radio que une z con y es un arco que une p con y y por tanto y € A#, luego B(y;r) C U\A,
y como y es arbitrario, U\ A es abierto y A es cerrado. Como A es abierto y cerrado en un
espacio conexo y A # () porque p € A, entonces A = U y U es conexo por arcos.
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