Topologia de superficies



Copyright (C) 2020 Juan Marin Noguera, juan.marinnQum. es!

Esta obra estd bajo la licencia Reconocimiento-Compartirlgual 4.0 Internacional
de Creative Commons (CC-BY-SA 4.0). Para ver una copia de esta licencia, visite
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/.

Bibliografia:

= Diapositivas de clase, Pascual Lucas (2019-20), Departamento de Matemaéticas, Univer-
sidad de Murcia.

= Jan Richard Cole (2015). Modelling CPV,https://repository.lboro.ac.uk/articles/
Modelling_CPV/9523520.

= Martin D. Crossley (2005), Springer. Essential Topology.
= Wikipedia, the Free Encyclopedia, https://en.wikipedia.org/.

= Klint Qinami. Algebraic Topology, https://www.cs.princeton.edu/ kqinami/pdfs/
algebraic_topology_notes.pdf.

= James R. Munkres (2000). Topologia (segunda edicion).


mailto:juan.marinn@um.es
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://repository.lboro.ac.uk/articles/Modelling_CPV/9523520
https://repository.lboro.ac.uk/articles/Modelling_CPV/9523520
https://en.wikipedia.org/
https://www.cs.princeton.edu/~kqinami/pdfs/algebraic_topology_notes.pdf
https://www.cs.princeton.edu/~kqinami/pdfs/algebraic_topology_notes.pdf

Capitulo 1

Espacios topologicos

Dado un conjunto X, 7 C P(X) es una topologia si §,X € T,VAC T,UA e Ty
VA1, ..., A, € T,N{A1,...,A,} € T. Entonces llamamos espacio topolégico al par (X, T),
(conjuntos) abiertos a los elementos de 7 y (conjuntos) cerrados a sus complementarios.
Asi, ) v X son cerrados, la interseccién arbitraria de cerrados es un cerrado y la unién finita
de cerrados es un cerrado.

Dado X # (), llamamos topologia trivial o indiscreta a Ti,q = {0, X} y topologia
discreta a T35 = P(X). Llamamos espacio indiscreto a (X, 7inq) y espacio discreto a

(Xa 7?iis)-

1.1. Interior y clausura

Sean (X, 7) un espacio topologico y S C X, llamamos interior de S, intS o S al mayor
abierto contenido en S, que es la unién de todos ellos, y clausura de S, clS o S al menor
cerrado que lo contiene, que es la interseccion de todos ellos. Asi, S C .S C S,y S es abierto si
y solosi § =Sy cerrado siy sélosi S = S.

Un entorno de z € X es un elemento de E(x) = {U € T | v € U}. Entonces z € Ssiy
solo si existe un entorno de z contenido en S, y 2 € S si y sélo si todo entorno de z interseca
con S.

1.2. Espacios métricos

Una distancia en un conjunto X es una funciéon d : X x X — R tal que para cada
z,y,z2 € X, 0 < d(z,y) = d(y,xz) < d(z,2) + d(z,y). Decimos entonces que (X,d) es un
espacio métrico.

En R tenemos la distancia usual d,(z,y) = |z — y|. Dado un espacio métrico en (X, d),
definimos en X" la distancia

p

dp(z,y) = (Z d(@k, yk)p>
k=1



para p € N*, y doo(z,y) = max;_; d(zk,yr). Llamamos distancia Manhattan o del taxi
a dp, distancia euclidea a dy y distancia del ajedrez a d.,. Ademés, en un conjunto X
definimos la distancia discreta como

1si z # vy,
Osiz =y.

dD<.’1?,y) = {

Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y ¢ > 0, llamamos bola (abierta) en la distancia d

de centro z y radio § a

By(z,0) :={y e X | d(z,y) < e}.
Llamamos topologia (métrica) inducida por d en X a la topologia Tg = {4 € X | Vx €
A,36 > 0| By(z,d) C A}. Las bolas son abiertas en la topologia inducida, por lo que en esta
los abiertos son uniones de bolas.

La distancia discreta induce la topologia discreta, y las distancias del taxi, euclidea y del
ajedrez sobre R™ con la distancia usual en R inducen una misma topologia que llamamos
topologia usual en R" (n > 1). En R, los abiertos de esta topologia son las uniones de
intervalos abiertos.

1.3. Subespacios topolégicos

Dados un espacio topologico (X, T)eY C X, Ty = {UNY }ye7 es una topologia sobre Y, la
topologia del subespacio o inducida sobre Y. Algunos subespacios topolégicos importantes:

1. Z C R. En este caso, la topologfa inducida por la usual es la discreta.

2. La n-esfera, S"(r) .= {(z1,...,@nq1) € R"™ | 2f + - 422 =r?}.

3. El plano agujereado R?\ {0} C R? y el espacio agujereado R" \ {0} C R"™.
4. El intervalo cerrado I := [0,1] C R o el cuadrado unidad I x I C R?.

5. El cilindro, C := {(x,y,2) € R® | 2% + y? = 1,0 < z < 1}, cono de rotacién sobre el eje
z de {(1,0,5)}se0,1), esto es, C' = {Ry(1,0,5)}ge(0,27],s€[0,1] CON

cosf —sinf 0
Ry .= sinf cosf O
0 0 1

6. El toro, T := {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 — 4\/22 + y2 + 3 = 0}, cono de rotaciéon sobre
el eje z de {(,0,2) | (z —2)2 + 22 =1}.

7. La cinta de Mébius, M = {(cos (3 —tsin §),sin6(3 — tsin &), ¢ cos g)}96[0727r}7te[_171].
La idea es tener una varilla inicialmente paralela al eje Z a longitud 3 que va girando
alrededor del eje a la vez que gira alrededor de su punto medio a la mitad de velocidad
angular de forma perpendicular al eje.

8. El grupo lineal general GL(n,R) C M,,(R), compuesto por las matrices invertibles,
con la topologia para M,,(R) dada por isomorfismo lineal con R™.



9.

El grupo ortogonal O(n) C GL(n,R), formado por las matrices cuya inversa es su
traspuesta.

10. El grupo ortogonal especial SO(n) C O(n), formado por las matrices ortogonales con

1.4.

determinante 1.

Continuidad

Dados dos espacios topologicos (X, Tx) e (Y, Ty), f: X =Y, 0 f: (X, Tx) — (Y, Ty) si
queremos resaltar la dependencia de las topologias, es continua si VV € Ty, f~1(V) € Tx.
Dados dos espacios topologicos X1y Xoy f : X1 — Xo continua, siY; C X, fly, : V1 — Xo
es continua, por lo que en particular la inclusiéon i : Y1 — X7 es continua, y si f(X;) C Ys C Xo,
la restriccion del rango [’ : X; — Y5, dada por f/(z) := f(x), es continua. Ademas, si X
es un subespacio topologico de X', la extensiéon de la imagen f’': X; — X' es continua.
Son funciones continuas:

1.
2.

N e

*

10.
11.

12.

Las de forma f: (X, Tas) =Y o f: X = (Y, Tind)-
Las constantes.

La composicion de aplicaciones continuas. No obstante, dadas f : X - Y yg:Y — Z|
que g o f sea continua no significa que lo sean f y g, pues por ejemplo, si tomamos g
constante, g o f es continua aun si f es discontinua.

La suma s : R? — R, s(z,y) := x + y, con la topologia usual.
El producto p : RZ — R, p(x,y) := zy, con la topologia usual.
La diagonal d : R — R", d(x) := (z,...,x), con la topologia usual.

Una funciéon f: X — []
son.

ser Yi es continua si y solo si los componentes f;(x) == f(x); lo

Los polinomios reales, con la topologia usual.
El determinante det : M, (R) — R.
La inversa matricial inv : GL(n,R) — GL(n,R).

La aplicacion suprayectiva f : S* — SO(3) dada por

w? 4+ 2?2 —y? - 22 2(xy — wz) 2(wy + x2)
flw,z,y,2) = 2(zy + wz) w? — 22 +y? - 2?2 2(yz — wx) ,
2(xz — wy) 2(yz + wz) w? — 2 —y? + 22

que asocia a (cosf, z,y, z) € S la rotacién de angulo 26 alrededor de la recta {((z,y, 2)).
La aplicacion f : S? — SO(3) dada por

222 —1 2xy 2wz

fay) = 20y 22-1 252 |,
2zz 2yz 222 —1

que asocia a cada punto de la esfera la rotacion de 180° alrededor de la recta que genera.



1.5. Base de una topologia

Dado un espacio topologico (X,7), B C T es una base para 7 siVA e T,JACB: A=
JA, en cuyo caso llamamos elementos basicos a los elementos de B. Vemos que B es una
base para T siy solosi VU € T,Vx € U,dB € B:x € B C U, y entonces, si By es base de Ty,
f:(X,Tx) — (Y, Ty) es continua si y solo si VB € By, f~}(B) € Tx.

Dadas dos topologias 7 y 7" sobre X, decimos que 7' es mas fina o mas grande que
T, v que T es mas gruesa o mas pequena que 7', si 7 C 7. Si la inclusion es estricta,
decimos que T’ es estrictamente mas fina o estrictamente mas grande que 7 y que
T es estrictamente méas gruesa o estrictamente mas pequena que 7'. 7 y 7’ son
comparablessi T CT o T' CT.

Sean B y B’ bases respectivas para las topologias T y 7' sobre X, T C T’ si y solo si
BC T, siysolosiVBe B,Yre B,AdB' ' e B :x € B’ C B.

B C P(X) es una base para una topologia sobre X si Vo € X,3B € B: z € By
VB1,By € B,Vx € ByN By,dB3 € B : x € B3 C B; N By. En tal caso, llamamos topologia
generada por Ba T ={U C X |Vzx € U,3B € B |z € B C U}, y se tiene que T es una
topologia y B es base para 7p.

Llamamos topologia del limite inferior, 7, a la topologia 7Ty generada por la base
B = {[a,b) }aper:a<p- Para indicar que R esta equipado con esta topologia, escribimos Ry;.
Esta topologia es estrictamente mas fina que la topologia usual de R.

1.6. Axiomas de numerabilidad

(X, T) cumple el segundo axioma de numerabilidad o es 2AN si 7 admite una base
numerable. Ejemplos:

1. Si X es finito, toda topologia es 2AN, pues T es base finita de 7.

2. (X, Tais) es 2AN si y solo si X es numerable, y (X, Tinq) siempre es 2AN.
3. Res 2AN.

4. Ry; no es 2AN.

Dados (X,T)y =z € X, B, C £(x) es una base de entornos de = si YU € &(x),3B € B, :
B C U, en cuyo caso llamamos entornos basicos en x a los elementos de B,.. (X, T) satisface
el primer axioma de numerabilidad o es 1AN si todo € X tiene una base de entornos
numerable.



Ejemplos:

1. Ry

2. Todo espacio métrico (X, d).
3. Todo espacio 2AN.



Capitulo 2

Propiedades topolbgicas

Una propiedad de un espacio topolégico es hereditaria si, cuando un espacio X la tiene,
sus subespacios también. Por ejemplo, los axiomas 1AN y 2AN son hereditarios.

2.1. Conexidén

Una separacién de X es un par {U, V'} de abiertos disjuntos no vacios cuya union es X. X
es conexo si no admite ninguna separacién, si y sélo si los tinicos subconjuntos de X abiertos
y cerrados son el vacio y el total, y en caso contrario es disconexo, si y solo si existe A C X no
vacio, abierto y cerrado. Un espacio discreto X es conexo si y s6lo si | X| < 1, y uno indiscreto
es siempre conexo.

Un espacio topolégico X es conexo si y s6lo si no existe una aplicacién continua y sobre-
yectiva X — SY = {1, —1}.

2.1.1. Conexion en R

R es conexo, asi como sus intervalos y R"™.
Toda funcién continua f : [0,1] — [0, 1] tiene algin punto fijo.
Dada f : [a,b] — R continua, si f(a) y f(b) tienen signos contrarios, existe g € [a, ] con

f(x0) = 0.

2.1.2. Subespacios conexos

Dado un espacio topologico (X,7), Y C X es un subespacio conexo de X si (Y, 7y) es
conexo. Una separacion de Y en X es un par {U,V} de abiertos en X tal que Y CUNV,
UNY,VNY 4Dy UNVNY =0.Y C X es un subespacio conexo de X si y solo si no existe
ninguna separacion de Y en X.

Sif:X — Y es continua y X es conexo, f(X) también lo es. Por tanto la conexién es
una propiedad topolégica, pero no es hereditaria porque, por ejemplo, [—1,1] es conexo pero
su subespacio {—1,1} no lo es.

Si X # () es conexo e Y es discreto, toda funciéon continua X — Y es constante, pues f(X)
debe ser conexo, y en particular toda funcion R — Z es constante.



Dada una separacion {U,V} de X, si Y C X es un subespacio conexo de X, entonces
Y CU oY C V. En efecto, si no fuera asi, serfan UNY,VNY 40, peroY C X =UNV y
UNnvVNnY =0NnY =0, por lo que {U,V} seria una separacion de Y en X#.

Como teorema, dado un subespacio conexo Y de X, todo Z con Y C Z C Y es conexo.

Como teorema, si {Y; };cr es una coleccion arbitraria de subespacios conexos de un espacio
topologico X con (,c; Y; # 0, entonces Y := J,;,; Y; es conexo.

Criterio del peine: Dada una familia {Y;};c; de subespacios conexos de X e Y’/ C X
conexo, si Vi € I,Y' NY; #0, Y U, Y es conexo.

Un espacio topologico es totalmente disconexo si sus tnicos subconjuntos conexos no
vacios son los unipuntuales, como ocurre con los espacios discretos, Q C R y Ry;.

2.1.3. Ejemplos de conexioén
1. La hipérbola {(z,y) € R? | 22 — y? = 1} no es conexa.
2. La esfera S™ es conexa siy solo sin > 1.
3. R™\ {0} es conexo para n > 1.
4. GL(3,R) y O(3,K) no son conexos.

5. SO(3) es conexo.

2.1.4. Componentes conexas

Dado un espacio topologico (X, T), la relacion en X dada por x ~ y si y solo si existe un
subespacio conexo de X que contiene a x e y es de equivalencia, y sus clases de equivalencia
son las componentes conexas de X.

Estas forman una particién de X en subespacios conexos maximales, pues todo subespacio
conexo de X estd en una componente conexa, con lo que la componente conexa que contiene
un cierto p € X es la unién de todos los subespacios conexos que contienen a p. X es conexo
si y solo si tiene una dnica componente conexa. Las componentes conexas son cerradas en X,
pues si A es una componente conexa, A es también conexo, pero como A es conexo maximal,

A=A

2.1.5. Conexién por caminos

(X, T) es conexo por caminos o por arcos si para x,y € X, existe un camino que une
T con y.

Todo espacio conexo por arcos es conexo. El reciproco no se cumple.

Como teorema, si f : X — Y es continua y X es conexo por caminos, f(X) también lo es.

Como teorema, si {Y;}ic; es una coleccion de subespacios conexos por caminos de X y
Nicr Yi #0,Y :=J,c; Yi es conexo por caminos.

Dado un espacio vectorial E, X C E es convexosiVz,y € X, [x,y] == {(1—t)x+ty}t€[0,1] -
X y estrellado respecto aun zp € X siVz € X, [zg,2] € X. Todo X C R" estrellado o convexo
€s conexo por caminos.



2.2. Compacidad

Un recubrimiento abierto de (X, 7) es un conjunto A C 7 tal que | J A = X, y entonces
un subrecubrimiento de A es un conjunto B C A con |JB = X. X es compacto si todo
recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento finito. Asi:

1. Todo espacio topolégico finito es compacto.
2. Un espacio discreto es compacto si y solo si es finito.

Y C X es un subespacio compacto de X si (Y, Ty) es compacto. Un recubrimiento de Y
por subconjuntos de X es un conjunto A C T tal que | J.A D Y, y un subrecubrimiento de A
es un subconjunto B suyo con |JB 2 Y. Entonces Y es un subespacio compacto si y sblo si
todo recubrimiento de Y por abiertos de X admite un subrecubrimiento finito.

Dados dos espacios topologicos (X, T) e (Y,T7),si f: X = Y es continua y X es compacto,
f(X) es compacto.

Como teorema, todo cerrado de un compacto es compacto.

2.2.1. Compacidad en R"”

El cubo unidad [0,1]™ C R™ es compacto.

Sean [a1,b1] X -+ X [ap, by] intervalos cerrados y acotados de R, [a1,b1] X -+ X [an, by,] es
compacto.

Teorema de Heine-Borel: X C R™ es compacto si y s6lo si es cerrado y acotado.

De aqui que, aunque la compacidad es una propiedad topologica, no es hereditaria. Ademas,
como teorema, si X es compacto, toda aplicaciéon continua f : X — R alcanza sus extremos en
X, esto es, existen p,q € X con f(p) = mingex f(z) v f(g) = méxyex f(z). En particular, el
teorema de Bolzano afirma que toda aplicacion f : [a,b] — R continua alcanza sus extremos.

2.3. Axiomas de separaciéon
Un espacio topologico (X, T) es:
» Ty 0o Hausdorff siVo,y € X, (z #y = U € E(z),V € &(y): UNV =0).
= TisivVe,ye X, (x#y = E(x) L E(y) AE(Y) € E(x)).
» TosiVa,ye X, (z#y = E(x) #E(y)).

Es claro que todo espacio T, es T y todo espacio 17 es Ty, pero los reciprocos no se cumplen.
Ser Hausdorff es una propiedad hereditaria.

Todo espacio metrizable (generado por algin espacio métrico) es Hausdorfl. Ry; es Haus-
dorff.

Un espacio X es T} siy solo si para todo « € X, {z} es cerrado en X. En particular, todo
subconjunto finito de un espacio T es cerrado.

Sea X Hausdorff y f: X — X continua, fixf := {z € X | f(x) = z} es cerrado en X. En
particular, si X es un espacio métrico, Vx # f(z),36 > 0: B(z,d) Nfixf = (.

Sif:X — Y escontinua e inyectiva e Y es Hausdorff, X también lo es.

Como teorema, todo subespacio compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.



Capitulo 3

Homeomorfismos y construcciones
topologicas

Un homeomorfismo es una biyecciéon f : X — Y continua con inversa continua. Si existe,
X eY son homeomorfos (X 2 Y). Esta relacion es de equivalencia. Una funcion f: X — Y
es un embebimiento si su restricciéon de rango f : X = f(X) es un homeomorfismo.
Algunos homeomorfismos:

1.

2.

Los isomorfismos lineales entre R™ y R™ son homeomorfismos.

Los intervalos abiertos y acotados de R son homeomorfos entre si, al igual que los cerrados
y acotados.

Las funciones f,g: (—=1,1) — R dadas por f(z) := tan(5z) y g(z) == son homeo-

morfismos.

x
1—a2
Sea N := (0,...,0,1) € R**! la proyeccién estereografica, que asigna a cada z €

—
S™\ N el punto de corte de R™ x {—1} con la recta Nz, es un homeomorfismo.
S™\ {p} y R™ son homeomorfos.
El disco D™ := By, (0;1) C R™ es homeomorfo a [—1,1]™.

Dados dos espacios topologicos X e Y, si para cierto € X y para todoy € Y, X \ {z}
e Y \ {y} no son homeomorfos, X e Y tampoco lo son.

Un invariante topolégico es una propiedad que pueden tener espacios topoldgicos que se
conserva por homeomorfismos, y que podemos usar para saber si dos espacios son o no homeo-
morfos. Como teorema, la conexion, la conexioén por caminos, la compacidad, ser Hausdorff
y los axiomas de numerabilidad 1AN y 2AN son invariantes topologicos. Asi:

1.
2.

Un intervalo cerrado y uno abierto no son homeomorfos.

S! y un intervalo (incluyendo R) no son homeomorfos.



Una funciéon f : X — Y es abierta si transforma abiertos de X en abiertos de Y, y es cerrada
si transforma cerrados de X en cerrados de Y. Si f es biyectiva, f es abierta si y solo si es
cerrada, y es un homeomorfismo si y sélo si es continua y abierta.

Sif:X — Y es continua con X compacto e Y Hausdorff, f es cerrada. En particular, si
ademas f biyectiva, es un homeomorfismo.

Un espacio Y compacto y Hausdorff es una compactificacion de un subespacio X C
Y si X = Y. Si Y\ X es unipuntual, llamamos a este punto co y decimos que Y es la
compactificacion por un punto de X. Por ejemplo, R” U {oo} 2 S"™. Llamamos esfera de
Riemann a R? U {cc}.

3.1. Uniones disjuntas

Llamamos unién disjunta de dos conjuntos X e Y a X IIY := (X x {0}) U (Y x {1}). Si
(X, Tx) e (Y, Ty) son espacios topologicos, definimos la topologia Txny = {U C XIIY | {z |
(2,00 e U} e Tx N{y | (y,1) €U} € Ty }.

Vemos que f : X II'Y — Z es continua si y sélo si lo son f|xxq0} ¥ flyx{1}, y que
[:Z — X1TIY es continua si y solo si f[r-1(xx1}) ¥ flf-1(vx{o}) lo son. Entonces:

1. Si H es un hiperplano de R”, R"TTR™ 2 R" \ H.
2. SO3) I SO3) = 0O(3).
Como teoremas:
1. X e Y son compactos siy sélosiloes X ITY.
2. X e Y son Hausdorff si y s6losiloes X ITY.
3. Si X, Y 40, XIIY es disconexo.
4. Si Z es disconexo, Z = X I1Y para ciertos X,Y # ().

3.2. Espacios producto

Dados dos espacios topologicos (X, Tx) e (Y, Ty ), llamamos topologia producto en X xY
a la generada por la base Tx x Ty .

R™ xR* = R™" y RIIR =2 R x SV.

Como teoremas:

1. Las proyecciones m : X XY — X y m : X XY — Y dadas por mi(a,b) = ay
ma(a, b) == b son continuas.

2.Seana: X Y yb: X —>Z, f: X —-Y x Zdada por f(z) = (a(x),b(z)) es continua
si y s6lo si lo son a y b.

3. Parak€{0,1,2} y X, Y #0, X xY es T siy sélosiloson X e Y.
4. X XY es conexo siy solo siloson X eY.

5. X XY es 1ANsi y s6losiloson X e Y.



6. X XY es 2AN si y s6lo si loson X e Y.

Lema del tubo: Si Y es compacto, sea W C X x Y abierto con {zo} x Y C W para cierto
xg, existe U € E(xp) tal que U x Y C W.

Teorema de Tychonov: X x Y es compacto si y s6lo si lo son X e Y. Por ejemplo, el
cilindro C = S x [0,1] y el toro T 2 S! x S! son compactos.

3.3. Espacios cociente

Dado un espacio topologico (X, T) y una relacion de equivalencia ~ en X, llamamos to-
pologia cociente en X/ ~ a {V C (X/ ~) | p(V) € T}, donde p : X — X/ ~ es la
proyeccion canédnica o aplicacion cociente p(x) := T := [z] que a cada z le asigna su clase
de equivalencia u érbita.

Toda aplicacién cociente es continua, por lo que si X es compacto, conexo o conexo por
caminos, X/ ~ también. Ser Hausdorff no se conserva, pues RIIR es Hausdorff pero (RIIR)/ ~
con L(z) ~L(y) : <= =y, R(x) ~R(y) : <= xz =y, L(z) ~R(y) : <= =y #0, no lo
es.

Si A C X, llamamos X/A := X/ ~4 donde a ~4 b: <= a=>bVa,be A. En el espacio
cociente, llamamos * a la clase A y a a la clase {a} para cada a € X \ A.

Ejemplos:

1. Sea X :==D?, X/0X = §%
2. Paran >1,sea X =[0,1]", X/0X = S".

3.8an X =R3\ {0} yr ~y:<= INER:y=Ar, X/ ~ es homeomorfo al plano
proyectivo RP%.

Ademas, sea X :=[0,1] x [0, 1]:
1. Si(z,y) ~ (2',y) 1= x—a' € ZNy =1y, X/ ~ es homeomorfo al cilindro.
2. 81 (z,y) ~ (@¢) : = (wy) = (@) V(e -2 e {F1} Ay =1-y), X/ ~es
homeomorfo a la cinta de Mobius.

3. Si(z,y) ~(2,y) <= (-2 €ZNhy=y)V(@e=1-2'Ny—y € {£1}), X/ ~es
homeomorfo a la botella de Klein.

Como teorema, sean X e Y espacios topoldgicos, ~ una relaciéon de equivalencia en X y
g: X — Y tal que Va,y € X,(x ~y = g(x) = ¢g(y)), g induce una tunica funcion
f:X/~—=Y tal que fop =g,y f es continua si y sblo si lo es g. Por tanto existe una
biyeccion entre las funciones continuas X/ ~ — Y y las funciones continuas X — Y constantes
en las Orbitas.

Una relacion de equivalencia ~ en (X, 7T) es abierta si VU € T,p~(p(U)) € T. Entonces:

1. ~ es abierta si y solo si p: X — X/ ~ es abierta.

2. Si ~ es abierta y X es 2AN, X/ ~ es 2AN.

3. Si ~ es abierta, X/ ~ es Hausdorff si y solo si {(z,y) € X x X | z ~ y} es cerrado en
X x X.



Capitulo 4

Homotopias

Dos funciones f,g: X — Y son homotoépicas, f ~ g, si existe F': X x[0,1] = Y continua
tal que Vo € X, (F(x,0) = f(z) A F(z,1) = g(z)), en cuyo caso F es una homotopia. De la
continuidad de F se obtiene la de fy g, y si C(X,Y) es el espacio de las funciones continuas
X =Y, F es un camino en C(X,Y).

Lema del pegamiento: Sean X := AUB con Ay B cerradosen Xy f: X =Y, si fla
v flB son continuas con la topologia de subespacio, f es continua.

La relacion ser funciones homotopicas es de equivalencia, y llamamos [X,Y] :=C(X,Y)/ ~.

Sean X un espacio topolégico e Y C R”™ un subespacio convexo, todas las funciones conti-
nuas X — Y son homotopicas. En particular [X, Y] es unipuntual.

Sean f,g: X - Y y h,j:Y — Z funciones continuas, F' : X x [0,1] — Y una homotopia
entre f y g y H una homotopia de h a j, entonces (z,t) — H(F(z,t),t) es una homotopia de

hofajog.

4.1. Equivalencia homoto6pica

Un subespacio Y C X es un retracto de X si existe r : X — Y continua tal que r|y = 1y,
en cuyo caso r es una retraccion. Y es un retracto de deformacion de X si existe una
retraccion r : X — Y tal que ior ~ 1x, donde 7 : Y — X es la inclusion, y es un retracto
fuerte de deformacioén si podemos tomar r para el que exista una homotopia F de ior a
1x tal que Y(y,t) € Y x [0,1], F(y,t) = y.

Dos espacios X e Y son homotoplcamente equivalentes, X ~ Y siexisten f: X =Y
vy g:Y — X continuas con go f ~ 1x y fog =~ ly, en cuyo caso llamamos equivalencias
homotopicas a f y g.

Dado otro espacio Z, ® : [X, Z] — [Y, Z] dada por ®([h]) := [h o g] es biyectiva con inversa
O Y[ =[jofl,y ¥ :[Z X]— [Z7Y] dada por ¥([h]) := [f o h] es biyectiva con inversa
w1 () = [g 0 j)-

Si X e Y son homeomorfos, X ~ Y.

El reciproco no se cumple:

1. La corona circular {(x,y) € R? | 22 4+ y* € [0,1]} es homotépicamente equivalente, pero
no homeomorfa, a S'.



2. R*1\ {0} es homot6picamente equivalente, pero no homeomorfo, a S™.

X es contractil si es homotdpicamente equivalente a un espacio unipuntual, y es facil ver que
todo X C R" convexo es contractil.

Sean X e Y espacios topologicos con Y contréctil, todas las funciones continuas X — Y
son homotdpicas.

Todo espacio contractil es conexo por caminos.

Un invariante homotdépico es una propiedad que se conserva por equivalencias homotoé-
picas. Son invariantes homotopicos:

1. La conexién.
2. La conexioén por caminos.

La compacidad no es un invariante topolégico. Tampoco lo es la propiedad Hausdorff.

4.2. Circunferencia

Una aplicacion recubridora es una funcién r : X — Y sobreyectiva tal que para todo
x € X existe U € E(x) con r : U — r(U) homeomorfismo.

Sean un camino « : [0,1] — S' y 6 € R tal que e(fy) = g, existe un tnico camino
a:[0,1] — R tal que e(a(s)) = a(s) y &(0) = 0, llamado levantamiento de « a través de e
determinado por la condicion inicial .

Sean r : X — Y una aplicacion recubridora, a : [0,1] = Y un camino, zg € X e yg = r(zp),
existe un tnico camino & : [0,1] — X tal que a =roay @(0) = ro.

La aplicacién exponencial es la aplicacién recubridora e : R — S! dada por e(f) =
(cos(2m0), sin(270)).

Un lazo es un camino en el que el punto inicial y el final coinciden. Si f : S' — S! es
continua, ay == foe:[0,1] = S' es un lazo, y dado 6y € e~ 1{f(1,0)}, sea a el levantamiento
de ay a través de e determinado por 6y, 61 == G(1) =: 6y +n para algtin n € Z que no depende
de 6. Llamamos grado de f a deg f :=n = &;(1) — &;(0). Asi:

1. Si f no es sobreyectiva (por ejemplo, si es constante), deg f = 0.
2. deglg1 = 1.

3. Si f es la funcién antipoda, f(z) = —z, deg f = 1.

4. Si f(x,y) = (2% — y?,2zy), deg f = 2.

5. Dadon € Z, si f(z) ==2" en C, deg f =n.

6. St f(z,y) = (z,—y) o f(z,y) = (-2,y), deg f = —1.

Si F:[0,1] x [0,1] — S' es continua y 6y € R cumple e(fy) = F(0,0), existe una tnica
F :]0,1] x [0,1] = R continua con e(F'(s,t)) = F(s,t) y F(0,0) = 6.
S! no es contractil. Como teorema, f,g: S' — S! son homotépicas si y sélo si deg f =

degg.
Asi, [St,S!] es biyectivo con Z.



4.3. Teorema del punto fijo de Brower

Si f:S' — S!'es continua, deg f = 0 si y sélo si f admite una extensién continua a
D? := B(0,1) C R2, es decir, una funcion continua f : D2 — S! con f(z) = f(z) para todo
xz e Sh

Asi, no existe una retracciéon de D? a S', y por conexién tampoco existe una de D! a S°.
Teorema del punto fijo de Brower:

1. Toda f: D' — D! continua tiene algin punto fijo.

2. Toda f : D? — D? tiene un punto fijo.

4.4. Teorema de la bola peluda

Un campo de vectores sobre X C R” es una funcién continua v : X — R"™, y es tangente
a x si para todo z € X, existen un camino 7 : [a,b] = X y to € [0,1] tales que y(tp) = = y
~'(to) = v(x). Un x € X es un punto estacionario de v si v(z) = 0.

Como teorema, todo campo de vectores v : D? — R?, bien tiene un punto estacionario, bien
existen p, q € S! tales que v(p) apunta directamente hacia fuera de D? y ¢ apunta directamente
hacia dentro.

Un campo de vectores tangente a S? es una funcién continua v : S — R? con v(p) €
T,S? := span{p}* para cada p € S?. Teorema de la bola peluda: Todo campo de vectores
tangente a S? tiene un punto estacionario.



Capitulo 5

El grupo fundamental

Dos caminos a, § : [0,1] — X son homotépicos por caminos, o ~, 3, si tienen el mismo
punto inicial z, el mismo punto final y y existe F' : [0,1] x [0,1] — X continua tal que para
s,t €[0,1], F(s,0) = a(s), F(s,1) = p(s), F(0,t) = x y F(1,t) =y, en cuyo caso F es una
homotopia de caminos.

Llamamos C(X,z,y) (z,y € X) al conjunto de los caminos en X que unen z a y. Un
camino « en X es un lazo si (0) = «(1), y lamamos £L(X,z) := C(X,z,z). Dos lazos a y
son homotoépicos si son homotdpicos por caminos.

La relacién ~,, es de equivalencia, y llamamos m1(X, z,y) == C(X,z,y)/ ~p y m (X, z) =
L(X, )/ ~p.

Dados a € C(X,z,y) y 8 € C(X,v, 2z), llamamos yuxtaposiciéon o producto de caminos
aaApeClC(X,z,z) dado por

17.

(@A B)(s) = {‘“(25)’ S
B(2s—1), sez,1

La operacion * : (X, x,y) X m(X,y, z) = m (X, z, 2) dada por [a] * [8] = [a A §] esta bien
definida.
Propiedades:

1. Asociatividad.

2. Llamamos camino constante en x a ¢, € L£(X,z) dado por c¢;(s) := z. Entonces, si
a e C(X,x,y), [e] ¥ [o] = [a] x[¢)] = [o].

3. Llamamos camino inverso de o € C(X,z,y) a@ € C(X,y, z) dado por a(s) == a(l—s).
Entonces [o * [@] = [c;] y [@] * [a] = [¢y].

De aqui que (m(X,x),*) es un grupo, llamado grupo fundamental o primer grupo de
homotopia de X relativo al punto base z, con neutro [c,] y [a] ! = [a].

Dado a € C(X,z,y), & : m(X,z) — m(X,y) dada por &([y]) = [@] * [y] * [a] es un
isomorfismo de grupos. Asi, si X es conexo por caminos, el grupo fundamental no depende del
punto base, es decir, m (X, z) = 71 (X, y) para todo x,y € X.

Dados z,y € X, m1(X, x) es abeliano si y solo si & = 3 para todo «, 8 € C(X,z,y).



5.1. Funciones homoto6picas

Sif:X — Y cumple f(z9) = yo, escribimos f : (X,z0) — (Y, y0). Entonces llamamos
homomorfismo inducido por f relativo a xg a (fy, )« == f« : m1(X, 20) = m(Y, y0) dada por
f«([a]) = [f o a]. En efecto, si a ~, fy F :[0,1] x [0,1] = X es una homotopia de caminos
de o a 3, entonces f o F' es una homotopia de caminos de foa a fo S,y fi([a] *x [5]) =
fllanBl) =[fo(anB) =I[(foa)A(fopB)] = flel) = f(I8]).

Propiedades:

L (1x). = 17r1(X,z)-

2. Sean f: (X,20) = (Yyyo) vy g : (Y,%0) — (Z,20), (g0 f)s = g« © fa-
(gofle([a]) =[gofoa]=[go(foa)l=g.[foa])=(g«0 fu)(a)

Sif:(X,z9) — (Y, y0) es un homeomorfismo, f. es un isomorfismo, luego el grupo fundamental
es un invariante topologico salvo isomorfismos.

Sean f,g: (X,z) = (Y,y) continuas, f es homotopica a g con x — y, f ~,_,, g, si existe
una homotopia F: X x [0,1] = Y de f a g tal que Vt € [0,1], F(z,t) = y.

Como teorema, si f ~,_,, g, entonces f, = g. : m1(X,z) = m1(Y,y).

Una funcion f : (X,z) — (Y,y) es una equivalencia homotépica si existe g : (Y,y) —
(X,z) tal que go f ~, , 1x y fog >y, 1y, en cuyo caso (X, z) e (Y,y) son (equivalentes)
homotépicos, (X,z) ~ (Y,y).

Como teorema, si (X, x) ~ (Y,y), entonces 71 (X, z) =2 (Y, y).

5.2. Espacios simplemente conexos

X es simplemente conexo si es conexo por caminos y 71 (X, z) es el grupo trivial para
algin x € X, y por tanto para todo x € X. Escribimos 7 (X, z) = 0.

Todo espacio contractil es simplemente conexo.

En particular, todo subespacio estrellado de R™ es simplemente conexo, y por tanto también
todo subespacio convexo no vacio de R™ y R”.

Si X es simplemente conexo y «, 8 € C(X, z,y), entonces a ~, .

5.3. Algunos grupos fundamentales

Sean 7 : X — Y una aplicacién recubridora, yo € S! y r(xg) = yo, si para [a] € 71 (Y, yo)
llamamos & al levantamiento de « por r con &(0) = xo y ¢([a]) = &(1), llamamos corres-
pondencia del levantamiento asociada a r a

¢ :m(Yoyo) = r " (vo),

que esta bien definida.

La correspondencia del levantamiento asociada a e es biyectiva.

Asi, como teorema, el grupo fundamental de S! es isomorfo a (Z, +).

Como teorema, sean X = U UV con U, V y UNYV abiertos en X conexos por caminos y
x € UNV, todo [a] € m (X, z) se expresa como producto de elementos de 71 (U, x) o m1(V, x).



Teorema de Van Kampen especial, versiéon 1: Sea X =U UV con U, VyUNV #(
abiertos en X conexos por caminos, si U y V son simplemente conexos, X también lo es.

Sin > 2, S"” es simplemente conexa.

Ademaés, R? no es homeomorfo a R™ para n # 2.

Sean G y H dos grupos, una palabra en G y H es una secuencia si - - s, con cada s; €
GII H. Reducir una palabra es aplicarle sucesivamente las siguientes acciones hasta no poder
aplicar ninguna:

1. Eliminar un elemento identidad de G o H de la secuencia.

2. Reemplazar una subsecuencia sysiy1 con sg, sg+1 € G 0 Sk, Sg+1 € H por su producto.

El resultado de esto es una palabra reducida. El producto libre de G y H, G x H, es el
conjunto de las palabras reducidas en G y H con la operacién de concatenacién seguida de
reduccién.

Teorema de Van Kampen especial, version 2: Sean X = U UV con U y V abiertos
conexos por caminos y U NV # () simplemente conexo, si zo € U NV, entonces (X, ) =
w1 (U, zo) * m1(V, 20).

Dados dos espacios X e Y, z € X e y € Y, llamamos unién por un punto de X e Ya
XVY =(X1UY)/{z,y}. SiZ=AUBcon Ay B cerrados en Z y AN B = {x¢}, decimos
que Z =AV B.

La figura ocho es E :=S!' VS!, y 7(E) 2 Z % Z. Como teorema, el grupo fundamental
de la figura ocho no es abeliano.

5.4. Calculo de grupos fundamentales

Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo. Si A C X es un retracto de X, la
inclusion ¢ : A — X induce un monomorfismo i, : 71 (A4, zg) — m1 (X, x0).

Como teorema, si A C X es un retracto de deformacion en X (por ejemplo, si A =
S" y X = R**1\ {0}), la inclusién i : A — X induce un isomorfismo i, entre los grupos
fundamentales.

Ejemplos:

1. La figura ocho E es un retracto de deformacion de R? \ {p, ¢}.
2. El espacio theta, § ;= S' U ([—1,1] x {0}), es un retracto de deformacién de R?\ {p, ¢}.
3. F no es un retracto de deformaciéon de 6 ni al revés.

Como teorema, 7 (X x Y, (z,y)) 2 m(X,z) x m1(Y,y). En particular el grupo fundamental
del toro, T 22 S! x S!, es isomorfo a Z x Z.

Como teorema, sea p : E — B una aplicaciéon recubridora con p(eg) = by, si E es conexo
por caminos, la correspondencia del levantamiento ¢ : 71 (B, by) — p~(bg) es sobreyectiva, y
si ademés E es simplemente conexo, ¢ es biyectiva.

Asi, si RP? es el plano proyectivo e y € RP?, m; (RP?,y) = Z,.

Una m-variedad es un espacio Hausdorff X tal que todo x € X tiene un entorno homeo-
morfo a un abierto de R™, aunque también se suele exigir que X sea 1AN. Una curva es una
1-variedad, y una superficie es una 2-variedad.

Ejemplos de superficies son R2, S2, el toro T?, el cilindro abierto S' x (0, 1), la banda de
Mabius, la botella de Klein y el plano proyectivo real RP? o P2,



Capitulo 6

El niimero de Euler

6.1. Complejos simpliciales

Los puntos {vg,...,vx} € R™ son afinmente independientes o estan en posicién ge-
neral si no estdn contenidos en ningun subespacio afin de R™ de dimensién menor que k,
si y solo si {v; — vg,v2 — v1,...,05 — V—1} son linealmente independientes, si y solo si
{v1 — vo,v2 — v, ...,V — o} son linealmente independientes.

La envoltura convexa de un conjunto W C R", convIV, es el menor conjunto convexo
que contiene a W, la intersecciéon de todos ellos. Si W =: {vy,..., v} con k > 0,

k
convWV = {tm ot | 3 ti =1t € [0, 1]}.
i=1

C] El conjunto dado es un convexo que contiene a W, luego contiene a convWW.

D] Sea C un convexo que contiene a {vg, ..., v}, queremos ver que [vq,...,v;] C C. Sea
v = tivr + - + tgvg € [v1,...,0K]. S1 k = 1, esto es obvio. Sea k > 1 y supongamos

probada la propiedad para k—1. Sit, =1, v = vy € C. En otro caso, w := 1f1tk_ v+t
th—1

Tog Vk—1 € conv{vy,...,vk—1} C conv{vy,...,vp} C C, luego v = (1 — t)w + tyv, € C.

Un k-simplice o simplice k-dimensional es la envoltura conexa de un conjunto de k£ + 1

puntos v, ..., vk, llamados vértices, en posicion general, [vg, ..., vx] == conv{vg,...,vx}. Si
v = tovg + -+ + trvk € [vo,...,vx] con cada t; € [0,1] y >, t; = 1, llamamos coordinadas
baricéntricas de v a los (to,...,tx).

Si W = {vg,...,vr} determina un k-simplice [vy, ..., v], todo subconjunto A C W deter-

mina un simplice, y decimos que convA es un subsimplice de convI¥. Un subsimplice es una
cara si solo omite un vértice, y la unién de las caras es la frontera del simplice. Si k > 0, el
interior de un k-simplice es el complementario de la frontera, y si k& = 0, su interior es él
mismo.

Un complejo simplicial es un poliedro K C R" junto a una lista de simplices L tal que
K =, L;, cada x € K esta en el interior de un tnico simplice y cada cara de cada L; también
esta en la lista. La dimension de K es la maxima dimension de sus simplices.



Ejemplos:

1. Una circunferencia simplicial es un complejo formado por 3 0-simplices y 3 1-simplices,
el borde de un triangulo.

2. Un cuadrado simplicial es un complejo formado por 4 0-simplices, 5 1-simplices y 2
2-simplices, un cuadrilatero.

3. Una corona simplicial es un complejo formado por 6 0-simplices, 12 1-simplices y 6
2-simplices, una corona de tridngulo.

4. Un toro simplicial es un complejo formado por 9 0-simplices, 27 1-simplices y 18 2-
simplices, una corona tridimensional de un tridngulo donde cada seccién de cada lado de
la corona es un triangulo.

5. Un tetraedro es un complejo formado por 4 O-simplices, 6 1-simplices y 4 2-simplices.

6.2. Numero de Euler

Si T es un complejo simplicial n-dimensional con iy k-simplices para cada k € {0,...,n},
el namero o caracteristica de Euler de T es x(T) = ig — i1 + -+ + (—=1)"i,. Asi, la
circunferencia, la corona y el toro tienen indice 0, y el cuadrado tiene indice 1.

Una triangulacién de un espacio topolégico X es un complejo simplicial K C R” junto a
un homomorfismo H : K — X, y si existe, X es triangulable.

Asi, S! es triangulable al complejo formado por los puntos (0,2), (v/3,—1) y (—=v3,—1) y
los 3 1-simplices entre ellos, al complejo formado por los 4 puntos (+2,+2) y los 4 1-simplices

entre ellos, con el homomorfismo (z,y) — \/(% S? es triangulable a un tetraedro.
z2+y

Como teorema, si K y K’ son triangulaciones de X, x(K) = x(K").

Con esto, el namero de Euler de un espacio triangulable X, x(X), es el de cualquier
complejo simplicial cuyo poliedro es homeomorfo a X, y es un invariante topolégico.
6.3. Presentaciones poligonales

Sea S := By, (0;1). S? es homeomorfa a D?/ ~ con

r~yie= z=yV(r,y €S' Ay =7),
donde 7 es el conjugado complejo de x, y también lo es a S/ ~ con

r~y <<= rz=yV(r,y € ISANy=71).
P2 es homeomorfo a D?/ ~ con

r~yie= r=yV(r,ycS'Ax=—y),
y también lo es a S/ ~ con

e~y z=yV(r,y €IS Nz =—y).



Una presentacion poligonal es una expresion de la forma P := (S | Wy, ..., W}), donde S
un conjunto finito de letras {a1, ..., a,} llamadas aristas y W1, ..., Wy, con k > 1 son palabras
en {ai,...,an, al_l, ...,a;1}* con longitud minima 2 llamadas caras. Una presentaciéon poli-
gonal P determina un espacio topologico |P| salvo isomorfismo, la realizacién geométrica

de P, de la siguiente forma:

1. Para cada palabra W;, sea n; := |W;|.

a) Si n; > 3, tomamos n; vértices v;1,...,Vin, € R? no alineados de forma que to-
do v;; € dconv{v;}ii; los n; caminos aji, ..., ain, dados por a;; = [vij, vi(j11)]
entendiendo v;(,,+1) = vi1, y el poligono P; == conv{v;1, ..., Vi, }-

b) Sin; =2, tomamos dos vértices v;1, vz € R? distintos; caminos a;1 de vi1 a vio ¥ azo
je{1,2}

de ;2 a v;; disjuntos (salvo en los puntos inicial y final), y P; := conv{a;;(s) se[0.1] -

2. Sea W; = e;1 -+ €;,,,. Tomamos el espacio topologico X = (P II---II P;)/ ~, donde
x ~ ysiysolosiz =y o, para clertos 4, j, 7, j', ¢, bien e;; = ey jr, © = a;;(t) e y = ay ;v (t),
bien e;; = ei_,;, (o al revés), x = a;;(t) e y = a;rj (1 —t).

3. |P| es cualquier espacio homeomorfo al subespacio de X de los puntos que no tienen un
entorno en X homeomorfo a un intervalo de R.

SiY = |P|, P es una presentacién (poligonal) de X. Si P tiene una sola cara, X es conexo.
Ejemplos:

1. $? = {a|aa™1)| = [{a,b | abb—ta"1)|.

2. RP? = |(a | aa)| = |(a,b | abab)|.

3. T? = |{a,b | aba=1b71)|.

4. La botella de Klein K = |{(a,b | abab™1)|.

Una regiéon poligonal es un subespacio compacto de R? cuya frontera es una concatenacion
de segmentos, llamados aristas. Si Py,..., P, son regiones poligonales, P := P, II--- 11 P, y
~ es una relacion de equivalencia en P que identifica cada arista de cada P; con exactamente
una arista de algin P; (que puede ser la misma), entonces P/ ~ es una superficie compacta.

6.4. Orientacion

Sean « un camino C' cerrado sobre una superficie S C R™ y e, e : [0,1] — R™ campos de
vectores unitarios tangentes a S tales que e;(s) es tangente a a(s) y ea(s) es perpendicular a
e1(s). Entonces « preserva la orientacion si la orientacion de e(1) y e2(1) es la misma que
la de e1(0) y e2(0), e invierte la orientaciéon en caso contrario.

Una superficie es orientable si todo camino C! cerrado sobre ella preserva la orientacion,
y es no orientable en caso contrario. Para una superficie S C R3, S es orientable si y sélo si
existe un campo unitario normal a S definido en todo S.

Por ejemplo, son orientables S?, St x (0,1) y T2, pero no lo son la banda de Mé&bius, la
botella de Klein y RP?.



6.5. Suma conexa

Dadas dos superficies X e Y con subespacios respectivos X e Yy y homeomorfos a un disco
en R?, dado un homeomorfismo h : Xy = St — 9Yy = S', llamamos suma conexa de X e
Y, XtY, a (X \ Xo) I (Y \ Yg))/ ~, donde z ~ y si y s6lo si 2 = y, o bien = € Xg e y € Yy
con y = h(x), o bien al revés. Como teorema, el grupo fundamental del doble toro, T{T, no
es abeliano.

Dadas dos superficies X e Y:

1. XY es una superficie.

2. XY es independiente de X e Yy salvo por homeomorfismo.

3. X1Y es orientable si y solo si lo son X e Y.

4. Si X e Y son triangulables, X#Y también lo es y x(X{Y) = x(X) + x(Y) — 2.

Entonces:
1. x(S?%) =2.
2. x(T?) = 0.
3. x(RP?) = 1.
4. SiTy,..., T, son toros, x(T1f...47,) = 2 — 2n.

5. Si Py,..., P, son planos proyectivos, x(Pif...4P,) =2 —n.

6.6. Clasificaciéon de superficies

Dos presentaciones P; y P2 son topologicamente equivalentes si |P;| & |P,]. Cada
una de las siguientes transformaciones sobre una presentacion, llamadas transformaciones
elementales, produce otra presentacién topologicamente equivalente:

1. Reetiquetado: Cambiar el nombre de una arista (el nuevo nombre no puede ser el de
otra arista).

2. Subdivision: Cambiar una arista a por aristas a; y ag, y cambiar cada aparicion de a

por ajas y cada una de a~! por ay ay’.

3. Consolidacioén: Si a; aparece siempre seguida de as y a2_1 de al_l, contando que la
dltima letra de una palabra va seguida de la primera, cambiar las aristas a; y as por a,

cada apariciéon de ajas por a y cada una de a;lafl por a” .
Reflejo o simetria: (S| a; - am,...) = (S |a;}---a7’,...).
Rotacion: (S | a1 am,...) = (S |az - -ama,...).

Corte: (S| WiWa,...) = (S,e | Wie,e 1 Wa,...).

N ov ke

Pegado: (S,e | Wie,e 'Wa,...) = (S| Wi Wa,...).



8. Doblado: (S,e | Wee™,...) = (S| W,...).
9. Desdoblado: (S | W,...) = (S,e | Wee™!,...).

Dadas superficies My y M3 con presentaciones poligonales respectivas (S | W1) y (S2 | Wa) de
una sola cara con S y So disjuntos, entonces (S, Sy | W1W3) es una presentacion de MiM,.

Como teorema, toda superficie compacta admite una presentacién poligonal.

Teorema de clasificacion: Toda superficie compacta y conexa es homeomorfa a una
esfera, una suma conexa de toros o una suma conexa de planos proyectivos.

Con esto, dos superficies compactas son homeomorfas si y s6lo si tiene el mismo niimero de
Euler y la misma orientabilidad.

El género de una superficie compacta M, o el nimero de agujeros, es

L2 —x(M)), M orientable;
g0y = { 22~ XD .
2 — x(M), M no orientable.

Tenemos ¢(S?) = 0, g(T?) =1y g(RP?) =1, luego si T, ..., T, son toros, g(Tit...4T,) =
n,ysi Pp,..., P, son planos proyectivos, g(Pif...tP,) = n.
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