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Introduction

Category theory can be roughly defined as the study of mathematical structures. If we
look at the structure of the objects of study in several fields of mathematics, we quickly
notice that, in some intuitive sense, many of these structures are quite similar. For example,
most of the time the objects of study are sets equipped with some additional elements, like
binary operations satisfying certain properties, multiplication by elements of a given field
of scalars, a collection of subsets that are considered open, etc. In addition, we typically
study the class of the functions between those sets that “play well” with the additional
elements, generally called homomorphisms, continuous functions, etc., to such an extent
that, whenever a function is considered, the first question to ask is, does this function
belong to the class of functions of interest? Going deeper, there are constructions on those
objects that are, intuitively speaking, “equivalent” to another construction in another kind
of objects, even if the structures of the objects involved are nothing alike. Category theory
attempts to formalize and thus clarify these intuitions.

Category theory was introduced by mathematicians Samuel Eilenberg and Saunders
Mac Lane in a paper published in 1942, where they introduced several of the core concepts
of the field as part of their studies in homological algebra.[4, p. 29] Category theory
has also been referred to as “abstract nonsense” or “general abstract nonsense”, a term
coined by mathematician Norman Steenrod to affectionately refer to the kinds of very
abstract constructions and methods developed in category theory and related fields of
mathematics.[10, preface, p. x]

Nevertheless, the study of abstract nonsense is useful for a number of reasons. First of
all, it provides a common vocabulary for the different fields of mathematics, which is useful
for learning as having the same name for the “same” concept allows to better develop an
intuition of the concept. Category theory is usually not covered by undergraduate curricula,
but because the other subjects are studied with a consistent vocabulary, students grasp
the idea of concepts that are actually category-theoretic.

Second, it serves as a tool for mathematical thought. Because similar concepts in
different fields often have similar properties, it is natural for someone with a good under-
standing of structures to relate to ask oneself if something that happens in another field of
mathematics, or another category, also happens in the one being considered.

Third, because category theory is not about intuitions but about formalisms, it provides
mechanisms to transfer mathematical knowledge from one context to another, as well as
general, abstract theorems that, when appropriately made concrete, allow proving a great
variety of results. One example of this is the Yoneda lemma, which can be used to prove
that every group can be viewed as a subgroup of a permutation proof but also that every
row operation on matrices can be defined by left multiplication by a square matrix.

Fourth, the methods of reasoning developed in category theory can sometimes be
applied to other fields

Finally, when a new field or a new kind of mathematical object is discovered, or
invented, it is often possible to use category theory to guide the study of this new kind of
object and to “automatically” derive properties for it. An example of this is explored in
appendix [A] Most of computer science has been developed after category theory, so there
are many concepts that have been developed by applying general concepts of category
theory to a suitable category. To be fair, a lot of computer science theory is independent
from category theory, either because it was developed before category theory was widely
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CAPITULO 0. INTRODUCTION

known by mathematicians or because it was not developed by mathematicians in the
first place, and a lot of it is simply unrelated to categories. Nevertheless, as soon as the
usefulness of category theory to write and analyze computer programs was realized, a lot
of its concepts, both simple and advanced, have been imported and successfully applied
to create programs with less bugs and that are easier to maintain, as well as to design
programming languages that support these concepts and formal reasoning tools that use
category theory to support the task of verifying correctness of programs in critical systems.

The basic object of study of category theory is a category, which consists of a collection
of objects, a collection of morphisms, operations domain (dom) and codomain (cod) that
take morphisms to objects, an identity operation (1) that takes objects to morphisms,
and a composition operation (o) that takes pairs of morphisms (g, f) with domg = cod f
to morphisms. Furthermore, these operations have to satisfy some properties. First, the
domain and codomain of an object’s identity are both equal to the object. Second, the
domain of a composition is that of the second operand, and its codomain is that of the first
operand. Third, the composition is associative. And finally, the composition of a morphism
with the identity of its domain, as well as that of the identity of its codomain with the
morphism, are both equal to the original morphism. This definition is independent of set
theory as it only relies on predicate logic, although we generally interpret it over set theory
for convenience.

Categories represent particular mathematical concepts. Here objects might be sets
with some structure and morphisms might be functions between those sets with certain
properties, so we might have categories for e.g. groups, topological spaces, fields, vector
spaces, Banach spaces, or even for all sets. However, objects need not be sets and morphisms
need not be functions, so we could have a category where objects are the natural numbers
and morphisms from one number to another (that is, morphisms with the first number as
the domain and the second one as the codomain) are matrices (over some ring) with so
many columns and rows, respectively. Then identities of objects would be the corresponding
identity matrices and composition would be the matrix product.

By abstracting away from the way objects and morphisms are represented in a given
category, and looking only at the relationships between those, we can define constructions
in the same way for several categories, thus formalizing the notion of these constructions
being intuitively equivalent. For example, the product of a family a objects is defined as
an object along with a family of morphisms, called the projections, going from the product
object to each object in the family, such that for any other family of morphisms from any
object to the family of objects, there is a morphism from the domain object to the product
that, when composed with the projections, yields this family of morphisms. This defines
the Cartesian product of sets, the product topological space, the product of groups, of ring
modules, and the infimum of a subset of a partially-ordered set.

If we “invert” the morphisms in a category by swapping domain and codomain and
inverting the direction of composition, the products of this category are called coproducts of
the original one, and they represent the disjoint union of sets, the disjoint union topological
space, the direct sum of groups or ring modules, and the supremum of a subset of a
partially-ordered set. It turns out that many useful concepts can be derived from others
this way.

These definitions can often be described and reasoned about visually with commutative
diagrams. If we represent morphisms as arrows between its domain and its codomain, we
can draw diagrams that look like graphs where vertices are objects of the category and
edges are morphisms, and we say that a diagram commutes if any two paths between two
vertices yield the same morphism when all the morphisms across each path are composed
together. If the morphisms are functions, we can fix an element of a commutative diagram
and “propagate” its value following arrows to get a desired equality, a method known as
diagram chasing.

In order to relate concepts from different categories we use functors, which are functions
between the objects and morphisms of the two categories that respect the operations. A
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CAPITULO 0. INTRODUCTION

nice aspect of category theory is that it is reflexive, in the sense that it can be used to
analyze itself, so we can define a category whose objects are smaller categories and whose
morphisms are functors and we automatically get concepts like products of categories.

We can even define categories where the objects are functors between two given
categories, and then the morphisms are natural transformations. Natural transformations
are means to relate the images of two functors in a way that plays well with the functors.
Whenever some operation in a category is considered “natural”, or the “natural” way to
do it, natural transformations are usually involved. The go-to example is the standard
isomorphism between a finite-dimensional vector space and its double dual. This concept is
so important that, according to Mac Lane (|4, p. 18]), “ ‘category’ has been defined in order
to define ‘functor’ and ‘functor’ has been defined in order to define ‘natural transformation’
7

Functors allow us to define the concept of limit, which generalizes that of product as
well as other concepts such as that of equalizer, which itself extends the algebraic concept
of kernel of a homomorphism. Similarly we have the concept of colimits, which extends
concepts like coproducts and quotient sets and spaces.

Limits and colimits are themselves a special case of universal arrows in a category of
functors. Roughly speaking, universal arrows formalize the general idea of an entity that
satisfies some property and such that any other entity satisfying the property is related
to that one entity in a unique way. The most common instance of this rather abstract
description is that of a free object in a construct, such as a the free group generated by a
set or the free R-module of a given dimension.

Universal arrows are defined in terms of a functor, and when every object in the
codomain of the functor admits a universal arrow, we can build an adjunction, a bidirectional
“bridge” between two categories that satisfies some coherence properties.

In turn, adjunctions can be used to reason about monads, abstract structures made up
of an endofunctor—a functor from a category to itself—and two natural transformations
that allow to move, via morphisms, from an object to its image under the functor, and to
“coalesce” repeated applications of an endofunctor over an object into only one application.
Monads have two main applications. The first one, most relevant to mathematics in
general, is that they can be used to describe a lot of common algebraic categories from
other categories, typically the category of sets. Since the category of sets is well-understood,
monads can be used to reason about these other categories. The second application,
more relevant to computer science, is that it allows reasoning about the endofunctor itself.
Endofunctors in programming are often used to provide a “context” for computations,
and monads can be used to thread computations over that context by leveraging the two
natural transformations.

This work is guided by two main goals. The first goal is to understand and explain the
main concepts of category theory and relate them to as many other fields of mathematics as
reasonably possible, illustrating the unifying character of category theory. The second goal
is to show how several concepts of category theory can be applied in practice to computer
science, and in particular to programming language design and formal verification. This
has been the main motivation for covering monads, as they are incredibly useful to model
computations and interactivity in particular, even though the topic of monads is worth
studying by itself for the reasons mentioned above. On the other hand, since the concrete
explanation of how monads are used in programming is more computer-scientific and not
as mathematical in nature, this topic has been included as an appendix.






Capitulo 1

Categorias

Al estudiar distintas ramas de las matematicas de manera formal es inevitable notar
ciertos patrones que se repiten. Todas empiezan con los axiomas que caracterizan los
objetos de estudio, como pueden ser los grupos, espacios vectoriales, espacios topoldgicos,
variedades, etc., y pese a que estos se definen de forma muy diferente, en la mayoria de casos
se pueden definir naturalmente conceptos como subobjetos, objetos producto u objetos
cociente, entre otros. Ademaés, junto a estos objetos se estudian funciones entre objetos
que cumplen ciertas propiedades, como las aplicaciones lineales en el dlgebra lineal, las
aplicaciones continuas en la topologia y los homomorfismos en el dlgebra abstracta.

Estos patrones no son una coincidencia, pues las propiedades generales que exhiben
son las mismas en todos los casos. Por ejemplo, la clase de funciones «destacables» entre
objetos es cerrada para la composicion, y el producto de subobjetos de dos objetos es un
subobjeto del producto de los objetos originales. Esto motiva el estudio de dichos patrones
como parte de las matemadticas, con el fin de obtener propiedades aplicables a muchas de
las areas existentes o, incluso, a areas desarrolladas posteriormente, como veremos que
ocurre con la teorfa de la computacion. Asi, en la teoria de categorias, los objetos de estudio
son representaciones de los conceptos fundamentales de otras teorias matemaéticas, que
podemos representar como la clase de los objetos de estudio junto con la clase de funciones
destacables entre ellos, llamadas morfismos, dando lugar al concepto de categoria. Este
capitulo introduce las categorias y estudia sus propiedades de manera general, y se basa
principalmente en [1, caps. 3, 4, 7 y 10].

DEFINICION 1.1. Una categoria es una tupla C formada por los siguientes elementos:

1. Una clase Ob(C) de objetos.

2. Una clase Mor(C) de morfismos.

3. Dos funciones dom, cod : Mor(C) — Ob(C), llamadas respectivamente dominio y
codominio.

Para f € Mor(C), escribimos f : a — b si domf = a y codf = b, y llamamos
home/(a, b) o simplemente hom(a, b) a la clase de morfismos f : a — b.

4. Una funcién o : |J,; .(hom(b, c) x hom(a, b)) — Mor(C) que a cada f :a — by
g : b — cle asigna su composicion go f : a — ¢, y que debe ser asociativa, es decir,
para f:a—b,g:b—cyh:c—d, ho(gof)=(hog)of.

5. Una funcién 1 : Ob(C) — Mor(C) que a cada objeto a le asigna la identidad
14 : @ — a, que cumple que, para f:a —b, f =10 f = fol,.

Es comun en teoria de categorias representar situaciones con diagramas, en los que
los vértices representan objetos y las flechas representan morfismos, y una flecha aparece
punteada si su existencia se debe a la existencia de las otras flechas del diagrama. No se
suelen representar las flechas identidad ni la composicién de otras flechas del diagrama.

Un diagrama conmuta si, dados dos caminos cualesquiera del diagrama con el mismo
objeto de origen y de destino, la composicién de los morfismos en cada camino coincide. Asi,
por ejemplo, los axiomas de la composicion e identidad de categorias se pueden expresar
como en la figura

EJEMPLO 1.2. Ciertos conceptos fundacionales se pueden ver como categorias:

1. La categoria Set tiene como objetos todos los conjuntos y como morfismos todas las
funciones, cualificadas por su dominio y codominio, con la composicién e identidad
obvias.
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FiGuraA 1. Axiomas de categoria.

2. Un preorden es una relacion reflexiva y transitiva, que se puede ver intuitivamente
como un orden parcial entre clases de equivalencia. Un conjunto preordenado es
un conjunto con un preorden asociado, y llamamos Prord a la categoria de los
conjuntos preordenados cuyos morfismos son funciones que conservan el preorden, es
decir, funciones f : (a, <) — (b, X) tales que para z,y € a, x Ry = f(z) < f(y).

3. La categoria Ord tiene como objetos los conjuntos parcialmente ordenados y como
morfismos las funciones que conservan el orden. Lat es similar pero los objetos son
reticulos y los morfismos deben ademaés preservar supremos e infimos de pares de
elementos.

4. La categoria Grph tiene como objetos los grafos dirigidos, permitiendo ejes reflexi-
vos, y como morfismos las funciones entre los vértices de dos grafos que llevan ejes
del primer grafo a ejes del segundo.

El apartado [3| de la lista anterior lleva naturalmente al concepto de subcategoria.

DEFINICION 1.3. Una categoria B es una subcategoria de una C si Ob(B) C Ob(C),
Mor(B) € Mor(C) y las funciones dominio, codominio, composicién e identidad son restric-
ciones de las correspondientes funciones de C, y es una subcategoria completa si ademas,

para a,b € Ob(B), homp(a,b) = home¢(a, b).

Asi, Lat es una subcategoria no completa de Ord, mientras que Ord es una subcategoria
completa de Prord, y esta a su vez es una subcategoria completa de Grph si consideramos
las relaciones como grafos dirigidos.

1. Categorias algebraicas

EJEMPLO 1.4. En &lgebra, muchas categorias se definen de manera similar:

1. Smgrp, la categoria de los semigrupos con las funciones que conservan su operacion.

2. Mon, la subcategoria no completa de Smgrp de los monoides con las funciones
que conservan su operacion y elemento identidad.

3. Grp, la subcategoria completa de Mon formada por los grupos y sus homomorfis-
mos.

4. Ab, la subcategoria de Grp de grupos abelianos.

5. Rng, la categoria de anillos unitarios y sus homomorfismos. Incluimos aqui el anillo
trivial en el que 1 = 0.

6. CRng, la subcategoria completa de Rng de los anillos unitarios conmutativos.

En todos estos casos los objetos son conjuntos con una serie de operaciones, y los
morfismos son funciones que respetan esas operaciones en el sentido evidente. La lista de
operaciones se puede modelar como sigue.[4, p. 120]

DEFINICION 1.5. Un conjunto graduado es un conjunto I de operadores junto con
una funcién a : I — N llamada aridad. Una accién de I en un conjunto S es una familia
{p; Sa() 5 8§ }ier de operaciones en S asociadas a los operadores de I.

Asi, por ejemplo, los operadores en Ab serian + de aridad 2, — de aridad 1 y 0 de
aridad 0. Queda definir las propiedades de los operadores.
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CAPITULO 1. CATEGORIAS 2. CATEGORIAS ABSTRACTAS

DEFINICION 1.6. Sea (I, a) un conjunto graduado:

1. El conjunto de operadores derivados de I es el conjunto graduado A formado por
las siguientes expresiones:
a) El operador identidad, id, de aridad 1.
b) Todos los operadores de I con su aridad en I.
¢) Paraw € A de aridad n e 41,...,i, € A de aridades a1, ..., ap, w(i1,...,i,) de
aridad a; + - - - + ay.
d) Para A € Adearidadny f:{1,...,n} = {1,...,m}, Ay de aridad m.
2. Si p es una accién sobre I, la extension de g a A es la accién v sobre A definida
por las siguientes ecuaciones:

v = g, 1€ I;
via(z) = w;
(@1, mm) = ua(@p) s Tp(n));
Vis(iyoosin) (T115 -+ 5 Tlags -+ Tnds + -+ 5 Ty, ) =
=V (Viy (11, -+, T1ay )y -+ -5 Vi (Tndy - - oy Ty ))-

@

Una identidad sobre I es un par (A, o) de operadores A de igual aridad.
4. Una accién p sobre I satisface una identidad (A, o) sobre I si vy = vy, donde v es
la extensién de p a A.

Normalmente las identidades (A, o) se representan como igualdades A =0,y Ay o se
representan de forma obvia como expresiones que dependen de los operadores base y una
serie de parametros de entrada, de modo que las propiedades de Ab son (z +y) + z =
r+y+2),0+zx=z,2+(—2)=0yz+y=y+zx.

DEFINICION 1.7. Sean € un conjunto graduado finito y E un conjunto finito de
identidades sobre 2.

1. Una (Q, E)-algebra es un par (.5, 1) formado por un conjunto S y una accién p de
Q) sobre S que satisface las identidades en FE.

2. Una variedad algebraica es una categoria (2, E)-Alg cuyos objetos son las (2, E)-
algebras y cuyos morfismos (A, u) — (B, v) son las funciones f : A — B tales que,
paraw € Qdearidad ny z1,...,2, € A, f(uw(z1, ... 24)) = vu(f(x1),. .., f(zn))-

Claramente todas las categorias del ejemplo son variedades algebraicas, y de hecho
podemos ver Set como (0, §)-Alg, pero sin embargo Field, la subcategoria completa de
CRng de los cuerpos (incluyendo el cuerpo trivial), no es una variedad algebraica, ya que
requiere una propiedad de la inversa del producto, que no esta definida en el 0.

Otra categoria interesante es R-Mod, la clase de médulos de un anillo conmutativo
R y homomorfismos de R-mdédulos. Z-Mod es esencialmente Ab y, para un cuerpo K,
K-Mod es la categoria de K-espacios vectoriales, por lo que la escribimos como K-Vec o
simplemente Vec si K = R.

2. Categorias abstractas

Hasta ahora, en todas las categorias que hemos visto, los objetos son conjuntos con
estructura y los morfismos son funciones entre ellos. Las categorias de esta forma se llaman
constructosﬂ y aunque son muy comunes, también hay muchas categorias relevantes que
no son constructos.

EJEmMPLO 1.8. Para un anillo R, la categoria R-Mat tiene como objetos los ntimeros
naturales, como morfismos de n a m las matrices de tamano m X n, como composicion el
producto de matrices y como identidad la matriz identidad del tamano correspondiente.

Weremos una definicién mas abstracta de constructo al estudiar los funtores.

11



4. ISOMORFISMOS CAPITULO 1. CATEGORIAS

EJEMPLO 1.9. Algunas estructuras matemadticas se pueden ver como categorias.

1. Una categoria es discreta si sélo tiene los morfismos identidad. Un conjunto, o en
general una clase, se puede ver como una categoria discreta cuyos objetos son los
elementos del conjunto.

2. Una categoria es fina si sus conjuntos hom (conjuntos de la forma hom(a, b)) tienen
como méximo un elemento. Un conjunto preordenado (X, <) se puede ver como
una categoria fina cuyos objetos son los elementos del conjunto y tal que, para
x,y € X, hom(z,y) estd habitado si y sélo si x < y.

3. Un monoide se puede ver como una categoria con un solo objeto, cuyos morfismos
son los elementos del monoide y donde la identidad es su elemento neutro y la
composicién es el producto.

EjeMmpLO 1.10. Las siguientes categorias se usan principalmente en el estudio de
categorias mas complicadas:

1. La categoria vacia, 0, sin objetos.

La categoria discreta unipuntual, 1.

La categoria discreta de dos objetos, 2.
La categoria |, con dos objetos y una sola flecha de uno a otro (e — e).
La categoria ||, con dos objetos y dos morfismos de uno a otro (e = e).

Gl N

3. Categorias topolégicas y analiticas

La principal categoria topoldgica es Top, formada por los espacios topologicos y las
funciones continuas entre ellos.

EJeEMpLO 1.11. Algunos constructos usados en topologia tienen los mismos objetos pero
distintas clases de morfismos, permitiendo estudiar los objetos desde distintas perspectivas.
Por ejemplo, las siguientes tres categorias tienen como objetos los espacios métricos:

1. Met,, con las funciones continuas.
2. Mety, con las funciones uniformemente continuas.
3. Met, con las contracciones, funciones continuas que «acercan» los puntos.

Asimismo tenemos la categoria Bany, de los espacios de Banach con las formas lineales
acotadas y Ban con las contracciones lineales.

EJjEMPLO 1.12. Sea X un espacio topolégico. Recordemos que, para x,y € X, un
camino de x a y es una funcién continua f : [0,1] — X con f(0) =z y f(1) =y, y que dos
caminos [y g de z a y son homotépicamente equivalentes si existe F': [0,1] x [0,1] — X
tal que, para s,t € [0,1], F(t,0) = f(t), F(t,1) = g(t), F(0,s) =z y F(1,s) = y. Entonces
el grupoide fundamentalld, p. 20] de X es una categoria m(X) cuyos objetos son los puntos
de X y tal que hom(z,y) es el conjunto cociente de caminos de x a y por equivalencia
homotépica, tomando la concatenacién de (clases de) caminos como composicién y la clase
del camino constante como morfismo identidad.

Para z € X, hom(z, x) es un grupo con la composicién, y si existe un camino f : z — y,
hom(z, ) y hom(y,y) son isomorfos por el isomorfismo g ~ fgf~!, definiendo f~! de la
forma obvia, con lo que si X es conexo por arcos, hom(z, x) es el mismo para todo x salvo
isomorfismo, y se llama grupo fundamental de X. Esto permite tratar espacios topoldgicos
de manera algebraica.

4. Isomorfismos

Una vez vistas las categorias mas importantes de distintas dreas, pasamos a ver algunas
propiedades de sus objetos y morfismos. Por ejemplo, en algebra, se suele definir un
isomorfismo como un homomorfismo biyectivo cuya inversa también es un homomorfismo.
En topologia tenemos también el concepto de homeomorfismo, que viene a ser lo mismo
salvo por el cambio de terminologia.
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CAPITULO 1. CATEGORIAS 5. OBJETOS INICIALES Y FINALES

DEFINICION 1.13. Un morfismo f : a — b es un isomorfismo si existe otro morfismo
g:b—atalquegof =1,y fog=1p, en cuyo caso escribimos f : a = b y decimos que a
y b son isomorfos, a = b, y que g es el inverso de f, g = f~ L.

El inverso de un isomorfismo es tinico, pues si f : a — b tiene inversos g,h : b — a,
entonces g =goly=gofoh=1,0h=nh.

EJEMPLO 1.14.

1. Son isomorfismos las identidades, el inverso de un isomorfismo y la composiciéon de
isomorfismos.

2. En Smgrp, Mon, Grp, Ab, Rng vy R-Mod, el concepto de isomorfismo categérico

se corresponde con el concepto usual de isomorfismo.

En Top y Met,, los isomorfismos son los homeomorfismos.

4. En Bany, los isomorfismos son los isomorfismos topolégicos, es decir, los isomorfis-
mos vectoriales que son homeomorfismos.

5. En Met los isomorfismos son las isometrias, mientras que en Ban son los isomor-
fismos isométricos.

6. En Set, los isomorfismos son las funciones biyectivas.

7. Un grupoide es una categoria en la que todos los morfismos son isomorfismos. Esto
ocurre, por ejemplo, en el grupoide fundamental. Entonces un grupo es un grupoide
con un solo objeto.

8. En un conjunto preordenado visto como categoria, dos objetos a y b son isomorfos
siy sélo si a < b =< a, por lo que en particular un conjunto (parcialmente) ordenado
visto como categoria no tiene isomorfismos salvo las identidades.

9. En un monoide visto como categoria, los isomorfismos son los elementos invertibles.

10. En R-Mat, los isomorfismos son las matrices invertibles.

©w

5. Objetos iniciales y finales

En dlgebra, muchas categorias tienen un objeto trivial, como el cuerpo trivial, el espacio
vectorial trivial, etc. A la hora de definir la topologia trivial, sin embargo, no esté claro
si deberiamos tomar la topologia vacia o la unipuntual, y ninguna de las dos opciones
es enteramente satisfactoria. Esto se debe a que, al hablar de un objeto trivial estamos
juntando dos propiedades: por un lado, el objeto trivial estda contenido en todos los demas,
y por otro, siempre es posible pasar de un objeto al objeto trivial por un morfismo.

DEFINICION 1.15. Un objeto a es inicial si para cualquier otro objeto z existe un tinico
morfismo f, : a — x, es final si para cualquier otro objeto x existe un tinico morfismo
gz . T — a, y es cero si es inicial y final.

EJEMPLO 1.16. Muchas categorias tipicas tienen objetos iniciales y finales.

1. En Mon, Grp y Ab, el grupo trivial es un objeto cero; en CRng y Field lo es el
cuerpo trivial, y en R-Mod lo es el médulo trivial.

2. En Set, el conjunto vacio ) es inicial, mientras que los conjuntos unipuntuales
{*} son finales. Lo mismo ocurre en Top y en Ord dotando a () y {x} de la tnica
estructura posible.

3. En un conjunto ordenado visto como categoria, un objeto inicial es un minimo y
un objeto final es un méaximo. En particular el inico conjunto ordenado con un
cero es el unipuntual.

4. En R-Mat, el 0 es un cero, pues para cada m hay una tnica matriz de tamafio
0 x m y una de tamano m x 0.

Podriamos preguntarnos si categorias como Set o Top tienen un cero. La respuesta es
que no, como se deduce de las siguientes proposiciones.
PROPOSICION 1.17. Los objetos iniciales son 1inicos salvo isomorfismo:

1. Sia y b son objetos iniciales (de la misma categoria), entonces son isomorfos.
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6. MONOMORFISMOS Y EPIMORFISMOS CAPITULO 1. CATEGORIAS

DEMOSTRACION. Por hipétesis existen f :a — by g : b — a, pero como sélo
hay un morfismo a — a, este debe ser 1, y por tanto go f = 1,, y andlogamente
fog=1, con lo que f es un isomorfismo. U

2. Sia=bya esinicial, entonces b es inicial.

DEMOSTRACION. Sean f : b — a un isomorfismo y x un objeto cualquiera,
existe un unico h : ¢ — x y por tanto h o f es un morfismo de b a x, que es Unico
yaque, parak:b—x, kofl:a—axyasikof !=h conloquek=hof. 0O

La siguiente proposicion se prueba de forma analoga.

PROPOSICION 1.18. Los objetos finales son tinicos salvo isomorfismo:

1. Sia y b son objetos finales, entonces son isomorfos.
2. Sta=bya es final, entonces b es final.

Asi, como () y {*} no son isomorfos en Set, Top ni Ord (ni en ningin otro construc-
to), estas categorias no tienen objetos cero. En general diremos que un objeto con una
cierta propiedad es unico salvo isomorfismo si los objetos que tienen esa propiedad son
precisamente los que son isomorfos a dicho objeto.

COROLARIO 1.19. En los grupoides no vacios, son equivalentes:

1. Existe un objeto inicial.

2. Existe un objeto final.

3. Existe un objeto cero.

4. Todos los objetos son cero.

En particular, en el grupoide fundamental w(X) (con X no vacio), esto ocurre si y sélo si
X es simplemente conexo.

DEMOSTRACION. La equivalencia (1| <=2 se debe a que, por unicidad del isomorfismo
inverso, | hom(a, b)| = |hom(b, a)| para cualesquiera a y b, y esto prueba la equivalencia con
. Ahora bien, si a es cero y x es otro objeto, el inico morfismo a — x es un isomorfismo,
por lo que z es cero y queda probado (3[<=- . La tltima observacién es por definicion. [

6. Monomorfismos y epimorfismos

En muchas ramas del dlgebra llamamos monomorfismos a los morfismos inyectivos y
epimorfismos a los morfismos suprayectivos. Esta definicién depende de que los morfis-
mos sean funciones, por lo que para categorias generales debemos buscar una definiciéon
alternativa.

Para los monomorfismos podemos basarnos en que, en Set, los elementos de un
conjunto S se identifican con los morfismos {*} — S, con lo que la propiedad de que
f(z) = f(y) = x =y se puede traducir como sigue.

DEFINICION 1.20. Un morfismo f : a — b es un monomorfismo (escrito f : a — b) si
es cancelable por la izquierda, es decir, si para cualesquiera h,k:c—acon foh= fok
se tiene h = k.

EJEMPLO 1.21 (Monomorfismos en constructos).

1. En Set, por construccion, todo monomorfismo es inyectivo sin mas que tomar
¢ = {*} en la definicién anterior. Lo mismo ocurre en Top, Met, Ord y otros
constructos en que los elementos de un objeto S se identifiquen con los morfismos
{x} = S.

2. En todos los constructos, los morfismos inyectivos son monomorfismos, pues si
f: X =Y es un morfismo inyectivo y h,k : S — X con foh = f ok, entonces
para x € S, f(h(z)) = f(k(z)) y por tanto h(z) = k(z), de modo que h = k.
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3. Aunque en la mayoria de constructos relevantes los monomorfismos son precisamente
los morfismos inyectivos, esto no es siempre asi, como muestra el constructo cuyos
objetos son {*}, {$} y {z,y} y cuyos morfismos son las identidades, las funciones
con codominio {$} y el morfismo % ~» x, en el cual el morfismo {x,y} — {$} es un
monomorfismo pero no es inyectivo.

En el ejemplo (1] de la lista anterior usamos que los elementos de un objeto se identifican
con los morfismos desde un objeto unipuntual. En otras categorias como R-Mod nos
gustaria hacer lo mismo, pero el objeto unipuntual no nos sirve.

DEFINICION 1.22. En un constructo, un objeto D es libre sobre un conjunto X €
Ob(Set) respecto a una funcién v : X — D si, para todo objeto A del constructo y funcién
f: X — A, existe un unico morfismo f : D — A en el constructo tal que fou = f.

Es facil ver que el objeto libre sobre un cierto conjunto, si existe, es tnico salvo
isomorfismo, y que un objeto libre sobre un conjunto X también es libre sobre cualquier
otro conjunto del mismo tamano que X. Ademas, en un constructo en que algiin objeto
tenga mas de un elemento, la funcién u asociada a un objeto libre es inyectiva, por lo
que en general supondremos que es una inclusiéon. Si X es unipuntual, identificamos los
morfismos de D hacia un objeto A con los elementos de A.

Asi, por ejemplo, el R-modulo libre sobre X es R™) | 1a suma directa externa de | X|
copias de R, y el conjunto libre sobre X es el propio X.

PROPOSICION 1.23. Dados un conjunto graduado Q = {s1,...,si} donde cada s; tiene
aridad n; y un conjunto finito E de identidades en Q, el objeto libre de (2, E')-Alg sobre
el conjunto X se construye tomando el conjunto de los drboles finitos con raiz y ordenados
cuyos nodos se etiquetan con un s; y tienen n; hijos, o con un x € X y tienen 0 hijos,
haciendo el conjunto cociente por reescritura segun las identidades en E, y definiendo las
operaciones por construccion de drboles.

EJEMPLO 1.24 (Objetos libres en variedades algebraicas comunes).

1. El monoide libre sobre X esta formado por las cadenas de elementos de X junto
a la concatenacién, mientras que el semigrupo libre es similar pero excluyendo la
cadena vacia.

2. El grupo libre sobre X estd formado por cadenas de simbolos de la forma x o T
para x € X en las que no aparecen subsecuencias T u Tz, y la operacién es la
concatenacion eliminando sucesivamente las subcadenas de esta forma.

3. El grupo abeliano libre sobre X es ZX.

4. El anillo conmutativo libre sobre {z1,...,x,} es el anillo de polinomios Z[x1, . . ., z].

PROPOSICION 1.25. En los constructos con un objeto libre sobre el conjunto unipuntual,
los monomorfismos son precisamente los morfismos inyectivos.

DEMOSTRACION. Sean f : A — B un monomorfismo en un tal constructo Cy z,y € A
con f(x) = f(y). Si F es el objeto libre sobre {*}, h es el Gnico morfismo F' — A con
h(x) =2y k:F — A es el unico con h(x) = y, para ¢ € F, f(h(c)) y f(k(c)) vienen
dados por f(h(x))y f(k(x)) siguiendo la estructura de ¢, por lo que foh= fok, h=ky,
finalmente, x = y. U

PROPOSICION 1.26.

1. La composicion de monomorfismos es un monomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean f: A — By g: B — C monomorfismos y h,k: D — A
congo foh=go fok, entonces foh = foky por tanto h = k. (Il

2. Sigo f es un monomorfismo, f también lo es.

DEMOSTRACION. Si g o f es un monomorfismo y f o h = f ok, entonces
gofoh=go foky portanto h = k. O
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6. MONOMORFISMOS Y EPIMORFISMOS CAPITULO 1. CATEGORIAS

Respecto a los epimorfismos, en Set, si f : A — B no es suprayectiva, existe y € B\Im f
y podemos crear dos funciones g, h : B — {0,1} con go f = ho f pero que difieran en y,
mientras que si f es suprayectiva, go f = h o f implica claramente g = h.

DEFINICION 1.27. Un morfismo f : a — b es un epimorfismo, f : a —» b, si es cancelable
por la derecha, es decir, si para g,h :b — ccon go f = ho f se tiene g = h.

La siguiente proposicién se demuestra de forma similar que la correspondiente para
epimorfismos.

ProPOSICION 1.28.

1.
2.

La composicion de epimorfismos es un epimorfismo.
Si go f es un epimorfismo, g también lo es.

EJEMPLO 1.29.

1.

En los constructos, las funciones suprayectivas son epimorfismos, por el mismo
argumento que en Set.

En Set los epimorfismos son precisamente las funciones suprayectivas, pues para
f + A — B no suprayectiva es facil encontrar g,h : B — {0,1} distintas con
go f=ho f. Lo mismo ocurre en Top dotando a {0,1} de la topologia indiscreta
y en Grph usando el grafo completo de dos elementosﬁ

En R-Mod, si f : M — N es un epimorfismo, sean p,z : N — % la proyeccién
canénica y la funcién constante en 0, respectivamente, entonces po f = zo f, luego
p =z, % 20 yasi Imf =N, con lo que los epimorfismos son suprayectivos.
No en todas las variedades algebraicas los epimorfismos son suprayectivos. Por
ejemplo, en Rng, la inclusién u : Z — Q es un monomorfismo, puessi f,g: Q — R

cumplen que fou =gowu:Z — R, para z,y € Z, f(ﬁ) = % = Efczzgg;, y lo

mismo ocurre con g, luego f = g.
En Met y Met,, los epimorfismos son precisamente las funciones con imagen
densa.

DEMOSTRACION. Si f: X — Y es un morfismo con imagen densa y g,h : Y —
Z son morfismos con go f = ho f, para y € Y existe una sucesién {z,}, C X con
y = lim,, f(zy), y por unicidad del limite y continuidad, g(y) = lim,, g(f(z,)) =
lim, h(f(z,)) = h(y). Reciprocamente, si f : X — Y no tiene imagen densa,
existen yg € Y y r > 0 con B(yg,7) NIm f = (), por lo que g,h : Y ~» R dadas
por g(y) == r y h(y) := min{d(yo,y),r} son retracciones continuas distintas con

gof=hof. O

Los dos tltimos ejemplos muestran que, al contrario que en muchos campos del algebra,
no siempre los morfismos que son a la vez monomorfismos y epimorfismos son isomorfismos.

DEFINICION 1.30. Un bimorfismo es un morfismo que es a la vez un monomorfismo y
un epimorfismo. Una categoria es equilibrada si todo bimorfismo es un isomorfismo.

EJjempPLO 1.31.

1.

En una categorfa fina, todos los morfismos son bimorfismos, pero en general no son
isomorfismos.

En un monoide visto como categoria, los bimorfismos son los elementos cancelables
por ambos lados.

Las identidades son bimorfismos, y en particular los isomorfismos son bimorfismos
sin mds que aplicar las proposiciones y a la composicién de un isomorfismo
con su inverso por ambos lados.

2En este trabajo, por comodidad, consideramos que el grafo completo tiene también las aristas reflexivas.
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CAPITULO 1. CATEGORIAS 7. SECCIONES Y RETRACCIONES

7. Secciones y retracciones

Hemos estudiado los morfismos cancelables por uno de los lados, por lo que cabe
preguntarse qué ocurre con los morfismos invertibles por uno de los lados. Claramente este
es un concepto mas fuerte, y de hecho lo es estrictamente.

DEFINICION 1.32. Una seccién es un morfismo con inverso por la izquierda, y una
retraccion es un morfismo con inverso por la derecha. Dicho de otro modo, si f:a —by
g :b— a son tales que go f = 1,, decimos que f es una seccién y g es una retraccién.

Claramente las secciones son monomorfismos y las retracciones son epimorfismos.

EJEmMPLO 1.33.

1. En Set, las secciones son las funciones inyectivas salvo las que van de un conjunto
vacio a uno no vacio, y las retracciones son las funciones suprayectivas. Es facil ver
que esto ultimo es equivalente al axioma de eleccién.

2. En R-Mod, las secciones son los monomorfismos cuya imagen es un sumando
directo del codominio, y las retracciones son los epimorfismos cuyo nucleo es un
sumando directo del dominio.

DEMOSTRACION. Si f : M — N es un monomorfismo cuya imagen es un
sumando directo de N, por ejemplo N =Im f @ P, un g : N - M que lleva los
elementos de Im f a su tnica preimagen por f y los p € P a 0 es su inverso por
la derecha. Si es un epimorfismo cuyo nicleo es un sumando directo de M, por
ejemplo M =ker f & L, sean p: M — % la proyeccién canédnica, h : % =L
el isomorfismo «obvio» y u : L < M la inclusién, entonces powu o h = 1, pero el

teorema del factor nos da un tnico isomorfismo f : % = N con fop=f, por lo

que f=fouohy fo(uohof )=1.
Para el reciproco, sean f : M — N y g: N - M con go f = 1), basta
ver que N = Im f @ ker g. En efecto, todo n € N se descompone como suma de

ni = f(g(n)) € Imfy ng = n— f(g(n)) € kerg, y si pr € Imf y py € kerg
cumplen n = p; + p2 y m; € M es la preimagen de p; por f, entonces g(n) =

g(p1 +p2) = g(f(m1)) + g(p2) = m1 + 0y n1 = f(g(n)) = g(m1) = p1, con lo que
ng = pa. 0

3. En K-Vec, como caso especial del apartando anterior, todos los monomorfismos
son secciones y todos los epimorfismos son retracciones.

Las secciones y retracciones se conservan por composicién del mismo modo que lo
hacen los monomorfismos y epimorfismos:

PROPOSICION 1.34.
1. La composicion de secciones es una Seccion.

DEMOSTRACION. Si f y g son secciones con inversas por la izquierda respectivas
f v g,entonces (fog)ogo f=fof=1 O
2. Sigo f es una seccion, f es una seccion.

DEMOSTRACION. Si go f es una seccién con inversa por la izquierda h, entonces
hogo f =1,y hog esinversa por la izquierda de f. O

De forma andloga se prueba la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.35.
1. La composicion de retracciones es una retraccion.
2. Si go f es una retraccion, g es una retraccion.

Cabe preguntarse si un morfismo que es a la vez seccién y retraccién es invertible. La
respuesta es que si, y ademas esta condicién se puede relajar.
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PROPOSICION 1.36. Para un morfismo f, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.

2. f es una seccion y una retraccion.

3. f es un monomorfismo y una retraccion.
4. f es una seccion y un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Las implicaciones = = , son obvias.

Para:>,sif:a—>byg,h:b—>asontalesquegof:1ayfoh:1b,
entonces g =goly=gofoh=1,0h=~h,y g=h es lainversa de f.

Para:>,seagunmorﬁsmoconfog:1, entonces fogof=1of=fol,y
como f es un monomorfismo, cancelando, go f =1y f es un isomorfismo.

De forma andloga = (|1). O

8. Dualidad

La mayoria de las propiedades que hemos visto hasta ahora vienen en pares con
definiciones muy parecidas, y de hecho, cada vez que demostrabamos algo sobre una de
ellas, la misma idea permitia demostrar algo similar sobre la otra. Esto ocurre mucho en
teoria de categorias, y se conoce como dualidad.

DEFINICION 1.37. Dada una categoria C, su categoria dual es una categoria C°P con
los mismos objetos y morfismos que C y la misma funcién identidad pero tal que, para
todo morfismo f, domeoep f = code f y codger f = dome f, y la composicion se define como

focor g:=gocf.
EJEMPLO 1.38.

1. Si (X, <) es un conjunto preordenado, su dual visto como categoria es (X, >).
2. El dual de una categoria discreta es ella misma.

DEFINICION 1.39. Si P es un predicado aplicable a una o més categorias C1,...,Cy,, su
dual es P°P(Cy,...,Cp) = P(C{®,...,CoP), y decimos que P es auto-dual si P = P°P.

En esencia, tomar la categoria dual o el predicado dual consiste en invertir el sentido de
los morfismos. En general al tratar un concepto categoérico es conveniente fijarse en el dual
del concepto, ya que suele ser un concepto relevante, y ademaés las propiedades de dicho
concepto se derivan directamente de las del concepto original, sin demostracién aparte.

9. Producto y coproducto

En muchas categorias es posible tomar el producto de dos o mas objetos, como el de
dos conjuntos, espacios topolégicos, espacios vectoriales, etc. Para definir productos en una
categoria arbitraria tenemos que encontrar una propiedad universal del producto, de modo
que este quede definido de forma tuinica salvo homomorfismo.

Para ello, si, por ejemplo, A y B son conjuntos, el producto A x B cumple que, dadas
dos funciones f : X — Ay g : X — B, existe una tnica funciéon h : X — (4 x B) tal
que para todo z € X, h(zx) = (f(z),g(x)). Dicho de otro modo, sip: Ax B — Ay
q : A x B — B son las proyecciones sobre las componentes, h es la tnica funcién con
f=pohyg=qoh. Esta definiciéon se puede generalizar a categorias arbitrarias y a una
cantidad arbitraria de factores. La figura [2] muestra el caso para dos factores.

DEFINICION 1.40. Un objeto b es un producto de una familia de objetos (a;);cs si existe
una familia de morfismos (p; : b — a;);er, llamados proyecciones, tales que para cualquier
familia de morfismos (f; : * — a;);er existe un dnico f : x — b tal que f; = p; o f para
cada i. Llamamos producto a b y a la familia de proyecciones indistintamente.

EJEMPLO 1.41.

1. En Set, toda familia pequena de conjuntos tiene un producto, el producto directo
habitual. Lo mismo ocurre en R-Mod y en particular en Vec y en Ab, asi como
en Grp con el producto de grupos y en Top con el producto topolégico.
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AR

a<—a><b—>b

Ficura 2. Objeto producto de a y b. Para cualesquiera z, f y g, existe un
unico h de modo que el diagrama conmuta.

a a®b b

h g

~

T

Ficura 3. Objeto coproducto de a y b. Para cualesquiera X, f y g, existe
un unico f @ g de modo que el diagrama conmuta.

2. Todo objeto es el producto de si mismo tomando como proyeccién el morfismo
identidad. De hecho, un objeto a es el producto de la familia unipuntual (b) si y
sélo si a = b.

. Un objeto es producto de la familia vacia si y sélo si es final.

4. En un conjunto preordenado visto como categoria, el producto de una familia de

elementos es su supremo, si existe.

w

PROPOSICION 1.42. El producto de una familia de objetos es tnico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean b y ¢ productos de (a;);e; con proyecciones (f; : b — a;)icr y
(gi : ¢ = a;)ier, existe h: b — c tal que cada f; = g;ohy k:c— b tal que cada g; = f; ok,
pero entonces g; = g; o h o k para cada i, y como para la familia (g;); debe haber un tnico
f:c— cconcada g; =g;o f,debe ser hok = f = 1., y andlogamente k o h = 1. Es facil
ver que los isomorfismos conservan productos. O

En vista de esto, llamamos [[,.; a; al objeto producto de (a;)icr, y a X b al objeto
producto de dos objetos a y b. Esta ultima notacién se puede extender a un nimero finito
de factores (a1 X -+ X a,), en vista de la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.43. Si (p; : ¢ = b;)ier es un producto y, para cada i, (i : bi — aij) e,

e
es un producto, entonces (qij op;:Cc— aij)JG ‘

i1 €s un producto.

DEMOSTRACION. Sea (f;j : @ — a;5);; una familia de morfismos, para cada i € I existe
gi - * — b; tal que f;; = g;; o g; para todo j, por lo que existe h : x — c tal que g; = p; o h
para todo ¢ y este cumple f;; = g;j o p; o h para todo 7, j. Ademaés, los g; y h son unicos,
por lo que si hubiera otro k : £ — ¢ con f;; = g;j o p; o k para todo %, j, necesariamente
cada p; o k = g; y por tanto k = h. O

En particular a x b x ¢ = (a x b) X ¢ = a x (b X ¢), y una categoria tiene todos los
productos finitos si y sélo si tiene objeto final y productos de todos los pares de objetos.

DEFINICION 1.44. Dado un objeto a y un conjunto I, llamamos I-ésima potencia de a
aal =], a

El concepto dual del producto es el coproducto, que se muestra graficamente en la
figura [3

DEFINICION 1.45. Un objeto ¢ es un coproducto de una familia de objetos (a;)ies si
existe una familia de morfismos (u; : a; — ¢)ier, llamados inyecciones, tales que para
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cualquier familia de morfismos (f; : a; — x);c existe un tnico f : ¢ — z tal que f; = fou,
para cada i. Llamamos coproducto tanto a ¢ como a la familia de inyecciones.

EJEMPLO 1.46.

1. En Set, el coproducto de una familia de conjuntos (a;);er es la union disjunta,
Wier @i = U;er ({7} % a;), aunque si los a; son disjuntos dos a dos se puede tomar
como coproducto la unién convencional.

2. En Top, el coproducto de una familia de espacios topoldgicos es la unién disjunta
con la topologia formada por las uniones de abiertos de cada espacio.

3. En R-Mod, el coproducto de una familia pequena de médulos {a;};cs es la suma
directa @, a;, el subespacio del producto directo [[,.; a; formado por los ele-
mentos con casi todas las entradas nulas. En particular, si I es finito el producto
coincide con el coproducto.

4. Todo objeto es coproducto de si mismo.

Un objeto es coproducto de la familia vacia si y sélo si es inicial.

6. En un conjunto preordenado visto como categoria, el coproducto de una familia de
elementos es su infimo, si existe.

o

Las siguientes propiedades son duales de las correspondientes del producto.
PROPOSICION 1.47. El coproducto de una familia de objetos es tinico salvo isomorfismo.

Esto nos permite llamar [[,.;a; al objeto coproducto de (a;)icr, y @ ® b al objeto
coproducto de dos objetos a y b.

PROPOSICION 1.48. Si (u; : b — ¢)ier es un coproducto y, para cada i, (vij : a;j —
JEJ;

bi)jes; es un coproducto, entonces (u; o v;j : az; — ¢)jc;' es un coproducto.

DEFINICION 1.49. Dado un objeto a y un conjunto I, llamamos I-ésima copotencia de
I, .
aa'a=]],;a.

10. Nucleo y contcleo

En dlgebra es comin hablar del nicleo de un morfismo f : a — b como el conjunto de
puntos = € a con f(z) = 0, que es un subobjeto de a. Entonces, si k C a es el nicleo de
fyu:k< aeslainclusién, fou =0,y siu : k' — a es otro morfismo con fou' =0,
existe @ : kK’ — k tal que v/ = wo @. Esta definicién nos sirve para teoria de categorias salvo
por la presencia del 0.

Si, para cada objeto a, llamamos i, : 0 — a a la unica flecha desde el objeto cero hasta
ayty:a— 0 alatnica flecha desde a hasta el objeto 0, entonces podriamos escribir
«fowu=0» como «f ou =1y o tg», pero esta caracterizacién sélo nos sirve para el caso de
categorias con cero. En general, podemos notar que t; = t, o u, de modo que u «iguala» f
con iy o t,, y aunque no podemos hablar del nicleo de un morfismo, podemos hablar del
nicleo de un par de morfismos.

DEFINICION 1.50. Dados dos morfismos f,g : a — b, un morfismo e : k — a es un
nicleo de fy gsiysélosi foe=goey, paratodoe : k' — acon foe = goée, existe
un tnico € : ¥’ — k con € = e o ¢, es decir, tal que la ﬁgura conmuta. Si existe un cero 0,
un nicleo de f : a — b es un nucleo de f y la composicion a — 0 — b.

EJempPLO 1.51.

1. En Set, para f,g:a — b, sik={z €al f(z) =g(x)}, la inclusiéon u : k < a es
un nicleo de f y g. Lo mismo ocurre en R-Mod, Top, Grp, Grph y (0, E)-Alg,
dotando a k de su estructura como submodulo, subespacio topolégico, subgrupo,
subgrafo o subdlgebra.

2. En CRng, al contrario que en muchas estructuras algebraicas, el concepto de
nicleo de un morfismo en teoria de categorias no coincide con el convencional, pues
convencionalmente el nticleo de un anillo no es un subanillo sino un ideal.
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FiGuRrA 4. Nicleo e de un par de morfismos f y g.

3. En R-Mat, dadas dos matrices Ay, xm, Brnxm, un nicleo de A y B es precisamente
una matriz X,,x, cuyas columnas forman una base de soluciones de la ecuacién
Az = Bz. En efecto, AX = BX y, si Y,,xq cumple que AY = BY’, cada columna
de Y es combinacion lineal uinica de las columnas de X y hay por tanto una tnica
Z con'Y = XZ. La existencia de Z implica que las columnas de X deben generar
el espacio de soluciones, y la unicidad implica que estan deben ser linealmente
independientes.

En el dltimo ejemplo hemos tenido que demostrar no sélo que una cierta matriz es el
nicleo sino que todos los demaés ntcleos también tienen la misma forma. A continuacién
vemos que esto ultimo no es necesario, y basta con encontrar un nucleo.

PROPOSICION 1.52. El nicleo es esencialmente tnico, es decir, si e : k — a es un
nucleo de f,g:a — b, el resto de nicleos de f y g son precisamente los morfismos de la
forma eoh : k' — a donde h : k' — k es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Claramente eo h es un nicleo, pues foeoh = goeoh y, si ¢/ cumple
foe =goe€ yé es el tinico morfismo con ¢ = eo &, entonces h™! o € es el tinico con
e/ = (eoh)o (h~!oé). Para el reciproco, sean e : k — a y € : k' — a nicleos de f y g,
existen un tnico h : k' — k con ¢ =eoh y un tinico b’ : k — k' con e = ¢’ o b/, de modo
que eo 1l =eohoh’y, por unicidad, 1 = h o I/, pero andlogamente 1, = h' o h, luego h
es un isomorfismo. O

Hasta ahora todos los ntcleos que hemos visto son monomorfismos, por lo que parece
interesante comparar el concepto de ntcleo con el de monomorfismo y con el de seccion.

PRrROPOSICION 1.53.

1. Todo nicleo es un monomorfismo.

DEMOSTRACION. Si e : k — a es el nicleo de f,g:a — by hh :c — k
cumplen eoh = eoh’ = ¢, entonces foe' = goe', luego el h con e =eoh es
Unico y por tanto h = h’. O

2. Toda seccion es un nicleo. En concreto, si f : a — b es una seccion y g : b — a es
la correspondiente retraccion, entonces f es nicleo de fog y 1p.

DEMOSTRACION. (fog)of=fo(gof)=f=1,0f, perosie:k — bes tal
que (fog)oe=1,0e, entonces g o e es el morfismo con fo(goe)=e,y es tnico
porque f es un monomorfismo. O

3. Los reciprocos no se cumplen.

DEMOSTRACION. En Ab, el tinico homomorfismo Z — Zs tiene como nticleo
la inclusién 2Z — Z, que claramente no es una seccién. Y en CRng, la inclusién
7Z — @ es un monomorfismo pero no es un nucleo, ya que de serlo, como también
es un epimorfismo, serfa un isomorfismo por la siguiente proposicién O

PROPOSICION 1.54. Sie: k — a es nicleo de f,g:a — b, son equivalentes:

1. f=g.
2. 1, es nicleo de f y g.
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f
a:&b#q
g
Cc
J

Figura 5. Conitcleo g de un par de morfismos f y g.

3. e es un isomorfismo.
4. e es un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Claramente (1)) = (2)); = (3) por (1.52)); obviamente (3) =
, y = es por definicién de ntcleo y de epimorfismo. O

El concepto dual de ntcleo es el de contcleo.

DEFINICION 1.55. Dados dos morfismos f,g : a — b, un morfismo ¢ : b — g es un
conticleo de fy gsiysélosicof=cogy, paratodoc :b— ¢ con o f =c og, existe
un tnico ¢ : ¢ — ¢’ con ¢ =TCoc, es decir, tal que la figura 5] conmuta. Si existe un cero 0,
un contcleo de f : a — b es un conicleo de f y la composicién a — 0 — b.

EJEMPLO 1.56.

1. Sean f,g:a — ben Set y sea ~ la menor relacién de equivalencia con f(x) ~ g(z)
para todo x € a. Entonces la proyeccién al conjunto cociente ¢ : b — % es un
contcleo de f y g.

DEMOSTRACION. Claramente cof = cogy,sic :b—restalquedof =cog,
entonces ¢ : £ — r dada por &) = ¢/(z) es la tinica funcién con ¢oc = ¢, y queda
ver que estd bien definida. Pero si x ~ y, bien x = y, bien existen una cadena
x =to,...,ty =y € by objetos s1,...,S; € a con (t;_1,t;) igual a (f(si),g(s;)) o
(g(s;), f(s;)) para cada i, pero entonces por hipétesis ¢/ (t;—1) = ¢/(¢;) para cada i y
por tanto ¢ (z) = ¢ (y). O

2. En Top, los conticleos se calculan como en Set asignando a % la topologia cociente,

cuyos abiertos son los subconjuntos S € £ con ¢'(S) C b abierto, pues esta
topologfa hace a ¢ y € del apartado anterior continuas (supuesto que ¢’ sea continua).
Esto significa que superficies como el toro, la cinta de Mdbius o la botella de Klein
se definen naturalmente como contcleos.

3. En Grph ocurre lo mismo, estableciendo como ejes en % las imagenes de ejes en b.
En Prord los conticleos se construyen de igual forma pero tomando la clausura
transitiva de la relacién resultante en 2.

4. En (Q, E)-Alg el conticleo es similar pero tomando como ~ la menor relacién de
congruencia en b con f(z) ~ g(z) para todo x € a. Una relacion de congruencia es
una relacién de equivalencia en que, para cada operacién f : b™ — b en la accién
de € asociada a by cada x1,...,%n,Y1,---,Yn € b se tiene que, si cada x; ~ y;,
entonces f(x1,...,2) ~ f(y1,...,yn). Esta propiedad permite dotar a £ de una
estructura algebraica cuyas operaciones se derivan de las de b de la forma evidente.

5. En CRng, el conucleo de f,g: A — B es la proyeccion canoénica p : B — %, donde
I:=(Im f — g) es el ideal generado por la imagen de f — g.

DEMOSTRACION. Para a € A, p(f(a)) — p(g9(a)) = p((f — g)(a)) = 0, pues
(f —g)(a) € kerp, ysic: B — C es un morfismo que cumple co f = co gy por
tanto co (f —g) =0, y los elementos de I son combinaciones lineales de imégenes
de f — g, se tiene I C ker c y, por el teorema del factor, existe un tnico ¢ : % —C
con c==cop. U
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Las siguientes proposiciones son las duales de las vistas para el nucleo.

PROPOSICION 1.57. El coniicleo es esencialmente tinico, es decir, si c: b — q es un
contcleo de f,g:a — b, el resto de conicleos de f y g son precisamente los morfismos de
la forma hoc:b— ¢ donde h:q— ¢ es un isomorfismo.

ProPOSICION 1.58.

1. Todo conicleo es un epimorfismo.

2. Toda retraccion es un coniucleo. En concreto, si g : a — b es una retraccion y
f:b— a esla correspondiente seccion, entonces g es contcleo de fog y 1,.

3. Los reciprocos no se cumplen.

PROPOSICION 1.59. Sic:b— q es conticleo de f,g:a— b, son equivalentes:
1. f=g.
2. 1y es contcleo de f y g.
3. ¢ es un isomorfismo.
4. ¢ es un monomorfismo.

11. Subobjetos y objetos cociente

En los ejemplos de nicleos y contcleos que hemos visto, por lo general los niticleos
son subobjetos del dominio de los morfismos involucrados, mientras que los conticleos
son objetos cociente. En teoria de categorias, como las categorias no tienen por qué ser
conjuntos, resulta dificil definir estos conceptos, y de hecho no hay una séla definicién para
todos los casos, aunque todas las definiciones se basan en una estructura comun.

DEFINICION 1.60. Sea M un conjunto de monomorfismos. Un M -subobjeto de un objeto
a es un par (b,m) formado por un objeto b y un morfismo m : b — a en M.

Las distintas definiciones dependen, pues, de qué conjunto M usemos. Si estamos en
un constructo tiene sentido considerar el conjunto de morfismos que son inclusiones. Para
el caso general, sin embargo, existen varios conceptos usados en la practica, siendo el mas
amplio el de monomorfismo y el mas restringido el de seccién. Para categorias algebraicas
como R-Mod, es 1til el concepto de un monomorfismo que es el nicleo de algin morfismo.

DEFINICION 1.61. Un monomorfismo es regular si es el niicleo de algiin par de morfismos.

Asi, si M es el conjunto de los monomorfismos regulares, los M-subobjetos se llamarian
subobjetos requlares, mientras que si M es el conjunto de todos los monomorfismos, los
M-subobjetos son los subobjetos a secas. Para estos conceptos, el conjunto de subobjetos
es cerrado para isomorfismos, en el sentido siguiente.

DEFINICION 1.62. Dados dos M-subobjetos (a,m) y (b,n) de un objeto ¢, (a,m) es
mas pequeno que (b,n), (a,m) < (b,n), si existe f:a—bconm=mno f,y (a,m)y (b,n)
son isomorfos, (a,m) = (b,n), si ademds f es un isomorfismo.

Cabe destacar la importancia del uso de morfismos para definir subobjetos, pues
estos en general aportan mucha maés informacién que los objetos. Por ejemplo, en Ord,
{1,3,5} y {2,4,6} son subconjuntos ordenados de N y, vistos como objetos, son isomorfos,
pero como subobjetos son distintos aun tras componer el monomorfismo inclusién con un
isomorfismo a cada lado. En Set, aunque no son isomorfos como subobjetos, se pueden
igualar componiendo con un isomorfismo por la izquierda, pues la tnica informacion que
conservariamos es que se trata de subconjuntos de tamano 3 de un conjunto numerable.
Esto refleja el hecho de que la teoria de categorias estudia la estructura de los objetos,
viéndolos «desde fuera», y no estudia su contenido, que es materia de la teoria de conjuntos.

EJEMPLO 1.63.

1. En Set, los monomorfismos regulares son las funciones inyectivas, por lo que todos
los monomorfismos son regulares. En efecto, las funciones inyectivas son aquellas
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isomorfas a una inclusién, y toda inclusién v : E < A es nicleo del par de
funciones A — {0,1} en el que una lleva todos los elementos a 0 y otra lleva a 0
los elementos de E' y a 1 el resto. Por tanto los subobjetos regulares se identifican
(salvo isomorfismo) con los subconjuntos, y un subobjeto es més pequenio que otro
si y solo si es un subconjunto del otro.

2. En Top los monomorfismos regulares son, salvo isomorfismo, las inclusiones de
subespacios, usando la prueba del apartado anterior y dotando a {0,1} de la topo-
logia indiscreta, por lo que los subobjetos regulares son los subespacios topoldgicos.

3. En muchas categorias algebraicas como R-Mod o Grp, todos los monomorfismos
son regulares, con lo que los subobjetos regulares son respectivamente los submoédu-
los y los subgrupos. Esto es porque todo monomorfismo e : K — M es ntcleo de
la proyeccién canénica M ~- Iﬁl/[e.

4. En R-Mod, todos los monomorfismos son regulares. En efecto, un monomorfismo
m : M — N es nucleo de la proyeccién candénica p: N — %

5. En CRng hemos visto (|1.53] apartado [3) que no todos los monomorfismos son

regulares. Sin embargo, los subobjetos (a secas) son precisamente los subanillos.

En una categoria fina, sélo las identidades son regulares.

7. En R-Mat, los nicleos son las matrices m X p, p < m, de rango maximo ,
con lo que los subobjetos regulares de un nimero m son los pares formados por un
p < m y una matriz m X p de rango p.

o

El concepto dual de subobjeto es el de objeto cociente.

DEFINICION 1.64. Sea E un conjunto de epimorfismos. Un E-objeto cociente de un
objeto a es un par (b, e) formado por un objeto b y un morfismo e : a — b en E.

DEFINICION 1.65. Un epimorfismo es regular si es el conticleo de algiin par de morfismos.

Si E es el conjunto de los epimorfismos regulares, hablamos de objetos cociente regulares,
mientras que si es el conjunto de todos los epimorfismos hablamos de objetos cociente.

En constructos, tiene sentido considerar los epimorfismos que son proyecciones al
conjunto cociente por alguna relacién de equivalencia en el dominio, o a algiin conjunto
irredundante de representantes de dicha relacién. En la mayoria de constructos relevantes,
si para una cierta relaciéon de equivalencia existe una de estas proyecciones (al cociente
o algin conjunto irredundante de representantes, con la estructura apropiada), el resto
también existe y son isomorfas en el sentido siguiente.

DEFINICION 1.66. Dados dos E-objetos cociente (b,d) y (¢, e) de un objeto a, (b,d) es
mads grande que (c,e), (b,d) > (c,e), si existe f:b—ccone= fod,y (bd)y (ce) son
isomorfos, (b,d) = (c,e), si ademas f es un isomorfismo.

EJEMPLO 1.67.

1. En Set, todos los epimorfismos son regulares, pues si e : A - B es suprayectiva,
es el contucleo de las dos proyecciones D, — A con

D, = {(a.a') € Ax A] e(a) = e(a)},

por un argumento similar al usado en el ejemplo apartado [Il Ademés, clara-
mente los objetos cociente de A son, salvo isomorfismo, los conjuntos cociente con
sus proyecciones, y si (B,d) y (C, e) son objetos cociente (regulares) de A, entonces
(B,d) > (C,e) siy sélo si Dg C De.

2. De forma similar se ve que los objetos cociente regulares en Top son, salvo isomor-
fismo, los espacios topolégicos cociente con las correspondientes proyecciones. Aqui,
sin embargo, no todos los epimorfismos son regulares, pues para ello el codominio
debe tener la topologia final y no una mas gruesa.

3. En R-Mod, todos los epimorfismos son regulares. En efecto, si e : M — N es un
morfismo, D, (apartado (1)) es el nicleo del homomorfismo (m,m’) ~ e(m —m'),
por lo que es un R-médulo y e es el contcleo de las dos proyecciones D, — M.
Ademas, los objetos cociente son los médulos cociente.
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Capitulo 2

Funtores

Buena parte del poder de la teoria de categorias se deriva de su reflexividad: las
categorias son estructuras algebraicas y, como tales, es posible estudiarlas usando teorfa de
categorias. Para ello primero debemos ver cudles son los morfismos entre categorias, los
llamados funtores. Este capitulo se basa principalmente en [1, pp. 21-32 y cap. 7] y |4, pp.
13-15].

DEFINICION 2.1. Un funtor entre dos categorfas C y D es un par de funciones T =
(0 : Ob(C) = Ob(D), m : Mor(C) — Mor(D)) que preserva el dominio, el codominio, las
identidades y la composiciéon, es decir, tal que:

1. Para cada morfismo f:a —ben C, mf : oa — ob en D.
2. Paraf:a—byg:b—cenC,m(gof)=mgomf.
3. Para cada objeto ¢ de C, m(1,) = 1sq.

La ultima condicién determina univocamente la funcién sobre los objetos a partir de la
funcién sobre los morfismos, por lo que la primera es redundante. Si C y D son categorias,
escribimos 1" : C — D para decir que T" es un funtor de C a D, y usamos 1" para referirnos
indistintamente al funtor, a la funcién sobre los objetos y a la funcion sobre los morfismos.

EJEMPLO 2.2.

1. Toda categoria C admite un funtor identidad 1¢ : C — C que asocia a cada objeto
o morfismo el propio objeto o morfismo.

2. Dadas dos categorias C y Dy d € Ob(D), existe un funtor constante Cy : C — D
que lleva todos los morfismos a 14.

3. Un funtor entre dos conjuntos, conjuntos preordenados o monoides vistos como
categorias es precisamente un morfismo en Set, Prord o Mon, respectivamente.

4. Si B es una subcategoria de C, existe un funtor inclusion u : B — C que envia cada
objeto y morfismo de B a si mismo en C.

5. La operacion conjunto potencia es un funtor P : Set — Set, que lleva cada funciéon
f:+A— Balafuncién (Pf)(S) = f[S], que asocia a cada subconjunto de A su
magen por f.

6. De forma similar podemos definir el funtor conjunto potencia contravariante, Q :
Set — SetP, que lleva un conjunto S a su potencia PS y una funcién f: A — B
a la funcién (Qf)(T) = f~[T] que asocia a cada subconjunto de B su preimagen
por f.

7. Paran € N, existe un funtor GL,, : CRng — Grp que a cada anillo conmutativo C
le asocia el grupo multiplicativo GL,(C) de matrices regulares n x n con entradas
en C. Los homomorfismos de anillos se transforman en homomorfismos de grupos
que actian componente a componente.

8. Sea Top, el constructo cuyos objetos son pares (X, z) formados por un espacio
topolégico X y un punto destacado x € X y cuyos morfismos son funciones
continuas que conservan el punto destacado. Entonces podemos definir un funtor
grupo de homotopia 7 : Top, — Grp que a cada espacio topolégico X y cada
punto x € X le asocia el grupo de homotopia y a cada morfismo en Top, le asocia
el correspondiente morfismo de grupos.[4, p. 13]

DEMOSTRACION. Primero vemos que la operacién sobre morfismos estd bien
definida. Sea f : (X,z) — (Y,y) un morfismo en Top,, y sean v,0 : [0,1] — X
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representantes de un mismo elemento de 7(X, x), entonces existe una homotopia
s :[0,1] x [0,1] - X de v a o, con lo que fos : [0,1] x [0,1] - Y es una
homotopia de f(o) a f(v) vy (nf)(7) = (7f)(@). Ademas 7f es un morfismo
de grupos, pues la composicién con f lleva la curva constante en x a la curva
constante en y y respeta la concatenacion de curvas. Finalmente, dados morfismos
f(X,z) = (Y,y)yg:(Y,y) — (Z,2) en Top,, es facil ver que 7(go f) = mwgonf
Yy que 7T(l(X,gv)) = 17r(X,x)‘ U

9. Los funtores se pueden componer. Dados dos funtores S : B—Cy T :C — D, el
funtor composicion T o S : B — C viene dado sobre los objetos como a ~» S(Ta) y
sobre los morfismos como f ~» S(T'f).

1. Categorias de categorias

En vista de los ejemplos anteriores seria razonable considerar una «categoria de las
categorias», pero esto plantea ciertos problemas. En primer lugar, esta categoria no se
podria contener a si misma por la paradoja de Russell. De hecho, sélo las categorias que
son conjuntos pueden estar dentro de una categoria de categorias, pues las clases propias
no pueden estar dentro de otras clases.

DEFINICION 2.3. Una categoria es pequena si es un conjunto, es decir, si tanto su clase
de objetos como su clase de morfismos son conjuntos. Llamamos Cat a la categoria de las
categorias pequenas y los funtores entre ellas.

Esto no es del todo satisfactorio, pues la mayoria de las categorias no son pequenas. Es
por ello que en teoria de categorias es comin usar extensiones de ZFC para lidiar con estos
casos. Mac Lane|4, pp. 21-26] propone una extensién basada en universos de Grothendieck.

DEFINICION 2.4. Un universo (de Grothendieck) es un conjunto U tal que:

Siz e wu el entonces x € U.

Si u,v € U entonces {u,v} € U.

Si z € U entonces Pz, Jx € U.

SilelUdy f:I— U esuna funcién, entonces Im f € U.
Nelu.

ANl ol e

La idea es que un universo contendria todos los conjuntos con los que uno trataria
normalmente dentro de ZFC, como ilustran las siguientes propiedades faciles de probar.

PROPOSICION 2.5. Sea U un universo:

1. Siv Cu el entoncesv € U.

2. Siu,v €U, entonces (u,v),u x v EU.

3. Si{x;}icr es una familia de elementos de U con I € U, entonces
Hwi,U{L‘Z’,ﬂ%i eEU.
iel  iel el

4. Sia,b e U, todas las funciones f:a — b cumplen f € U.

5. 8iaelU ybU con |a] = |b| entonces b€ U.

Grothendieck trabajaba con un axioma adicional que afirmaba que cada conjunto
estaba contenido en un universo, desarrollando asi una jerarquia de universos. Sin embargo,
para nuestros propésitos nos sirve el siguiente axioma mas sencillo.

AXIOMA 2.6 (Mac Lane, 1969[5]). Existe un universo de Grothendieck U.

En adelante fijamos un universo i y notamos que, cuando habldbamos de conjuntos,
ahora hablamos de elementos de U/, y cuando habldbamos de clases, ahora hablamos de
subconjuntos de U.

DEFINICION 2.7. Un conjunto x es pequeno si x € U, es una clase si x CU, y es grande
o una clase propia si es una clase que no es pequena.
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La mayoria de categorias que hemos definido en el primer capitulo tienen como objetos
los conjuntos que cumplen cierta propiedad. Ahora refinamos esta definicién: si, por ejemplo,
Vec era la categoria de los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales entre ellos, ahora
llamamos Vecx a la categoria de los espacios vectoriales que estdn en X y las aplicaciones
lineales entre ellos, y definimos Vec := Vecy, como la categoria de los espacios vectoriales
pequenos. Hacemos lo mismo con todas las categorias definidas de esta forma, de modo
que, en particular, Ob(Set) = U y, para un conjunto A, Ob(Sety) = X.

Adems4s, eliminamos de la definicién de categoria la restriccion de que las clases
de objetos y de morfismos sean clases, lo que nos permite definir la categoria de todas las
categorias grandes.

DEFINICION 2.8.

1. Dado un conjunto X, llamamos Catx a la categoria de las categorias en A y los
funtores entre ellos.

2. Llamamos Cat := Cat, a la categoria grande de categorias pequenas.

3. Llamamos CAT := Catp(y) a la categoria de categorias grandes.

La eliminacién de esta restriccién nos permite definir también, por ejemplo, Cls :=
Setp(y), la categoria de todas las clases.

Una limitacién de esta teoria es que, si bien es posible definir la categoria de «todos
los conjuntos pequenos» o de «todos los grupos pequenos», etc., no es posible definir la
categoria de «todos los conjuntos» o de «todos los grupos», por lo que ha habido bastante
debate sobre fundamentos de la teoria de categorias, y en general de todas las matematicas,
no basados en teoria de conjuntos.

2. Equivalencias de categorias

Un funtor en Catx es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo sobre los morfismos.
Esta idea de isomorfismo es la que podriamos esperar, ya que, por ejemplo, dos conjuntos,
conjuntos preordenados o monoides vistos como categorias son isomorfos en Cat si y sélo
si lo son en Set, Prord o Mon, respectivamente, y en CAT Z-Mod es isomorfo a Ab.

En ocasiones, sin embargo, esta definicién de isomorfismo es demasiado estricta. Por
ejemplo, si K-Vect es la subcategoria de K-Vec de los espacios de dimensién finita, los
morfismos de K-Vecy se pueden representar mediante matrices, pero en general K-Vecy no
es isomorfa a K-Mat debido a que tiene muchos més objetos, y para obtener el isomorfismo
habria que sustituir K-Vecs por una subcategoria completa formada por un conjunto
irredundante de representantes de los objetos por isomorfismo.

En estos casos es 1til la nocién de equivalencia. Una equivalencia entre categorias viene
a ser un funtor que respeta las clases de isomorfia de los objetos y que «se porta bien»
con los morfismos. Para caracterizar el significado de esto ltimo, vemos que un funtor, al
estar formado por una funcién sobre objetos y una sobre morfismos, puede ser inyectivo
o suprayectivo sobre los objetos o sobre los morfismos. Serlo sobre los morfismos implica
serlo sobre los objetos, y no queremos obligar a que sean biyectivos sobre objetos, por lo
que es preferible abordar esta cuestién en funcién de los conjuntos hom.

DEFINICION 2.9. Sea T : C — D un funtor:

L. T es fiel si todas las restricciones T'|nome(ap) : home(a,b) — homp(Ta, Tb) son
inyectivas.

2. T es pleno si todas estas restricciones son suprayectivas.

3. T es una inmersion si es inyectivo sobre los morfismos.

PROPOSICION 2.10. Un funtor es una inmersion si y solo si es fiel e inyectivo sobre los
objetos, y es un isomorfismo si y solo si es fiel, pleno y biyectivo sobre los objetos.
EjempPLO 2.11.

1. Los funtores conjunto potencia y conjunto potencia contravariante son inmersiones
no plenas.
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2. EQUIVALENCIAS DE CATEGORIAS CAPITULO 2. FUNTORES

2. El funtor u : Met. — Top que lleva los espacios métricos a sus correspondientes
espacios topoldgicos y los morfismos a ellos mismos es fiel y pleno, pero no es una
inmersién.

3. Los funtores espacio discreto y espacio indiscreto D, N : Set — Top, que asocian
a cada conjunto la topologia discreta o indiscreta, respectivamente, y llevan cada
funcién a ella misma, son inmersiones plenas pero no son isomorfismos.

4. 0 es un objeto inicial de Cat. El tnico funtor de 0 a una cierta categoria C es una
inmersién, pero en general no es pleno.

5. 1 es un objeto final de Cat. El tnico funtor de una cierta categoria C a 1 es pleno
y suprayectivo en objetos, pero en general no es inyectivo en objetos, y es fiel si y
solo si C es fina.

PROPOSICION 2.12. La composicion de funtores fieles, plenos o inmersiones es, respec-
tivamente, fiel, plena o una inmersion.

PROPOSICION 2.13. Dados dos funtores F: B—C yG:C — D:

1. Sigo f es fiel, f también lo es.
2. Sigo f es pleno, g también lo es.

Parece razonable entonces requerir que las equivalencias sean fieles y plenas.

DEFINICION 2.14. Un funtor T': C — D es una equivalencia si es fiel, pleno y para cada
d € Ob(D) existe ¢ € Ob(C) con Tc = d, y entonces decimos que C y D son equivalentes,
C~D.

Estos requisitos son suficientes para satisfacer la nocién intuitiva que hemos descrito
antes, pues los funtores llevan isomorfismos a isomorfismos y, dados dos objetos isomorfos
en Im 7T, como T es biyectiva sobre los conjuntos hom, dos preimagenes cualesquiera de
estos dos objetos seran isomorfas en C.

EJEMPLO 2.15.

1. Si K es un cuerpo no trivial, K-Mat ~ K-Vec. La equivalencia envia el objeto n
a K™ y el morfismo C' : m — n a la funcién (v ~ Cv) : K™ — K.

2. La categoria Topy, de topologias metrizables y funciones continuas es equivalente
a Met¢, tomando como equivalencia Met. — Topm el funtor que a cada espacio
métrico le asocia su correspondiente espacio topolégico (y que deja los morfismos
como estan).

3. Dos conjuntos, conjuntos ordenados o monoides vistos como categorias son equi-
valentes si y sélo si son isomorfos. Esto no es cierto en general para conjuntos
preordenados.

PROPOSICION 2.16.
1. La composicion de equivalencias es una equivalencia.

DEMOSTRACION. Claramente el funtor identidad es una equivalencia, por lo
que la relacién es reflexiva. Para ver que es transitiva, sean S: B—-Cy T :C —> D
equivalencias, la composicion T o S es fiel y plena por ser composicion de funtores
fieles y plenos (2.12)), y para d € D, existe ¢ € C con T'c = d, pero entonces existe
beBcon Sb=cyasi TSb=Tcd. O

2. La equivalencia de categorias es una relacion de equivalencia en Caty.

DEMOSTRACION. Claramente el funtor identidad es una equivalencia, por lo
que la equivalencia es reflexiva, y el apartado anterior prueba que es transitiva.
Para ver que es simétrica, sea T : C — D una equivalencia, usando el axioma de
eleccién, para cada objeto d de D tomamos un objeto Sd de C con T'(Sd) = d y
un isomorfismo hg : T'Sd — d. Como T es biyectiva en conjuntos hom, para cada
morfismo g : @ — b en D existe un tnico morfismo Sg : Sa — Sb para el que la
figura [1] conmuta.
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TSg
TSa ——TSb
ha Iy,

a———— )

F1GURA 1. Actuacién sobre los morfismos del funtor «inverso» S de una
equivalencia.

A partir de esta figura, de la unicidad de Sg y de que T respeta las identidades
y la composicién, se concluye que S también las respeta, por lo que S es un funtor.
S es fiel, pues para g,¢' : a — ben D con Sg = Sh, g = hyoTSgoh;! =
hyoTSg oh;' =g. Y S es plena, pues para f : Sa — Sben C, g := hyoTfoh,!
cumple g o hy = hy o T'f 'y, por la unicidad de la figura[l Tf =TSg y f = Sg.

Finalmente, para ¢ € Ob(C), queremos ver que S(Tc¢) = c. Pero h == hp. :
TSTc = Tc es la imagen por T de un morfismo h : STc¢ — ¢ y su inverso
k:=h"1:Tc=TSTc es la imagen por T de otro morfismo k : ¢ — STec. Entonces,
como T(hok)=T(h)oT(k)=hok=1yTesfiel, hok=1yh:c=STces un
isomorfismo. [l

Una primera utilidad de las equivalencias es visualizar la estructura de una categoria
abstrayéndonos de los isomorfismos entre sus objetos|l, p. 42].

DEFINICION 2.17. Un esqueleto de una categoria C es una subcategoria completa de C
que tiene exactamente un elemento de cada clase de isomorfia de los objetos de C.

PROPOSICION 2.18.

1. Toda categoria posee un esqueleto.
2. Todo esqueleto de C es equivalente a C.
3. Todos los esqueletos de una misma categoria son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sean A y B esqueletos de C, cada objeto de C, y en particular
cada objeto a de A, es isomorfo en C a un tnico objeto T'a de B por un isomorfismo
hq : @ — Ta, de forma que el funtor T : A — B definido sobre objetos de esta
forma y sobre morfismos f : a; — a2 como en la figura [2| es un isomorfismo de
categorias.

T
Ta1 f

TCLQ

a] —— ag

FicurA 2. Isomorfismo entre dos esqueletos de C.

EJEMPLO 2.19.

1. El esqueleto de Set es la subcategoria completa de los niimeros cardinales.
2. Si K es un cuerpo no trivial, el esqueleto de K-Mat es el propio K-Mat, y el de
K-Vec esta formado por los K™ para todo cardinal m.
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3. El conocido teorema de clasificacién de los grupos abelianos finitos da un esqueleto
para la subcategoria de Ab formada por los grupos abelianos finitos. Lo mismo
ocurre con el teorema de clasificacién de grupos finitos, mucho méas complejo, y la
correspondiente subcategoria de Grp.

3. Funtores olvidadizos

Un tipo importante de funtor es el de los funtores que «olvidan parte de la estructura»
de un objeto. Ya hemos visto alguno de ellos, como la equivalencia Met. — Top, que
olvida la métrica concreta a utilizar. Otro ejemplo podria ser el funtor Rng — Ab que
asocia a cada anillo su grupo abeliano aditivo. No hay una definicién formal de este tipo
de funtores, por lo que nos limitamos a decir que son fieles.

DEFINICION 2.20. Una categoria concreta sobre una categoria B es un par (C,U)
formado por una categoria C y un funtor fiel U, llamado funtor olvidadizo. Un constructo
es una categoria concreta sobre Set.

EJEMPLO 2.21.

1. La definicién de constructo en la péagina [11] coincide con la definicién anterior iden-
tificando los morfismos en el constructo con su representacién en Set (debidamente
etiquetada con el dominio y codominio) y tomando el funtor olvidadizo evidente.

2. Ban puede ser un constructo de dos formas «naturales»: con el funtor olvidadizo
«obvio» y con el funtor O : Ban — Set que lleva los objetos X a OX = {z € X |
|z|| <1} y los morfismos f: X =Y a flox : OX — OY.

3. La categoria TopVec de espacios vectoriales topoldgicos y las transformaciones
lineales continuas se puede ver naturalmente como un constructo o como una
categoria concreta sobre Top o Vec.

4. Las categorias concretas sobre 1 son las categorias finas.

4. Funtores contravariantes

Si T :C — D es un funtor, entonces T : C°? — D°P también es un funtor, y de hecho,
podemos tomar el dual de una propiedad sobre categorias y funtores invirtiendo el sentido
de los morfismos en las categorias pero no el de los funtores entre dichas categorias.

Sin embargo, es bastante comun tener funtores de la forma S : C°? — D o, equivalen-
temente, S : C — D°P. A los funtores C — D los llamamos funtores covariantes, y a los
funtores C°? — D los llamamos funtores contravariantes.

EJEMPLO 2.22.

1. Ya hemos visto el funtor covariante P : Set — Set y el funtor contravariante
Q : Set? — Set en los apartados 5 y [0] del ejemplo

2. Sea K un cuerpo. * : K-Vec® — K-Vec es un funtor contravariante que a cada
espacio vectorial V le asigna el espacio dual V* de aplicaciones lineales V — K
y a cada morfismo f : V — U le asigna el morfismo f* : U* — V* dado por

ffu:=mwuof.
5. Funtores hom

Si C es una categoria con conjuntos hom pequenos, podemos intentar considerar
home : A x B — Set como un funtor, donde Ob(A) = Ob(B) = Ob(C). Queremos
encontrar una forma «natural» de llevar los morfismos del dominio a los del codominio,
y para ello una buena idea es fijar uno de los dos componentes y ver como podria ser el
«funtor parcial» respecto al otro.

Si By C son categorias cualesquiera, su producto B x C (en una categoria de categorias
apropiada) es una categoria con Ob(B x C) = Ob(B) x Ob(C) y, para b,/ € Ob(B)
y ¢, € Ob(C), hom((b,c), (V/,c')) = hom(b,b’) x hom(e, '), con la composicién y las
identidades definidas por componentes. Entonces podemos definir los funtores parciales
como sigue.
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a———axb

b

f [xg g

~

o —a xb —¥

Ficura 3. Morfismo producto de f y g. Los morfismos sin etiquetar son
las proyecciones.

DEFINICION 2.23. Un bifuntor en dos categorias B y C es un funtor con dominio B x C.

DEFINICION 2.24. Sea T : B x C — D un bifuntor.

1. Dado un objeto b de B, el funtor parcial T'(b,—) : C — D viene dado para objetos
por T'(b, —)(c) :== T'(b,c) y para morfismos por T'(b, —)(g) :== T'(b,g) :=T(1p,9).

2. Dado un objeto ¢ de C, el funtor parcial T(—,c) : B — D viene dado para objetos
por T'(—,¢)(b) :== T'(b,c) y para morfismos por T'(—,c)(f) =T(f,c) = T(f,1.).

Para el caso que nos ocupa, sean a, a’, b y b’ objetos de C. Para g : b — b, podriamos
definir hom(a, g) : hom(a,b) — hom(a,b’) como hom(a,g)(f) = go f, lo que nos da un
funtor parcial hom(a,—) : C — Set.

Para f : a — o/ intentamos hacer lo mismo y definir hom(f,b) : hom(a, b) — hom(d’, b),
pero vemos que aparecen dificultades. Sin embargo, es facil definir hom(f, b) : hom(a’, b) —
hom(a, b) como hom(f,b)(g) == g o f, lo que nos da un funtor parcial contravariante
hom(—,b) : C°? — Set.

Al primero lo llamamos funtor hom covariante, y al segundo, funtor hom contravariante.
Una vez hecho esto es facil definir el funtor hom global

hom = homg¢ : C°® x C — Set
(a,b) ~ hom(a, b)
(f,9) ~ (h~gohof)

El producto en si también es un bifuntor, y no solo en Cat o en CAT sino en toda
categoria que tenga productos de pares de objetos. En efecto, sea C tal categoria, y definimos
el funtor ® : C x C — C del siguiente modo. Para objetos a y b, a X b es un producto
cualquiera de a y b, aunque en general elegiremos un producto «canénico». Para morfismos
fra—dyg:b—=b,fxg:axb—a xV es el tnico morfismo para el que la figura [3]
conmuta, donde los morfismos sin etiquetar son las proyecciones.

6. Conservacién de propiedades

Puede ser interesante ver qué propiedades de los objetos y morfismos de una categoria
son respetadas por funtores y cudles no, o qué debe cumplir un funtor para que respete esa
propiedad.

Para ello, una primera observacién es que la idea de «respetar» una propiedad engloba
varios conceptos. Por ejemplo, un funtor podria llevar monomorfismos a monomorfismos,
pero que sin embargo no todos los monomorfismos del codominio sean imagen de un
monomorfismo del dominio, incluso si son imagen de algin otro morfismo. Ademas, seria
concebible un funtor para el que todo monomorfismo en su codominio fuera imagen de
un monomorfismo y, sin embargo, hubiera morfismos que no son monomorfismos pero
son llevados a uno. Todas estas propiedades de preservacion son distintas, pero podemos
definirlas de forma abstracta.

DEFINICION 2.25. Sea P((0;)i, (m;);) una propiedad relativa a una serie de objetos
(0i)i y una serie de morfismos (m;); de una cierta categorfa, y sea T : C — D un funtor.

1. T preserva P si, cuaando P((0;);, (m;);) se cumple en C para ciertos o; y m; de C,
entonces P((T'(0;))s, (T'(m;));) se cumple en D.
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2. T refleja P si, cuando P((T(0:))s, (T'(m;));) se cumple en D para ciertos o; y m;
de C, entonces P((0;)i, (m;);) se cumple en C.

3. T levanta P (de forma tinica) si, caando P((p;)s, (n;);) se cumple en D para ciertos
pi y n;j de D, entonces existen (tnicos) (0;); y (m;); de C con cada T'(0;) = p;,
cada T'(m;) = n; y tal que P((0;)i, (m;);) se cumple en C.

El concepto de funtor, como el de funcién, es bastante general y por ello no es de
esperar que haya muchas propiedades respetadas por todos los funtores. Sin embargo,
algunas son respetadas por todos o por muchos de ellos, como vamos a ver.

PROPOSICION 2.26. Los funtores preservan isomorfismos, secciones y retracciones.

DEMOSTRACION. Sean T : C — D un funtor y f y g morfismos de C con go f = 1,
entonces T'goTf=T(go f) =T1 = 1. g

Un funtor entre dos categorias se puede ver como un funtor entre las categorias duales,
de modo que si, por ejemplo, todos los funtores fieles, plenos, etc. preservan, reflejan o
levantan una cierta propiedad, todos esos funtores también preservan, reflejan o levantan
(respectivamente) la propiedad dual.

PROPOSICION 2.27. Todo funtor fiel y pleno refleja secciones y retracciones.

DEMOSTRACION. Si T : C — D es un funtor fiel y pleno y f : a — b es un morfismo
de C tal que T'f es una seccién, sea ¢’ : Th — Ta con ¢’ o T f = 1, por plenitud existe
g:b—acong=Tg yportanto TgoTf=T(go f) =1, y por fidelidad go f = 1. Las
retracciones son la propiedad dual. ]

Ambas condiciones de esta proposicién son necesarias. Por ejemplo, la inclusién de
monoides aditivos N < Z vista como funtor es fiel pero no pleno, y el tinico morfismo de
monoides N — 1 es pleno pero no fiel, y ambos llevan una categoria en que la mayoria de
morfismos no son secciones ni retracciones (sélo el 0 lo es) a una en la que todos los son.

PROPOSICION 2.28. Los funtores hom covariantes reflejan monomorfismos.

DEMOSTRACION. Si a es un objeto de C y f : b — ¢ un morfismo tal que hom(a, f) es
un monomorfismo, si foh = fok, entonces hom(a, f)(h) = hom(a, f)(k) y por inyectividad
h = k. O

PROPOSICION 2.29. Todo funtor fiel refleja monomorfismos y epimorfismos.

DEMOSTRACION. Sean T : C — D un funtor fiel y f : @ — b un morfismo en C tal que
Tf es un monomorfismo. Si foh = fok, entonces TfoTh=TfoTkyTh=Tk,y por
fidelidad A = k. Los epimorfismos son la propiedad dual. O
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Capitulo 3

Limites y colimites

Los funtores se pueden usar para modelar diagramas dentro de las matematicas.
Podriamos ver un diagrama «abstracto» como una categoria cuyos objetos y morfismos son
los puntos y flechas del diagrama, y una instanciacién de ese diagrama como un funtor de
dicha categoria a la categoria que nos interesa. Este capitulo estudia una serie de conceptos
que nos permitiran razonar sobre propiedades algebraicas en base a diagramas, y se basa
principalmente en [1}, caps. 11-13] y |4, cap. 111.3-4].

1. Diagramas

DEFINICION 3.1. Una categoria es finita si lo son su conjunto de objetos y su conjunto
de morfismos.

DEFINICION 3.2. Un diagrama en una categoria C es un funtor D : S — C, y llamamos
esquema del diagrama a S. D es pequeno o finito si lo es S.

EJEMPLO 3.3. Esta definicién permite modelar una variedad de situaciones. Por ejemplo:

1. Un diagrama con esquema discreto es una familia de objetos.

2. Un diagrama con esquema 1 es un objeto, y uno con esquema J es un morfismo.

3. Un diagrama con esquema || es un par de morfismos con dominio y codominio
comun.

4. Un diagrama S cuyo esquema lo forman un punto distinguido d, un conjunto de
objetos I y una flecha f; : d — i para cada i € I (ademds de las identidades) es una
fuente. Llamamos dominio de la fuente a Sd y codominio a (Si);cr, y denotamos
la fuente como (Sf; : Sd — Si)ier.

5. De forma dual, un diagrama S cuyo esquema lo forman un punto distinguido ¢,
un conjunto de objetos I y una flecha g; : i — ¢ para cada i € I (ademads de las
identidades) es un sumidero. Llamamos dominio del sumidero a (Si);cr y codominio
a Sd, y denotamos el sumidero como (Sg; : Si — S¢)ier.

2. Limites

Podemos expresar muchas relaciones entre objetos mediante diagramas. Por ejemplo,
un producto de (a;);e; en una categoria C es una fuente (p; : b — a;);cs tal que para
cualquier otra fuente (f; :  — a;);es existe un tnico morfismo g : x — b tal que f; = p;og
para todo i € I. Por su parte, si consideramos el esquema S de la figura [1} el niicleo de
dos morfismos f y g de C es la imagen de € por un diagrama D : S — C tal que Df = f,
Dg = gy, para cualquier otro D' : S — C que cumpla esto, existe un tnico € : D'k — Dk
tal que D’eé = Dé oe. El hecho de que f o Dé = g o Dé se deduce de que el diagrama sélo

tiene una flecha k — b.
k
f
a :~§ b
g

FiGURA 1. Esquema del diagrama asociado al nticleo de dos morfismos.
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c
fi &j
Ds

Di—— Dj

F1GUrA 2. Conmutatividad de una fuente (f;); respecto a un diagrama D.

FiguraA 3. Limite de un diagrama || — C.

Las descripciones de esta forma son tediosas y muy parecidas unas a otras. Afortuna-
damente, esta repeticién se puede abstraer y usar en razonamientos mediante el concepto
de limite.

DEFINICION 3.4. Un limite de un diagrama D : S — C es una fuente (f; : d — Di);con(s)
en C tal que:

1. Paracadas:i— jenS, fj = Dso f;, es decir, el diagrama |2| conmuta.
2. Para cualquier otra fuente (g; : * — Di);con(s) con esta propiedad, existe un tinico
s:x —d con g; = fjos para cada i € Ob(S).

EJEMPLO 3.5.

1. El producto de una familia (a;);es en C es el limite de un diagrama D : I — C que
a cada objeto del conjunto I visto como categoria discreta le asocia a;.

2. El ntcleo de un par de morfismos f,g : a — b en C es el limite de un diagrama
D : || — C cuyos dos morfismos no identidad van a parar a f y g, o mas precisamente
es el morfismo de este limite que va a parar a a. Esta situacién se muestra en la
figura [3]

Si en vez de dos flechas tenemos un nimero arbitrario de flechas hablamos de
multi-nicleos.

3. Una fuente (f.: s — ¢)ceon(c) es un limite del diagrama identidad 1¢ : C — C siy
s6lo si s es un objeto inicial de C.

DEMOSTRACION. Si s es inicial, (f). conmuta respecto al diagrama identidad
y, para cualquier otra fuente (g, : t — c)ceOb(C) que también conmuta y cada objeto
¢, ge = fe o gs. Reciprocamente, si (f.). es un limite del diagrama identidad y
h : s — ¢ un morfismo arbitrario, h o fs = f. y en particular f.o fs = f. = f. 0 14,
con lo que tanto fs como 1 llevan la fuente (f;). a (f¢)¢c y, por la unicidad en la
definicién de limite, fs = 15, de modo que h = f. y s es inicial. O

4. 51D :S — C es un diagrama y s € Ob(S) es inicial, entonces D tiene limite
(Ds = Di)icon(s)-

PROPOSICION 3.6. El limite es esencialmente tnico, es decir, si (f; : d — Di); es
un limite de un diagrama D : § — C, el resto de limites son precisamente las fuentes
(fioh:b— Di); donde h:b— d es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que las fuentes de esta forma son limites de D. Para
el reciproco, si (g; : b — Di); es otro limite de D, existe h : b — d con cada g; = fioh
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v k:d — bcon cada f; = g; o k, pero entonces cada f; = fiohok = f;o1lyy, por la
unicidad en la definiciéon de limite, h o k = 14, y andlogamente k o h = 13, luego h es un
isomorfismo. O

3. Colimites

El concepto dual al de limite es el de colimite.

DEFINICION 3.7. Un sumidero (g; : Di — ¢);con(s) s un colimite de un diagrama
D:S—Csi:

1. Paracadas:i— jen S, gj = g;o Ds.
2. Para cualquier otro sumidero (h; : Di — x)ieOb(S) con esta propiedad, existe un
unico s : ¢ — x con h; = so g; para cada i € Ob(S).

EJEMPLO 3.8.

1. El coproducto de una familia (a;);cr en C es el colimite de un diagrama D : I — C
que a cada objeto del conjunto I visto como categoria discreta le asocia a;.

2. El contcleo de un par de morfismos f,g: a — b en C es el colimite de un diagrama
D : || — C cuyos dos morfismos no identidad van a parar a f y g, o mas precisamente
es el morfismo de este colimite que va a parar a b.

Si en vez de dos flechas tenemos un ntimero arbitrario hablamos de multi-

conticleos.

3. Un sumidero (f.:s — c)ceOb(c) es un colimite del diagrama identidad en C si y
sélo si s es un objeto final de C.

4. Si D : § — C es un diagrama y ¢t € Ob(S) es final, entonces D tiene colimite
(Di — Ds)icob(s)-

Vemos asi que un objeto inicial es lo mismo que un colimite del diagrama vacio (con
esquema 0) y que un limite del diagrama identidad, mientras que un objeto final es lo
mismo que un limite del diagrama vacio y que un colimite del diagrama identidad.

PROPOSICION 3.9. El colimite es esencialmente tnico, es decir, si (g; : Di — ¢); es un
colimite de un diagrama D : S — C, el resto de colimites son precisamente los sumideros
(hog;: Di—b); donde h:c— b es un isomorfismo.

4. Productos fibrados

Los limites y colimites, al ser fuentes y sumideros, respectivamente, se pueden ver como
diagramas que pueden tener a su vez un limite y un colimite. Claramente el limite de un
limite es el propio limite y el colimite de un colimite es el propio colimite, pues de hecho el
limite de una fuente es la propia fuente y el colimite de un sumidero es el propio sumidero.
Sin embargo, puede ser interesante estudiar el limite de un sumidero o el colimite de una
fuente. Empezamos con el primer caso, y vemos algunas definiciones.

DEFINICION 3.10.

1. Un producto fibrado muiltiple es un limite de un sumidero.

2. Un producto fibrado es un limite de un diagrama con esquema (o — o < o), es
decir, de un sumidero de tamano 2.

3. Dados dos morfismos f :a — cy g : b — ¢, llamamos producto fibrado de a y b por
¢ (respecto de f y g), a X. b, o simplemente producto fibrado de f y g, al producto
fibrado del sumidero determinado por f y g.

Al representar graficamente un producto fibrado, la flecha de dicho producto al codo-
minio del sumidero es superflua, por lo que solemos omitirla. El resultado es un cuadrado
como el de la figura {4l llamado cuadrado cartesiano. Veamos algunos ejemplos.
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FiguraA 4. Producto fibrado de a y b respecto a f y g.

pr1oe

k——a

FiGuraA 5. Construccién canénica de productos fibrados.

EJEmpPLO 3.11.

1. En Set, el producto fibrado de dos funciones f : A —- C y g : B — C es
AxcB ={(a,b) € AxB | f(a) = g(b)} junto con las correspondientes restricciones
al dominio de las proyecciones A x B—+ Ay Ax B — B.

2. En una categoria fina, el producto fibrado coincide con el producto convencional.

3. En un constructo con un objeto libre 1 sobre el conjunto {x}, sie: 1 — ¢ es un
elemento de ¢y f : b — ¢ es otro morfismo, llamamos fibra de f sobre e al producto
fibrado de e y f.[10, p. 79] En Set, esta fibra coincide con la imagen inversa f~!(e).
En Top, si p: R — S! es la aplicacién ¢ ~» e?™, Ia fibra de p sobre un punto de S'
es Z con la inclusién Z — R.

El primer ejemplo muestra una relacién entre los conceptos de producto fibrado,
producto y nicleo, mostrando que en Set el primero se puede definir en términos de los
otros dos. Esto no es casualidad, sino que de hecho ocurre en todas las categorias en las
que dichos limites existen.

PROPOSICION 3.12. Sean f :a — cyg:b— ¢ morfismos, p1 : axb— a yps:axb—b
proyecciones canonicas y e : k> a X b un nicleo de fopi y gops, entonces p1oe: k —a
yp2oe:k—b forman un producto fibrado de f y g (figura E’)’l)

DEMOSTRACION. Obviamente el cuadrado conmuta, y si7: 2z — by s:x — a son
tales que fos = gor,existet : x+ = a xXbconpyot =sypyot =7,y entonces
fopiot=fos=gor=gopgoty existe un inico h : x — k tal que t = e o h, con lo
que s = (p1oe)ohyr=(pyoe)oh. O

EJeEMPLO 3.13. La anterior proposicion permite calcular el producto fibrado en muchas
categorias comunes.

1. En CRng, Grp, R-Mod y Top, dados dos homomorfismos f : A - Cyg: B — C,
el producto fibrado de A y B por C es el subanillo, subgrupo, submédulo o
subespacio topoldgico, respectivamente, de A x B dado por A x¢ B = {(a,b) €

Ax B f(a) = g(b)}-
2. En Ab, los homomorfismos Z — Z se identifican con los enteros. Entonces el
producto fibrado de dos enteros m y n estd formado por pares de enteros (z,y) €
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S

—_— s Qa

FiguraA 6. Coproducto fibrado de a y b respecto a f y g.

7 X Z con xn = ym. Si m,n # 0, esto es isomorfo a Z y los morfismos del producto
son enteros a y b tales que ma = nb es el minimo comun multiplo de a y b.

Sim es 0 pero n no, el producto fibrado es Z, con el morfismo paralelo a m igual
a 0y el otro igual a 1. Si n es 0 pero m no es andlogo, y si ambos son 0 el producto
fibrado es el producto convencional. Esto encaja con la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.14. El producto fibrado de dos objetos respecto a un objeto terminal es
el producto de dichos objetos.

Los productos fibrados se pueden usar para definir intersecciones. La interseccién de dos
objetos cualesquiera no tiene una definicién general en teoria de categorias, pues en principio,
en un constructo, los elementos de un objeto son intercambiables. Sin embargo, si que se
puede definir la interseccion entre subobjetos del mismo objeto. En Set, el producto fibrado
de un par de inclusiones es la interseccién de los dominios, lo cual podemos generalizar.

DEFINICION 3.15. La interseccion de una familia {(a;, m;)}ic; de subobjetos de un
objeto ¢ es el par (b,n) formado por el dominio b del producto fibrado miiltiple de los m; y
el morfismo n : b — ¢ de dicho producto.

PROPOSICION 3.16. La interseccion de una familia de subobjetos es un subobjeto.

DEMOSTRACION. Sea (b,n) una interseccién de la familia {(a;, m;)}ies de subobjetos
de c y sea (fi : b — a;)ieru{sy €l producto fibrado correspondiente, con f. = n. Para
g,h:d—>bconnog=mnoh, mjo ffog = m;o f;oh para cada ¢ € I y por tanto
fiog = fi;oh,y por la unicidad en la definicién de limite es g = h, con lo que n es un
monomorfismo. ]

EJEMPLO 3.17.
1. La intersecciéon de una familia vacia de subobjetos es el objeto total.
2. La interseccién en Set, Top, Rng, K-Mod y (2, E)-Alg se corresponde con la
interseccién de conjuntos.
3. En una categoria fina, las intersecciones son los productos.

5. Coproductos fibrados
El concepto dual al producto fibrado es el coproducto fibrado.

DEFINICION 3.18.

1. Un coproducto fibrado miltiple es un colimite de una fuente.

2. Un coproducto fibrado es un colimite de un diagrama con esquema (e <— e — @), es
decir, de una fuente de tamano 2.

3. Dados dos morfismos f:d — ay ¢g:d— b, llamamos coproducto fibrado de a y b
por d (respecto de f y g), a g4 b, o simplemente coproducto fibrado de f y g, al
coproducto fibrado de la fuente determinada por f y g.

Es comun representar el coproducto fibrado con un cuadrado cartesiano como el de la
figura [0]
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d b
w/
f a®b cou
VAN
a q
coul

FicuraA 7. Construccién candnica de coproductos fibrados.

PROPOSICION 3.19. Sean f :d — a y g : d — b morfismos, uy : a »— a®b y
ug : b— a® b inclusiones canonicas y c: a®b — q un conicleo de uy o f y usog, entonces

COUuy

ta— qycouy:b— q forman un coproducto fibrado de f y g (figura @

EJEMPLO 3.20.

1

. En Set, dadas dos funciones f: D — Ay g: D — B, el coproducto fibrado de A
y B por D es el conjunto cociente de A Ll B por la menor relaciéon de equivalencia
que identifica f(d) con g(d) para cada d € D.

En Rng, Grp, R-Mod y Top, el coproducto fibrado se obtiene de manera similar.
La unién de espacios topoldgicos por un punto se puede expresar como el coproducto
fibrado respecto a {*} en Top o como el coproducto convencional en Top,.

En una categoria fina, un coproducto fibrado es un coproducto convencional.

El concepto dual de la interseccion es el de cointerseccion de objetos cociente.
Especificamente, en Set, si (~;);c; son relaciones de equivalencia en un conjunto
A, la cointerseccién de los conjuntos cociente (%)ze 1 (con las correspondientes
proyecciones canénicas) es el conjunto cociente de A por la menor relacién de
equivalencia que contiene a |J;c; ~;. La cointerseccién de una familia vacia de
objetos cociente es el objeto original.

6. Completitud

Hemos visto que los limites y colimites, cuando existen, son Unicos salvo isomorfismo,
pero todavia no hemos estudiado su existencia. Sabemos que esta depende del caso; por
ejemplo, en Set todos los productos existen, pero en una categoria discreta no existe el
producto de dos o mas elementos distintos, y en conjuntos parcialmente ordenados puede

haber

pares de elementos que tengan producto y otros que no. Se podria pensar entonces

que caracterizar la existencia de limites de diagramas arbitrarios es una tarea excesivamente

compl

eja, pero de hecho esta se puede reducir a la existencia de ciertos tipos de limites,

como veremos a continuacion.
Por brevedad no vemos los casos duales, aunque estos se pueden deducir facilmente.

DEFINICION 3.21. Sea C una categoria:

1

El

. C tiene limites (finitos) o es (finitamente) completa si todos los diagramas pequenos
(finitos) en C tienen limite.

. C tiene productos (finitos) si todas las familias pequenas (finitas) de objetos de C

tienen producto.

C tiene nicleos si todo par de morfismos con el mismo dominio y codominio tiene

un ntcleo.

. C tiene productos fibrados si todo par de morfismos con el mismo codominio tiene

un producto fibrado.

C tiene intersecciones (finitas) si toda familia pequena (finita) de subobjetos de un

mismo objeto de C tiene interseccién.

concepto dual de la completitud es la cocompletitud.
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TEOREMA 3.22. Para una categoria C, son equivalentes:

1. C es completa.
2. C tiene productos e intersecciones finitas.
3. C tiene productos y nicleos.

DEMOSTRACION. (1) = (2)) es obvio.

Veamos = (3). Si C tiene productos e intersecciones finitas, para f,g : a — b,
existe a X b. Sean entonces p; : a X b = a y p2 : a X b — b las proyecciones canodnicas y
f,g:a>—>a><blosﬁnicosmorﬁsmosconplof:pzof:1a,pgof:fypzog:g, que
claramente son monomorfismos, los subobjetos (a, f )y (a, g) de axb tienen una interseccién
(k,n). Sean entonces e, ez : k — a tales que n = fo e1 = § o eg, Y queremos ver que
e1 :plofoel =piogoes = ez es un nicleo de f y g. Pero foe; =pson =goey =goey,
ysie : k' — acumple foe = goe, entonces es facil ver que foe = goe, y por la
definicién de interseccién existe un tnico h : k' — k con € = ey o h.

Queda por probar = . SiD: S — C es un diagrama pequeno y C tiene
productos y ntcleos, existen los productos (p; : O = HieOb(S) Di — Dj)jeOb(S) y (ms :
C = [Liemor(s) P(codt) — D(cods))semor(s)- Tomando peoat, Dt © paomt : O — D(codt)

para cada t € Mor(S), el par de morfismos é,a? : O — M dados por 7 0 ¢ '= Peodt ¥
7t o d := Dt 0 pgom¢ tiene un nicleo e : k — O, y queremos ver que (p;oe: E — Di)ieOb(S)
es limite de D. En primer lugar, para cada s: i — j en S,

pjoe=mgocoe=ms0doe= Dsop;oe.

En segundo lugar, si (f; : ¢ — Di)ieOb(S) es otra fuente tal que f; = Ds o f; para todo
s:i—>jensS, seaf:x—>0dadaporpiof::fi,paras:i—>jen8,

myotof=pjof=fj=Dsofi=Dsopof=mnodol,

y como esto se da para todo s, por definicién de producto, ¢o f =do f , pero por definicién
de nicleo, existe un tnico g : x — k con f = e o g, de modo que f; = p; o e o g para cada i
y ¢ es el inico morfismo con esta propiedad. O

Para el caso finito tenemos una propiedad similar.

TEOREMA 3.23. Para una categoria C, son equivalentes:

1. C es finitamente completa.

2. C tiene productos finitos e intersecciones finitas.
3. C tiene productos finitos y nicleos.

4. C tiene productos fibrados y un objeto terminal.

DEMOSTRACION. = (2) = se prueba como en el teorema anterior, y
1) = es obvio usando que un objeto terminal es un limite de un diagrama vacio.

Queda ver = , pero un producto de una familia vacia es un objeto terminal, los
de una unipuntual siempre existen y los de dos objetos son productos fibrados respecto a un
objeto terminal, y basta usar la asociatividad del producto. Ademds, una interseccién de una
familia vacia es el subobjeto total, la de un sélo subobjeto es el propio subobjeto, la de dos
subobjetos es un producto fibrado y es facil ver que, si (a1, m1), ..., (an, my) son subobjetos
de ¢ con n > 2, (b,q) es interseccién de (a1, my), ..., (an—1,mn—1)y (V',¢') es interseccién
de (b,q) y de (an,my), entonces (V',q') es interseccion de (a1, mq),. .., (an, my). O

EJEMPLO 3.24.

1. Las categorias Set, R-Mod, Top, Ord y Grp tienen productos y nicleos, por lo
que son completas.
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2. Un conjunto pequeno parcialmente ordenado visto como categoria es completo si y
solo si es un reticulo completo, si y sélo si es cocompleto.

DEMOSTRACION. Sea (C, <) este conjunto. Claramente, si (C, <) es un reticulo
completo, es una categoria completa y cocompleta, pues tiene productos y copro-
ductos (infimos y supremos) y, como toda categoria fina, tiene nicleos y contcleos.
Supongamos que (C, <) es una categoria completa, y queremos ver que es un
reticulo completo. Si S C C es no vacio, S tiene un infimo (el producto de los
objetos). Ahora bien, sea X C C el conjunto de cotas superiores de S, X no es
vacio porque contiene al méximo de C' (el objeto terminal), por lo que tiene un
infimo p, pero para s € S, s < x para todo x € X y, por definicién de infimo, s < p,
de modo que p es una cota superior de S y es la menor de ellas, por lo que es un
supremo, y asi C' es un reticulo completo. Andlogamente, si C' es una categoria
cocompleta, también es un reticulo completo. ]

3. La subcategoria completa de Set de los conjuntos finitos es finitamente completa y
cocompleta, pero no es completa ni cocompleta.

7. Preservacién por funtores

En esta seccion estudiamos si los funtores respetan los limites y colimites, o mas
precisamente, qué funtores preservan qué limites y qué colimites, y qué nos dice eso.

Como sabemos, el concepto de respetar una propiedad es ambiguo, y podemos hablar
de que la preserva, la refleja, etc. A continuacion formalizamos las formas en que un funtor
puede respetar un limite y estudiamos sus relaciones. Algunas de estas definiciones son
redundantes porque ya se han definido para propiedades, pero las definimos también para
limites por claridad.

Por brevedad nos enfocamos en los conceptos relativos a limites, pero los conceptos y
las propiedades duales se deducen facilmente.

DEFINICION 3.25. Un funtor F' : C — D preserva un limite (f; : L — Di); de un
diagrama D : S — C si (Ff; : FL — FDi); es un limite de F' o D, y preserva los limites de
cierto tipo (los de diagramas con cierto tipo de esquema) si preserva todos los limites de
dicho tipo.

EJEMPLO 3.26.

1. Los funtores identidad preservan todos los limites.

2. La composicién de dos funtores que preserva un tipo de limite también preserva
ese tipo de limite.

3. En Top y Grph, los funtores olvidadizos preservan limites y colimites.

DEMOSTRACION. Claramente la conmutatividad de la fuente respecto al dia-
grama se preserva. Si (f; : [ — Di); es un limite de D : § — Top y (¢; : * — FDi);
es una fuente conmutativa al diagrama F' o D, donde F' : Top — Set es el funtor
olvidadizo, dotando a x de la topologia discreta se obtiene una fuente en Top que
conmuta con D y por tanto una tnica funcién continua h : * — [ con cada g; = f;oh.
La unicidad de h como funcién en Set se debe a que todas las funciones x — [
son continuas. Para los colimites la prueba es andloga pero usando la topologia
indiscreta. En Grph hacemos lo mismo considerando el grafo completo (incluyendo
ejes reflexivos) y el grafo vacio. O

4. Si C es un constructo con objetos libres para todos los conjuntos pequenos, su
funtor olvidadizo conserva limites.

DEMOSTRACION. Sea (f; : Il — Di); un limite de D : S — C, y sea (g; : © —
FDi); una fuente conmutativa al diagrama F o D, donde F': C — Set es el funtor
olvidadizo. Si & € Ob(C) es el objeto libre asociado a x por la funcién v : x — Fz,
entonces para cada ¢ existe g; : £ — D1t con g; = F'§; o u, pero por hipdtesis existe
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a a

1‘ ‘f
a b

FicurA 8. Caracterizacién de un monomorfismo por producto fibrado.

b

f

un tdnico h : & — [ con cada g; = f;oh, con lo que g; = F' f; o (Fhou). La unicidad
de F'how es clara si u es inyectiva, lo que ocurre si C tiene algin objeto que, como
conjunto, tiene al menos 2 elementos, pero si este no es el caso sélo existe una
funciéon = — [ a lo sumo. O

5. En Grp, Rng y Vec, los funtores olvidadizos preservan limites, pero no coproductos
ni contcleos.

DEMOSTRACION. La preservacién de limites es por el apartado anterior. Para
los coproductos, el coproducto en estas categorias es la suma directa y en Set es la
unién disjunta, que en general es estrictamente més pequena. Para los contcleos,
en Rng, si f,g : Zs[X] — Zs5[X] son respectivamente la identidad y la funcién
p(X) ~ p(—X), el conticleo de f y g en Set es el conjunto cociente resultante de
identificar cada polinomio con el resultante de negar sus coeficientes impares, que

es infinito, pero en Rng es Z("’)[())q = Zs, que es finito. Del mismo modo, en Vec, si

f,9 : R — R son la identidad y el producto por —1, el conticleo de f y g es 0 en
Vec pero es infinito en Set. Algo parecido ocurre en Grp restringiendo f y g a
7 — 7. O

6. Los funtores hom preservan limites.

DEMOSTRACION. Sean ¢ € Ob(C),F = hom(c,—) : C — Set, (f; : | = Di); un
limite de D : S — C y (¢; : X — hom(c, Di)); una fuente en Set que conmuta con
F o D. Para cada x € X, (g;(x) : ¢ = Di); es una fuente en C que conmuta con D,
por lo que existe un inico morfismo §(z) : ¢ — [ con cada g;(z) = f; o g(x) y asi
g : X — hom(c,!) es la tnica funcién con g; = f; o g. O

7. El funtor potencia P : Set — Set no preserva productos, coproductos, nicleos ni
conucleos.

Las propiedades de completitud y cocompletitud se pueden usar a la hora de determinar
si un determinado funtor preserva limites, como vemos en las siguientes proposiciones
faciles de probar.

PROPOSICION 3.27. Si C es finitamente completa, un funtor F : C — D preserva limites
finitos si y solo si preserva productos finitos y nicleos, si y sélo si preserva productos
fibrados y objetos terminales.

PROPOSICION 3.28. Si C es finitamente completa, un funtor F : C — D preserva limites
pequenos si y solo si preserva productos y nicleos.

PROPOSICION 3.29. Un funtor que preserva limites finitos preserva también monomor-
fismos y monomorfismos requlares.

DEMOSTRACION. Claramente conserva monomorfismos regulares ya que conserva
nucleos, y claramente un morfismo f es un monomorfismo si y sélo si la figura [8] muestra
un producto fibrado. O
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DEFINICION 3.30. Un funtor F : C — D levanta un tipo de limites (de forma tinica)
si para todo diagrama D : & — C de dicho tipo y todo limite (g;); de F o D, existe un
(tinico) limite (f;); de D con cada g; = F f;. Del mismo modo, F' crea un tipo de limites
si para todo diagrama D : § — C y todo limite (g;); de F' o D existe una tunica fuente
(fi : 1 = Di)icon(s) en C con cada g; = Ff;, y ademds esta fuente es un limite de D.

Claramente todo funtor que crea un tipo de limite lo levanta de forma tnica, y todo
funtor que lo levanta de forma tnica, lo levanta, pero los reciprocos no son ciertos, como
vemos a continuacion.

EJEMPLO 3.31.
1. Los funtores olvidadizos (€2, E)-Alg — Set y R-Mod — Set crean limites.

DEMOSTRACION. Sean F : (2, E)-Alg — Set el funtor olvidadizo, D : § —
(Q, E)-Alg un diagrama, (f; : L — F'Di); un limite de F o D'y (f;: (L, n) — Di);
una fuente arbitraria preimagen por F' de dicho limite, y queremos ver que esta
fuente existe, es inica y es un limite. Si  tiene operadores (i1, ..., i) con aridades
(n1,...,nk), para cada p € {1,...,k} e i € Ob(S) definimos ¢, : L™ — Di
como tpi(z1,...,Tn) = vpi(fi(z1),..., fi(zn)), donde v, es el p-ésimo operador
en Di. Entonces para cada p existe una fuente (t,, : L™ — Di); y por tanto
una Unica funcién p, : L™ — L con cada f; o py, = tp = vpo (fi X --- X f;).
Pero esta es precisamente la condicién para que cada f; sea un homomorfismo
(L, (g1, .-, pn)) = Di, con lo que la fuente existe y es tnica. Que las operaciones
Hp Tespetan las igualdades en E se debe a que, al componerlas con cada f;, las
operaciones resultantes en términos de las v}, las respetan, y a la unicidad en la
definicion del limite en Set.

Para ver que la fuente es un limite, si (g; : (X,vy) — Di); es otra fuente que
conmuta con D, (Fg;); conmuta con F o D y por tanto existe una tnica funcién
h:X — L con cada g; = f; o h, y queda ver que h es un homomorfismo. Pero para
cada p y cada ¢, usando que los g; son homomorfismos,

fiohoy,=gioyp =vpio(gix - xg)=
:Vpio(fiX"'Xfi)o(hx"-Xh):fioupo(hX"-Xh)’

y como (f;); es un limite, h o7y, = pp o (h X --- x h), lo que termina la prueba.
El caso de R-Mod se puede reducir al anterior convirtiendo el producto por
elementos de R una cantidad potencialmente infinita de operaciones de aridad 1 en
el médulo y convirtiendo cada instancia de una propiedad de este producto en una
igualdad en la lista de igualdades, y usando que esta prueba no depende de que el
nimero de operaciones e igualdades sea finito. O

2. Los funtores olvidadizos de Top y Grph a Set levantan limites y colimites de
forma tnica, pero no los crean.

DEMOSTRACION. Para ver que los crean, en Top tomamos respectivamente la
topologia inicial respecto al limite en Set y la final respecto al colimite, y en Grph
tomamos respectivamente la interseccién de las preimagenes de los ejes por las
funciones del limite en Set y la unién de las imagenes de los ejes por las del colimite.
Esto nos da los tinicos limites o colimites que son preimagen del correspondiente
en Set por el funtor, pero en general hay més fuentes o sumideros que también
son preimagen, por ejemplo tomando la topologia discreta, la indiscreta, el grafo
discreto y el grafo completo, respectivamente. O

3. El funtor olvidadizo de Met,. levanta limites finitos, pero no de forma tnica.

DEMOSTRACION. Sean F el funtor olvidadizo, D : & — Met. un diagra-
ma finito y (f; : L — FDi); un limite de F o D, llamando d; a la distancia

de Di para cada i, d(z,y) = méx;con(s) di(fi(z), fi(y)) es una distancia en L,
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pues cumple con la simetria y desigualdad triangular y si (i(az,y) = 0, entonces
fi(x) = fi(y) para todo i y por la definicién de limite es z = y. Ademds, si
(gi + X — Di); es una fuente en Top, (g; : X — FDi); lo es en Set y existe
h:X — L con cada g; = f; o h, pero para z € X y ¢ > 0, para cada 7 existe
d; > 0 tal que g;(B(z,d;)) € B(gi(z),e), y tomando ¢ := min; d;, para cada i,
fi(h(B(z,8")) € B(fi(h(z)),e), con lo que h(B(z,d")) C f7 1 (B(fi(h(x)),€)) v
por tanto h(B(z,d")) C N, f; {(B(fi(h(x))),e) = B(h(x),e), de modo que h es
continua. El levantamiento no es inico porque multiplicando la métrica por una
constante positiva se obtiene otra equivalente. [l

TEOREMA 3.32. Si F': C — D levanta limites y D es completa, entonces C es completa
y F preserva limites pequenios.

DEMOSTRACION. Si D es un diagrama pequeno, F o D tiene limite y este tiene una
preimagen que es un limite de D y que F' preserva. Como los limites son tnicos salvo
isomorfismo, F' preserva el resto de limites al preservar isomorfismos. O

DEFINICION 3.33. Un funtor F': C — D refleja un tipo de limites si para todo diagrama
D : S — C de este tipo, toda fuente (f; : ¢ = Di);jcon(s) tal que (F'f;); es limite de F'o D
es limite de D. F' detecta un tipo de limites si todo diagrama D : § — C tal que F' o D
tiene un limite tiene un limite.

PROPOSICION 3.34.
1. Todo funtor que levanta un tipo de limite lo detecta.
2. Un funtor crea un tipo de limite si y solo si lo levanta de forma tnica y lo refleja.
EJEMPLO 3.35. No hay una relacién de implicacién entre los conceptos de levantar
limites y reflejarlos, como vemos en estos ejemplos.

1. El funtor olvidadizo Top — Set levanta limites de forma tnica pero no los refleja.
2. Un funtor biyectivo en objetos que lleva una categoria discreta a una no discreta
refleja limites pero no los levanta ni los detecta.
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Capitulo 4

Transformaciones naturales

Si tenemos un espacio vectorial de dimension finita, sabemos que su espacio dual es
isomorfo a este, por lo que el doble dual también lo es. Sin embargo, mientras el isomorfismo
con el dual es algo més ad-hoc, el del doble dual se ve como algo més fundamental, pues se
obtiene «de forma natural» un isomorfismo que podriamos llamar «canénico», dado por
v~ (f~ f(v).

El hecho de considerar una cierta transformacion, o una cierta operacién, como natural
es algo comun en distintas dreas de las matemaéticas, y si bien el uso del término suele ser
informal, en la primera mitad del siglo XX se hicieron esfuerzos por formalizarlo que, de
hecho, fueron los que llevaron a la creacién de la teoria de categorias. En este capitulo
exploramos este concepto, basdndonos principalmente en |1, cap. 6] y [4, 1.4 y I1.4-5].

DEFINICION 4.1. Dados dos funtores S,T : C — D, una transformacién natural

7:5 — T, también escrita como
S

-
C |17 D,
=
T
es una funcién 7 : Ob(C) — Mor(D) que a cada objeto ¢ en C le asigna un morfismo

7. : Sc¢ = Tc de forma que, para todo morfismo f : a — b en C, la figura [I] conmuta, esto
es, T'for,=m,0S5f.

Si pensamos en los funtores S y T' como imagenes en D de los objetos y los morfismos
de C, una transformacion natural nos da un conjunto de morfismos de la imagen de S a la
de T de forma que todos los cuadrados como los de la figura [I| conmutan.

También podemos pensar en la transformacién natural como un morfismo «genérico»
en D, parametrizado por un objeto de C, y lo que nos dice el diagrama a grandes rasgos es
que el morfismo «se comporta igual» para cualquier valor del parametro.

EJEMPLO 4.2.

1. En Vecy, un isomorfismo de un espacio V' a su dual V* viene dado por una forma
bilineal no degenerada, pero como esta no es unica y no hay una forma general de
elegir una, el isomorfismo no puede ser natural. Sin embargo, ¢y : V — V** dado
por ¢y (x)(f) = f(z) es un isomorfismo y se puede definir del mismo modo para
todo V/, por lo que ¢ es una transformacion natural ¢ : 1vec, — (**) y, de hecho,
es una transformacién natural ¢ : 1x vec — (**), donde el funtor (**) viene dado

por la composicién (**) : Vec — Vec Vec.
2. Para cada n € N, el determinante de matrices n X n es una transformacién na-
tural. Més concretamente, si para un anillo conmutativo R tomamos la funcién

a Sa Ta
/ Sf Tf
b Sb Tb

Ty

FiGURA 1. Transformacion natural.
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h

— 5.

k

FiGurA 2. Morfismos f — g de la categoria de flechas.

determinante detr : M, (R) — R, detr no es un homomorfismo de anillos por-
que no conserva la suma, pero si es un homomorfismo de grupos multiplicativos
detr : GL,(R) — R*. Si f es un homomorfismo de anillos, podemos definir
GL,(f) componente a componente y f* = f, y entonces det : GL,, — (-)* es una
transformacién natural entre funtores CRng — Grp.

1. Categorias de funtores

Las transformaciones naturales se pueden componer de varias formas. Una forma
sencilla es componiendo los morfismos imagen de dos transformaciones naturales
—

c*% .
RS

DEFINICION 4.3. Dados tres funtores R, S,T : C — D y dos transformaciones naturales
c:R— Sy7:85 — T, llamamos composicion vertical de o y T a la transformacion
natural 7.0 : R — T dada por (7-0). := 7. 0 0.

Claramente esta composicién es asociativa y tiene identidad, lo que sugiere la siguiente
definicion.

DEFINICION 4.4. Dadas dos categorfas C y D, la categoria de funtores de C y D, DF, es
aquella que tiene como objetos los funtores C — D, como morfismos las transformaciones
naturales entre ellos, como composicion la composicién vertical y como identidad la
transformacion natural identidad, que para un funtor 7' : C — D viene dada por 17(c) = 1pe.

EJEMPLO 4.5.

1. Si I es un conjunto, la categorfa de funtores C! es precisamente la I-ésima potencia
de C en una categoria de categorias apropiada. En concreto, si X es otro conjunto,
X' es el conjunto de familias (zi)ier con entradas en X, o de funciones I — X.

2. Si X es un conjunto, {0,1}X es su conjunto potencia.

Cl es isomorfa a C, mientras que C° es la categorfa unipuntual.

4. Ct es la categoria de flechas de C, cuyos objetos son los morfismos de C y cuyos
morfismos f — g son los pares de flechas (h, k) para los que la figura [2| conmuta.

5. Si M es un monoide, Set™ es la categoria de las acciones de M sobre algtin
conjunto.

6. Consideremos el funtor diagonal A : C — CS. Para cada objeto ¢, Ac: S — C es
el funtor constante que lleva cada objeto a ¢ y cada morfismo a 1., y para cada
morfismo f, Af : Aa — Ab es la transformacién natural que lleva todos los objetos
a f.SiD:8 — C esun diagrama, un morfismo Ac — D es una fuente que conmuta
con D, y un morfismo D — Ac es un sumidero que conmuta con D.

©w

PROPOSICION 4.6. Dadas dos categorias C y D:
1. Si C y D son pequenas, también lo es DE.
DEMOSTRACION. Los objetos de D° son funciones Mor(C) — Mor(D), los

morfismos son funciones Ob(C) — Mor(D), y ambos conjuntos de funciones son
pequenos. ]
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hom(a, z) x hom(b, ) LN hom(a & b, x) (h, k) heok
hom(a, f) X hom(b, f) |hom(a &b, f)
hom(a,y) x hom(b, y) T» hom(a @ b, y) (foh,fok)~w (foh)®(fok)=fo(hdk)
(A) Diagrama asociativo. (B) Persecucién de flechas.

Figura 3. Transformacién natural en un coproducto.

2. Si C es pequenia y D es una clase, D¢ es una clase.

DEMOSTRACION. Si T': C — D es un funtor, como Mor(C) es pequeno, su
imagen por C también y T es pequeno, por lo que el conjunto de funtores es una
clase, y analogamente para el de transformaciones naturales. (I

3. Si C es pequeria y D tiene conjuntos hom pequerios, D tiene conjuntos hom
PEqUENOS.

DEMOSTRACION. Los elementos de hompe(S,T) son funciones de Ob(C) a
Uceob(c) hom(Se, T'e), pero estos conjuntos son pequenos y por tanto el conjunto
de estas funciones también. O

2. Isomorfismos naturales

Los isomorfismos de las categorias de funtores son particularmente importantes, pues
proporcionan una forma general de obtener isomorfismos que, ademas, conmutan con los
morfismos imédgenes de los correspondientes funtores, proporcionando una forma directa de
pasar de uno al otro.

DEFINICION 4.7. Un isomorfismo natural es un isomorfismo en una categoria de funtores,
es decir, una transformacién natural 7 : S — T en que todos los 7. son isomorfismos, y si
existe decimos que los funtores S y 1" son naturalmente isomorfos.

EJEMPLO 4.8.

1. La transformacién natural ¢ : 1 — (**) del ejemplo no es un isomorfismo natural,
pero si lo es si restringimos el dominio y codominio de los funtores a K-Vecs.

2. Si a y b son objetos de una cierta categoria con coproducto a @ b, existe una
biyeccién hom(a,d) x hom(b,d) = hom(a @ b,d) natural respecto a d, como se
muestra en la figura [3] Esto se puede generalizar de forma obvia a coproductos de
una familia arbitraria de objetos.

3. Del mismo modo, si existe el producto de los objetos a y b, existe una biyeccién
hom(c, a) x hom(c, b) = hom(c, a x b) natural respecto a ¢, que también se puede
extender a productos arbitrarios.

Ciertas propiedades de funtores se pueden caracterizar mediante isomorfismos naturales.

PROPOSICION 4.9. Un funtor T : C — D es una equivalencia si y sélo si ewiste
S:D—->Ctalque SoT =1¢c yToS = 1p.

DEMOSTRACION. Si T es una equivalencia, hemos visto en la prueba de la proposicién
que existen S : D — C y un isomorfismo natural h: T oS — 1p. Ademas, si ¢ es un
objeto de C, h}i :Te — TSTc es un isomorfismo, y como T es fiel y pleno, existe un tnico

te : ¢ — STc con T, = h;g La naturalidad de p : 1¢ — S o T se deriva de la de h y la
fidelidad de T'.

Reciprocamente, si existen S : D — C e isomorfismos naturales p : 1¢ - SoT y
o:ToS — 1p, para cada objeto d en D, T(Sd) = d, y queda ver que T es fiel y pleno. Es
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TSb
S'Sb——T'Sb

oT

S'n, T'n

S'Th pp— T'Tb
Tb
FigurA 4. Composicién horizontal de transformaciones naturales.

fiel porque, dados dos morfismos f,g:a — ben C,

Tf=Tg = wof=58Tfop,=58Tgopu,=mwog = f=y,
y es plena porque, dado un morfismo g : Ta — Tb en D, f = ugl o0 Sg o ug cumple
Tf=g. O

DEFINICION 4.10. Un funtor T : C — Set es representable por un objeto ¢ si es
naturalmente isomorfo a hom(c, —).

EJEMPLO 4.11.

1. Un funtor olvidadizo es representable por un objeto ¢ si y sdlo si ¢ es un objeto
libre sobre {x}.
2. El funtor olvidadizo de Ban no es representable.

PROPOSICION 4.12. Dados un funtor T : C — Set, un objeto ¢ de C y x € Tc, ewiste
una inica transformacion natural T : hom(c,—) — T con 7.(1.) = x.

DEMOSTRACION. Si 7 es tal transformacién natural, b es un objeto de Cy f :c — b,
necesariamente ,(f) = m(f o 1) = (r, o hom(e, £))(Le) = (Tf 0 7.) (L) = (Tf)(x). Esta
féormula define una transformacién natural, que es pues la tinica que cumple la condicién. [J

3. Composicion horizontal

Ademaés de componer transformaciones naturales verticalmente, podemos componer
dos transformaciones naturales B | 7 C | o D de la siguiente manera.
I I

DEFINICION 4.13. Dados cuatro funtores S, 7 : B — Cy S, 77 : C — D y dos
transformaciones naturales 7 : S — T y o : S’ — T’, llamamos composicién horizontal
de 7 y o a la transformacién natural c o7 : S’ oS — T" o T dada por la figura [4| como
(coT)y:=T'm008, = orp 0 S'm, donde la conmutatividad se debe a la naturalidad de o.

Es facil ver que la composicién horizontal de transformaciones naturales es otra
transformacién natural y que esta operacion es asociativa. Ademas, la transformacion
natural identidad en un funtor identidad es una identidad de esta composicién, por lo
que las transformaciones naturales son los morfismos de una categoria cuyos objetos son
categorias.

PROPOSICION 4.14 (Ley del intercambio). Dadas las transformaciones naturales

H H]
BX%c X7, p,
b

-

se tiene (7' -0')o(1-0) = (7" o7)- (¢’ 0 0).
DEMOSTRACION. Ver el diagrama en la portada del trabajo. ]

Esto muestra un ejemplo de bicategoria o categoria bidimensional, un par de categorias
con el mismo conjunto de morfismos que cumple la ley del intercambio y en que las
identidades de una de las dos lo son de la otra. Las categorias implicadas son, por supuesto,
una categoria de categorias con sus transformaciones naturales y la unién disjunta de las
categorias de funtores entre ellas.
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Capitulo 5

Adjunciones

La definicién que hemos visto de objeto libre estd asociada a constructos, pero
no hay razéon para limitarse a este caso. Los objetos libres pueden existir en categorias
cualesquiera que sean el dominio de un cierto funtor, no sélo del funtor olvidadizo de un
constructo, y cuando todos los elementos en el codominio del funtor admiten un objeto libre
podemos definir un funtor libre asociado a este funtor, que tiene propiedades interesantes.
En este capitulo estudiamos las principales propiedades de los objetos libres, funtores libres
y otras estructuras relacionadas, baséndonos principalmente en [4, I1.5, 111.1-2 y IV.1-2, 7].

1. Flechas universales

DEFINICION 5.1. Sean U : C — B un funtor y b un objeto de B, una flecha universal
de b a U es un par (c¢,u) formado por un objeto ¢ de C, el objeto libre, y un morfismo
u:b— Ucen B, tales que para todo morfismo f : b — Ux en B existe un unico morfismo
f :c—xenCtal que f = Uf o u, como se muestra en la ﬁgura

EseMPLO 5.2. Las flechas universales suelen representar inmersiones de objetos en un
cierto objeto completado o con estructura adicional.

1. En el caso de constructos, esta definicién de objeto libre coincide con la vista en el
capitulo 1.

2. Si U : Field — Dom es el funtor inclusién de la subcategoria completa de los
cuerpos en la categoria de dominios, una flecha universal de un dominio D a U es
el conjunto cociente (D) junto con la inclusién.

3. Consideremos la categoria MGrph de los multigrafos, los grafos dirigidos (no
necesariamente finitos) que admiten varios ejes entre dos mismos vértices. Si
U : Cat — MGrph es el funtor que «olvida» la composicién y las identidades,
un objeto libre de un multigrafo M a U es una categoria cuyos objetos son los
vértices de M y cuyos morfismos entre dos objetos son los caminos entre ellos en
M, tomando como composicion la concatenacién de caminos y como identidad el
camino vacio.

4. 8i D : S — C es un diagrama, un morfismo f : D — Ac en C® es un sumidero
con codominio ¢ que conmuta con D, de modo que un colimite de D es una flecha
universal de D a A : C — C°.

Nos gustaria ver que las flechas universales son unicas salvo isomorfismo, pero para ello
primero tenemos que ver qué significa esto. Una forma de hacerlo es definir la categoria en
la que «viven» estas flechas.

DEFINICION 5.3. Si U : C — B es un funtor y b es un objeto de B, la categoria de
objetos U-bajo b, (b ] U), tiene como objetos los pares (¢, f) formados por un objeto ¢ de C

b u Uc c
Uf f
Uz z

FiGUurA 1. Flecha universal de un objeto a un funtor.
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2. LEMA DE YONEDA CAPITULO 5. ADJUNCIONES

T Tz
f Tf
c Tc — b

FiGurA 2. Flecha universal de un funtor a un objeto.

y un morfismo f : b — Uec, y como morfismos h : (¢, f) — (¢, ') los morfismos h : ¢ — ¢
en C tales que f' = Uho f, y como composicién e identidad las correspondientes en C.

PROPOSICION 5.4. La flecha universal de un objeto b de B a un funtor U : C — B, si
existe, es unica salvo isomorfismo en (bl U).

DEMOSTRACION. Es el objeto inicial de (b ] U). O

El concepto dual al de flecha universal de un objeto a un funtor es el de flecha universal
de un funtor a un objeto.

DEFINICION 5.5. Sean T : C — B un funtor y b un objeto de B, una flecha universal
de T a b es un par (c,v) formado por un objeto ¢ de C y un morfismo v : Tc — b en B,
tales que para todo morfismo f : Tx — b en B existe un tinico morfismo f :x — ¢ tal que
f=voTf, como se muestra en la figura

EJEMPLO 5.6. Si D : S — C es un diagrama, un morfismo f : Ac — D en CS es una

fuente con dominio ¢ que conmuta con D, con lo que un limite de D es una flecha universal
de A aD.

DEFINICION 5.7. Si T : C — B es un funtor y b es un objeto de B, la categoria de
objetos T-sobre b, (T | b), tiene como objetos los pares (¢, f) formados por un objeto ¢ de
C y un morfismo f : Tc — b; como morfismos h : (¢, f) — (¢, f’) los morfismos h : ¢ — ¢
en C tales que f = f o Th.

PROPOSICION 5.8. La flecha universal de un objeto b de B a un funtor T : C — B, si
existe, es unica salvo isomorfismo en (T | b).

2. Lema de Yoneda

El lema de Yoneda es un resultado clasico sobre transformaciones naturales que apunta
a una relacién entre estas y las flechas universales. Antes de verlo es conveniente definir
algunos funtores ttiles.

En esta discusion a veces requeriremos que las categorias tengan conjuntos hom
pequenos. Aunque este suele ser el caso, en general es posible obtener el mismo resultado
sustituyendo Set por una categoria de conjuntos mas grande.

DEFINICION 5.9. Si C es una categoria con conjuntos hom pequenos, definimos el
bifuntor hom homg : C°P x C sobre objetos (a,b) como home(a,b), y sobre morfismos
(f,9) : (a,b) — (da’,V') como home(f,g)(h) == go ho f. Ademés, dados dos funtores
S:A—CyT:B — C, definimos el bifuntor hom¢(S—,7—) : A°°® x B — C como
home o(S x T).

DEFINICION 5.10. Dadas dos categorias C y D, definimos el funtor de evaluacion
E : D xC — D sobre objetos como E(T, ¢) := Tc y sobre morfismos (7, f) : (T, ¢) — (U, )
como E(r,f)=7f=100Tf=Ufor.

DEFINICION 5.11. Si C es una categorfa con conjuntos hom pequefios, llamamos funtor

de Yoneda al funtor Y : C°P — Set® que lleva objetos ¢ a funtores hom(e, —) y morfismos
f:a— ben C a transformaciones naturales hom(f, —) : hom(b, —) — hom(a, —) dadas

por hom(f, —)c(g9) =go f.
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home(c, ¢) Te Tc Ie Tele
home(c, f) rf D
home (¢, z) T Tx f Tof = (Tf)(7ele)

FicuraA 3. Representacion del lema de Yoneda.

LEMA 5.12 (Yoneda). Sea C una categoria con conjuntos hom pequenos. Para cada
funtor T : C — Set y objeto ¢ de C, la funcion

Y7, + homggic(home(c, =), T) — Tc

dada por y7.c(T) = T.1c es una biyeccion natural entre el funtor hom(Y —, —) (con el orden
de las entradas cambiado) y el funtor de evaluacion Set® x C — Set.

DEMOSTRACION. Para la biyeccién basta observar la figura [3| Para la naturalidad,
fijado un morfismo (¢, f) : (S, a) — (T, b) de Set® x C, debemos comprobar que el siguiente
diagrama conmuta.

7S,a
hom(hom(a, —), S) B Sa

hom(hom(fa _)7 90) (pf

YT,b
hom(hom(b, —), T) —— Tb

Sea entonces 7 : hom(a, —) — S una transformacién natural,

(0f)(18,a(7)) = (0f)(Tala) = ©o((Sf)(Tala)) = @u(1 hom(a, f)(1a)) = o f =
= yrp( - 7 -hom(f, —)) = yrp(hom(hom(f, —), )(7)).

O

Este lema permite demostrar la siguiente relacién entre isomorfismos naturales y flechas
universales.

PROPOSICION 5.13. Dado un funtor U : C — B y un objeto b de B, un par (¢,u: b —
Uc) es una flecha universal de b a U si y sélo si, para cada objeto x en C, la funcion
7z » home(c, ) — hompg(b, Uz) dada por 7,.(f) := Uf ou es biyectiva, en cuyo caso T es
un isomorfismo natural. Ademds, dados objetos b de B y ¢ de C, todo isomorfismo natural

home (e, —) = hompg(b, U—)

es de esta forma para un dnico morfismo u : b — Uc para el que (c,u) es una flecha
universal.

DEMOSTRACION. La definicién de flecha universal equivale a esta biyeccién, que es
natural ya que, para cada morfismo g : * - yen Cy f :c — x, hom(b,Ug)(7.(f)) =
UgoUfou="Ulgo f)ou=U(hom(c,)(f)) o u = r,{hom(c, g)(f)).

Para la segunda parte, si 7 : hom¢(c, —) — hompg(b, U—) es un isomorfismo natural,
por el lema de Yoneda y la biyectividad de 7, todo morfismo b — Ux se expresa de forma
unica como 7, f = hom(b,U f)(7.1.) = Uf o 7.1, para cierto f : ¢ — z, lo que significa
precisamente que 7.1, es universal de b a U. U
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3. Adjunciones

Sea U : C — B un funtor entre categorias con conjuntos hom pequenos y tal que
todo objeto b en B admite una flecha universal (Fb,u;) de b a U. Para cada morfismo
f:b— b en B, siguiendo la figura [1| existe un unico morfismo Ff : Fb — Fb' en C tal que
UFfouy,=uyo f,y ademés claramente F'l, = 1cp y Fgo Ff = F(go f), de modo que
F : B — C asi construido es un funtor y w : 13 — U o F' es una transformacién natural.

El que la imagen de u esté formada por flechas universales permite obtener una
especie de transformacién inversa. Dados un objeto b en B y un objeto ¢ en C, para
cada morfismo f : b — Uc existe un tnico f : F'b — ¢ tal que f = Uf o up, de modo
que ¢ . : home(F'b,¢) — hompg(b,Uc) dada por ¥y .(g) := Ug o up es una biyeccion, y
como U es un funtor y w es natural, v es un isomorfismo natural entre los funtores
home o(F' x 1),homp o(1 x U) : B® x C — Set. Entonces uy = ¢ (1) y, del mismo modo,
podemos definir la transformacién natural e : F o U — 1¢ como e, = 1/1[}2 (1), de modo
que para cada objeto ¢, (Uc,e.) es una flecha universal de F' a c.

La relacién entre las transformaciones naturales u y e es més estrecha que esto. Para
un objeto c en C, 1y. = ¢(e.) = Ue. o uye, y para un objeto b en B,

w(epboFub) :UerOUFuboub:UepbouUFboub: lUFboub:ub,

y por tanto 1z, = 1~ (up) = epp 0 Fup,.

Estas dos identidades se pueden expresar mas elegantemente con la notacién adecuada.
Si7T: R — S es una transformacién natural entre dos funtores R, S: B—Cy T :C — D
es otro funtor, podemos definir la transformacién natural 77 : T o R — T o S como
(T't)p == T(m) para cada objeto b en B. Por otro lado, si U : A — B es otro funtor,
podemos definir la transformacién natural 7U : RoU — G o U como (7U), = Ty, para
cada objeto a en A.

Con esto, podemos caracterizar la situacién anterior como sigue.

DEFINICION 5.14. Una adjuncidn entre dos categorias B y C es una tupla (F,G,n,¢)
formada por dos funtores F' : B — Cy G : C — By dos transformaciones naturales
n:1— GFye: FG — 1, llamadas respectivamente unidad y co-unidad, tales que
Ge - nG=1gyeF - -Fn=1p.

Cabe preguntarse si todas las adjunciones se pueden construir como en el razonamiento
anterior. La respuesta es que si, como vemos en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.15. Una adjuncion (F,G,n,¢) entre B y C viene determinada por cualquiera
de las siguientes listas de elementos:

1. Funtores F' y G y un isomorfismo natural ¢ : hom(F—, —) — hom(—, G—). Enton-
ces se definen ny =y pp(l) y ec = zplji’c(l).

2. FEl funtor G y, para cada objeto b en B, una flecha universal (cp,mp) de b a G.
Entonces F' se define sobre cada objeto b como ¢y y sobre cada morfismo f :b—
como el inico Ff tal que GFfony, =mny o f, y el isomorfismo ¢y . del apartado
se define como g ~» Ggon.

3. El funtor F y, para cada objeto ¢ en C, una flecha universal (b.,e.) de F a b.
Entonces G se define sobre cada objeto ¢ como b. y sobre cada morfismo g :c — ¢
como el inico Gg tal que e. 0 FGg = goey, y el isomorfismo . se define como
el inverso de f ~~ e.o0 Ff.

En particular, cada (Fb,n) es una flecha universal de b a G y cada (Ge,e.) es una flecha
uniwersal de F' a c.

DEMOSTRACION. Para , si b es un objeto de B y ¢ uno de C, definimos v :
hom(F'b,c) — hom(b, Ge) como (g) = Ggomny y 6 : hom(b, Ge) — hom(Fb,c) como
0(f) = e. o Ff. Entonces, como 7 es natural,

P(O(f)) = Geco GFfomy = Gecongeo f = f,
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por lo que ¥ o0 = 1, y andlogamente 6 o) = 1, por lo que %) es un isomorfismo, claramente
natural respecto a by ¢, y se tiene 1)(1) = n, y 6(1) = .. Para el reciproco, definiendo 7,
y €. a partir de ¢ como en el enunciado, para todo morfismo f : F'b — ¢ podemos seguir
flechas como sigue.

hom(Fb, 76) " hom(b, GFb) | m
hom(F, f) hom(b, Gf)
hom(Fb, c) & hom(b, Gc) fnvnns Py o(f) = Gfomp

Esto permite probar las dos identidades en la definicién de adjunciéon como en el texto
al principio de la seccién.

Para (2)), (Fb, ) es una flecha universal, pues para cada objeto x en C, 1. (g9) = Ggomy
es una biyeccién hom(Fb, z) — hom(b, Uz) natural respecto a x (5.13)). Reciprocamente,
si s6lo tenemos G y las flechas universales (cp, mp), F' definido de esta forma es un funtor
que hace a 7 natural, y 13 . es un isomorfismo por y es claramente natural.

Finalmente, es dual a . ([l

EJEMPLO 5.16. Este teorema permite definir una gran variedad de adjunciones.

1. Si C es un constructo en el que todos los conjuntos admiten un objeto libre, tenemos
una adjuncién (F,U,n,¢), donde U : C — Set es el funtor olvidadizo, F' : Set — C
es el funtor libre, ny : X — UFX es la inclusiéon de la base en el conjunto
subyacente del objeto y €. : FUc — ¢ es el epimorfismo que aparece al describir
un objeto como cociente de un cierto objeto libre, en concreto del que tiene los
propios elementos de ¢ como generadores. Por ejemplo, en el caso de R-Mod, €,
lleva sumas formales Zle a;m;, con cada a; € Ry cada m; € M, a su evaluacién
en el médulo M.

2. Entre Dom y Field hay una adjuncién (Q,U,n,¢) formada por la creacién de
cuerpos de fracciones () : Dom — Field, la inclusién U : Field <— Dom de una
subcategoria, la inclusién canénica np : D — UQD y la identidad ¢ : QUK — K
(recordemos que el cuerpo de fracciones de un cuerpo es el propio cuerpo).

3. Si C es una categoria que tiene colimites con diagrama S, entre C° y C hay
una adjuncion (@7 A, n,e), donde h%m lleva cada diagrama a su objeto colimite,
A : C — CS es el funtor diagonal y np : D — Ah'ﬂD es el sumidero colimite.

I¢, siendo I el niimero (cardinal)

Respecto a e, : h’_ngAc — ¢, el colimite de Ac es
de componentes conexas de S, y &, es el morfismo que «une todas las copias de c».
4. Anélogamente, si C tiene limites con diagrama S, tenemos una adjuncién (A, l(iﬂl, 7,€)

donde @1 lleva cada diagrama a su limite, ep es el limite como fuente y 7. tiene un

codominio de la forma ¢! para cierto conjunto I y actiia como «morfismo diagonal».

4. Adjuntos laterales

DEFINICION 5.17. Dada una adjuncién (F,G,n,¢), decimos que F es un adjunto
izquierdo de G 'y que G es un adjunto derecho de F'.

EJEMPLO 5.18. El funtor olvidadizo U : Top — Set tiene una adjunciéon por cada
lado:[10}, pag. 4.1]

1. Por la izquierda tiene el funtor D : Set — Top que asocia a cada conjunto su
topologia discreta. Entonces nx : X — UDX eslaidentidad en X y ep : DUT — T
es la identidad hacia T desde el mismo conjunto pero con la topologia discreta.

2. Por la derecha tiene el funtor N : Set — Top que asocia a cada conjunto su
topologia indiscreta. Aqui ex : UNX — X es laidentidad en X y np: T — NUT
es la identidad desde T hacia el mismo conjunto pero con la topologia indiscreta.
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PROPOSICION 5.19. El adjunto por la izquierda o por la derecha de un funtor es tinico
salvo isomorfismo natural.

DEMOSTRACION. El adjunto por la izquierda de un funtor G : C — B viene dado por
una flecha universal (F'b, ) de b a G para cada objeto b en B , pero estas flechas son
tnicas salvo isomorfismo. Asi, si (Fb,my)s v (F'b, 1), son familias de estas flechas, para
cada b existe un unico isomorfismo hy, : F'b — F'b tal que 1, = Ghy, o . Para ver que este
es natural, para f : b — b, por la construccién de F'f en

G(hy o Ffohy ") ony = Ghy o GFfomn, = Ghy o GFfon, = Ghy ony o f =njy o f,

y por la unicidad en dicha construccién, F'f = hy o Ff o hljl.
El concepto de adjunto por la derecha es el dual. O

5. Transformaciones de adjunciones

DEFINICION 5.20. Una transformacidn de adjunciones de la adjuncién (F,G,n, ) de B
a C a la adjuncién (F',G’,n/,&’) de B’ a C' es un par de funtores B: B — B y C:C — ('
tales que CoFF = F o B, BoG=G'oC,Byp=n'By¢eC =Ce.

PROPOSICION 5.21. Dadas dos adjunciones (F,G,n,e) de B a C y (F',G',n,¢') de B
a C', y dados dos funtores B: B —B yC:C—C conCoF =FoByBoG=G"0oC,
son equivalentes:
1. (B,C) es una transformacion de la primera adjuncion a la sequnda.

2. Bp=17'B.
3. €C =Ce.
4. Si 1 : hom(F—,—) — hom(—,G—) es el isomorfismo natural asociado a la pri-

mera adjuncion por el teorema y ¢ : hom(F'—,—) — hom(—,G'—) es
el correspondiente a la seqgunda adjuncion, para cada objeto b de B y ¢ de C,
B’hom(b,Gc) o wb,c = w/BILCc © C|h0m(Fb,c) .
DEMOSTRACION. Por definicién = (), (3). Dado (2), por la definicién de 3 a
partir de n, para f : F'b — c,
B(v,ef) = B(Gfom) = BGfoBny,=G'Cfong, =vp,c(Cf),
lo que nos da . Andlogamente (3) = . Para el reciproco, usando las férmulas de n y
n’ en funcién de 1 y ¢’ y aplicando a lpp,
By = B((1pp)) = ' (Clpy) = ¥ (1ore) = &' (1) = 1,
con lo que == y, andlogamente, (4) = , y estas condiciones equivalen a (1). O
Esto nos da una categoria cuyos objetos son adjunciones entre categorias de un cierto

conjunto universal y cuyos morfismos son transformaciones de adjunciones, que se componen
de la forma evidente.
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Capitulo 6

Monadas

Al igual que cuando el dominio y el codominio de un morfismo coinciden hablamos
de un endomorfismo, cuando esto le ocurre a un funtor hablamos de un endofuntor. Los
endofuntores son particularmente relevantes en tanto que se puede estudiar, por ejemplo,
la relacién de un objeto o morfismo con su imagen, o lo que ocurre al aplicar el endofuntor
varias veces.

Por ejemplo, tomemos el endofuntor P : Set — Set. Dado un conjunto X, entre X
y PX existe un monomorfismo nx : X — PX dado por nx(x) := {z}, que es natural.
Por otro lado, aunque podemos aplicar este funtor a X varias veces, siempre podemos
volver de P" X a PX aplicando sucesivamente la unién, que podemos ver como una funcién
px @ PPX — PX dada por pux(A) = |JA. Esto también define una transformacién
natural que, ademds, «da igual» en qué orden se aplique, en el sentido de que, si S € P3X,
aplicar primero upx a S y luego px al resultado es lo mismo que aplicar pux a cada
elemento de S y a continuacién aplicar px al resultado. Ademds, intuitivamente p se puede
ver como una inversa por un lado de 7, en tanto que pux(npx(S)) = S.

Muchos endofuntores comunes admiten transformaciones naturales con estas propieda-
des, y cuando esto ocurre hablamos de monadas. En este capitulo estudiamos las ménadas
y sus principales propiedades, baséndonos principalmente en [4, pag. VI].

DEFINICION 6.1. Una mdnada en una categorfa C es una tupla (7,7, 1) formada por un
funtor 7' : C — C y dos transformaciones naturales n: 1lc — Ty p: T? — T que cumplen
las siguientes condiciones, ilustradas en la figura

1. pw-Tu=p-pT.
2. p-nT =p-Tn=1.

EJEMPLO 6.2.

1. P : Set — Set es una moénada, descrita en la introduccién del capitulo.

2. Toda categoria admite una monada identidad, formada por el endofuntor identidad
y dos transformaciones naturales identidad.

3. Sea (*) : Set — Set el endofuntor que asocia a cada objeto X el conjunto subyacente
de su monoide libre, dado por |J,cy X", ¥ que lleva cada funcién f: X — Y a
la funcién (z1,...,zk) ~ (fz1,..., fxg). Este endofuntor es una ménada con las
transformaciones naturales 7 : 1 — (*) que lleva cada elemento de un conjunto a
la lista de un elemento (nx(x) = (z)) y #: (*)? — (*) que concatena una lista de
listas en una sola lista.

nt’ Tn
T3 T2 loT T2 Tol
pT p 1 LA
2 T T
r H
(A) Conmutatividad de la unién (B) Relacién entre la unidad y la unién

FiGUrA 1. Condiciones de coherencia de las moénadas.
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4. Esto se puede generalizar a todas las variedades algebraicas. El algebra libre
sobre un conjunto X es un conjunto cociente de arboles formados por operadores y
elementos de X , o de expresiones formales que involucran a dichos operadores
y elementos, y las funciones entre conjuntos se pueden llevar a morfismos de algebras
libres que operan elemento a elemento sobre las expresiones. Entonces la unidad
nx llevaria cada elemento de X a (la clase de equivalencia de) la expresién formada
s6lo por dicho elemento, y la unién px tomaria arboles cuyas hojas son (clases
de equivalencia de) otros arboles y sustituiria las hojas por los subarboles que
representan. Es facil ver que estas transformaciones son naturales y forman una
monada.

5. Sean C una categoria con coproductos finitos y d un objeto de C. Sea E : C — C
un endofuntor que a cada objeto c le asocia ¢ ® d y a cada morfismo f: b — c el
morfismo «suma» Ef = f®13:00d = cPd. Sin.: c— c@d es la inclusion
canénica y e : c®d D d — ¢ @ d es la funcién que «identificar» las dos copias de d
en el sentido evidente, entonces (E, 7, 1) es una ménada.

6. Sean s un conjunto y S := hom(s, — x s) un endofuntor en Set que lleva cada
conjunto X al conjunto de funciones s — X x s y cada funcién f a hom(s, f x 1y).
Entonces S es una moénada con las transformaciones naturales n : 1 — Sy
p = S? — S dadas por la formacién de pares nx(x)(y) = (z,y) y la «doble
evaluacion» ux (f)(y) == (p1fy)(p2fy), donde p; y p2 son las proyecciones canénicas
de hom(X, s) x s.

7. En un conjunto parcialmente ordenado (.S, <) visto como categoria, un endofuntor
es una funcién f : S — S mondtona, es decir, tal que x <y = fx < fy.
Las transformaciones naturales asociadas a f en una moénada estdn univocamente
determinadas y existen si y sélo si, para todo z € S, x < fx y f?x < fz, pues al
ser una categoria fina los diagramas correspondientes siempre conmutan. Estas
ecuaciones implican que f es idempotente. Asi, las ménadas en conjuntos parcial-
mente ordenados son operaciones de clausura, funciones monétonas e idempotentes
con z < fx para todo x. Este término se usa especialmente cuando el orden es la
inclusiéon de conjuntos.

El ejemplo [4] de la lista anterior se puede generalizar atiin maés, de las variedades
algebraicas a todas las categorias concretas que admitan un funtor libre.

PROPOSICION 6.3. Si (F,G,n,¢) es una adjuncién entre las categorias B y C, entonces
(Go F,n,GeF) es una ménada.

DEMOSTRACION. Al componer horizontalmente € consigo mismo obtenemos que
coe=c-eFG =c¢- FGe, y componiendo con G por la izquierda y con F' por la derecha
obtenemos Gel' - GeFGF = GeF - GFGeF, que es la primera condicién de coherencia.
Para la segunda basta componer con F' por la derecha en la identidad Ge - nG =1y con G
por la izquierda en eF' - F'np = 1. ]

DEFINICION 6.4. Dada una categoria C, la categoria de mdénadas de C es una categoria
Mnd(C) cuyos objetos son las ménadas sobre C y cuyos morfismos (S, 7, u) — (T,n', 1) son
las transformaciones naturales 7 : .S — T tales que los diagramas en la figura [2] conmutan,
con la composicion vertical y las identidades evidentes.

El concepto dual al de ménada es el de comonada, aunque la utilidad de las comoénadas
es méas limitada.

1. Categorias de Eilenberg-Moore

Hemos visto que toda adjuncién genera una ménada, por lo que cabe preguntarse si
toda moénada es generada de esta manera por una adjuncién. La respuesta es que si, y de
hecho en general cada ménada se puede describir mediante dos adjunciones asociadas a dos
categorias distintas, la categoria de Eilenberg-Moore y la categoria de Kleisli. Empezamos
viendo la primera, que generaliza el concepto de variedad algebraica.
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11— 5 52—t s
n T ToT T
T T? — T
I
(A) Conmutatividad de la unidad (B) Conmutatividad de la unién
FI1GurA 2. Morfismos de ménadas.
T2¢ . Te e Tec
He e 1 e
Te—7(p—c¢ c
(A) Propiedad asociativa (B) Propiedad unitaria

FicurA 3. Propiedades de las T-algebras.

DEFINICION 6.5. Sea T' = (T, 7, 1) una ménada en una categoria C.

1. Una T-dlgebra es un morfismo e : T'c — ¢ para cierto objeto ¢ en C tal que los
diagramas en la figura [3] conmutan. Llamamos mapa de estructura de la T-dlgebra
a ey objeto subyacente a c.

2. Un morfismo entre dos T-algebras e : Tc — cy € : Td — ¢ es un morfismo
f:ce—=>denCtalque foe=¢€oTf.

3. La categoria de Eilenberg-Moore asociada a T, escrita C(T"") o simplemente C7,
es la que tiene como objetos las T-algebras y como morfismos los morfismos de
T-algebras, con la composicién y las identidades de C.

TEOREMA 6.6. Sea (T,n, 1) una moénada en C, si F': C — CT actia sobre los objetos
como 1y sobre los morfismos como T, G : CT' — C «olvida» el mapa de estructura,
asociando a cada T-dlgebra su objeto subyacente y a cada morfismo el mismo, ye : FG — 1
lleva cada T-dlgebra a su mapa de estructura, entonces (F,G,n,€) es una adjuncion cuya
monada asociada es (T,n, ).

DEMOSTRACION. Para cada objeto ¢ en C, 17, es la identidad de la T-4lgebra pi,
y para cada morfismo f : ¢ — ¢, T'f : pe — pe es un morfismo de T-algebras por la
naturalidad de pu, luego F' es un funtor. Por otro lado, G claramente es un funtor y &, que
viene dado por €, = e : u. — e para cada e : T'c — ¢, es una transformaciéon natural.
Ademas, dada una T-algebra e : Tc — ¢, Gec onge = eon. = 1, y dado un objeto ¢ de
C,epeco Fne = peoTn. =1, luego (F,G,n,¢) es una adjuncién. Finalmente, es obvio que
G o I’ = T siguiendo su actuacién sobre morfismos, y para un objeto ¢, Gep. = Ge;, = 1,
y por tanto GeF' = 7. O

La adjuncién definida en este teorema es final en el sentido siguiente.

TEOREMA 6.7. Dada una adjuncion (F,G,n,e) de C a D, si T es la mdnada generada
por la adjuncion y (F',G',n,€') es la adjuncién de C a CT definida en el teorema anterior,
existe un vnico funtor K : D — CT tal que (1¢, K) es una transformacion de adjunciones
de (F,G,n,e) a (F',G',n,&).

DEMOSTRACION. Ya tenemos 17 = nl, y queda ver las condiciones G = G’ o K y
F'=KoF.Sea (T,n,u) = (GF,n,GeF) la ménada, para cada objeto d de D, podemos
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ver Geg : GFGd — Gd como una T-algebra en el objeto Gd, pues la propiedad asociativa
Geg o GFGey = g4 0 Gepaq se deduce de la identidad en la composicion horizontal
y la unitaria Geg o ngg = 1 es una identidad de las adjunciones. Podemos entonces
definir K sobre objetos como Kd = (Geg4, y sobre morfismos como K f = Gf, pues la
naturalidad de € asegura que Gf es un morfismo de T-algebras. Para cada objeto ¢ de
C, KFc = Gep, = pe = F'c, y para cada morfismo f, KFf = GFf = Tf = F'c. Del
mismo modo, para cada objeto d de D, G’Kd = G'Gey = Gd, y para cada morfismo f,
G'Kf=GGf=Gf.

Queda ver que K es tnico. Si d es un objeto de D, Kd debe ser una T-algebra con objeto
subyacente Gd, pues G'Kd = Gd. Por otro lado, si f es un morfismo, G'K f = G f implica
que K f = G f. Ahora bien, la caracterizacién de las transformaciones de adjunciones
aplicada a (1¢, K) nos da Ke = 'K, y entonces, para un objeto d, el mapa de estructura
de Kd es Kd =&’ ; = Keq = Geg. O

La siguiente proposicién muestra que, de hecho, estas categorias son una generalizacion
del concepto de variedad algebraica.

PROPOSICION 6.8. Sean (Q, E)-Alg una variedad algebraica y T la mdénada generada
por la adjuncion entre el funtor libre y el funtor olvidadizo de dicha variedad. Entonces el
funtor K : (Q, E)-Alg — CT del teorema anterior es un isomorfismo de categorias.

DEMOSTRACION. Sean s1,..., S, las operaciones en Q y nq,...,ny sus aridades respec-
tivas, y sea (F,U,n,¢) la adjuncién mencionada, de modo que T' = (UF,n,UcF).

Si (S, (v1,...,vk)) es una (€2, E)-dlgebra, con cada p; : S™ — S, los elementos de
UF'S son las (clases de equivalencia de) expresiones formales construidas a partir de los
operadores $1,..., Sk y los elementos de ¢, por lo que podemos definir K (S, (v;);) como
la «funcién de evaluacién» e : UF'S — S que lleva cada elemento de ¢ a si mismo y cada
expresion s;(z1,...,%n;) a vi(e(z1),...,e(Tn,))-

En este contexto, la propiedad asociativa de las T-algebras nos dice que, dada una
expresién formal sobre expresiones formales sobre elementos de S, da lo mismo evaluar las
expresiones interiores y a continuacion la global que considerar las expresiones interiores
como partes de la expresion global y evaluar todo a la vez. Por su parte, la propiedad
unitaria nos dice que evaluar una expresién formada sélo por un elemento «devuelves
dicho elemento. Claramente ambas propiedades se cumplen, y de hecho juntas implican
que cualquier funcién e : UF'S — S que las cumpla viene dada por su actuacién sobre
expresiones «de altura 1», es decir, de la forma s;(x1,...,2y,,;) con los ; € S, lo que nos
da una serie de operaciones v; : S™ — S que, ademas, cumplen las igualdades en E al
estar e definida sobre clases de equivalencia, de modo que estas igualdades definen una
(Q, E)-édlgebra y K es biyectiva sobre objetos.

Para los morfismos f : (S, (1)) — (5, (v))i), podemos definir Kf : S — S’ como
la propia f, que es un morfismo K (S, (v4);) — K(5', (v});) por la conmutatividad de f
respecto a los operadores de €. K asi definida es fiel y plena, pues la propiedad conmutativa
que define los morfismos de T-algebras es precisamente la que define los morfismos de
(Q, E)-élgebras.

Asi, K es un isomorfismo, y claramente esta definicién de K coincide con la del teorema
anterior. ]

2. Categorias de Kleisli

Hemos visto que, dada una ménada en una categoria C, la adjuncién de Eilenberg-Moore
asociada es un objeto final de la categoria de las adjunciones que definen dicha moénada
junto con las transformaciones de ménadas que son la identidad en C. Vamos a ver que
esta categoria de adjunciones tiene también un objeto inicial, la categoria de Kleisli, de
gran importancia en teoria de la computacién.

DEFINICION 6.9. Dada una ménada (T,n,u) en C, llamamos categoria de Kleisli
asociada a la moénada, escrita C(r,, ) 0 simplemente Cr, a la categoria cuyos objetos son
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los de C y cuyos morfismos a — b son los morfismos a — T'b en C, donde la composicion de
dos funtores f:a — by g:b— c viene dada por

gof =pcoTgo f
y la identidad en un objeto c es p.

Es rutinario comprobar que estas definiciones de composicién e identidad definen una
categoria.

TEOREMA 6.10. Sea (T, 1, 1) una ménada en C. Si F : C — Cp lleva los objetos a ellos
mismos y los morfismos f :a —b amnyo f, G:Cr — C actia sobre los objetos como T
y lleva los morfismos f :a —b a pyoTf y, para cada objeto ¢, €. = 1. € home, (Tc, ),
entonces (F,G,n,¢) es una adjuncion que genera (T, n, ).

DEMOSTRACION. Obviamente F' preserva identidades, y es ficil ver que también pre-
serva composiciones, por lo que es un funtor. Del mismo modo, es ficil ver que G tam-
bién preserva identidades y composiciones. Por su parte, para un objeto ¢, Ge. o ng. =
peoTleonge = preonre =1y €pcdFne = pie 0 Tepe 0 F1e = pic © 17Fe © e © Ne = Ne, que
es la identidad en Cp, por lo que (F,G,n,¢) es una adjuncion.

Es facil ver que GF =T tanto para objetos como para morfismos, y finalmente, para
un objeto ¢, Gepe = Glpe = e © 1pe = pe, por lo que la adjuncién genera (7,7, ). O

TEOREMA 6.11. Sean (F,G,n,¢) una adjuncion de C a D, T = (T,n, 1) la mdnada en
C definida por la adjuncion y (F',G',n,e") la adjuncion de C a Cr definida en el teorema
anterior, existe un unico funtor L : Cp — D tal que (1,L) es una transformacion de la
sequnda adjuncion a la primera.

DEMOSTRACION. Debemos ver que G’ = Go Ly F'= Lo F’. Como F’ lleva los objetos
a si mismos, por la segunda identidad debe ser Lc := Fc¢ para cada objeto ¢, y la primera
identidad claramente se cumple. Para un morfismo f :a — ben Cp (f : a — GFb en C),
definimos Lf :=epp 0 Ff, de modo que LF'f = epp 0 Fnp o Ff = Ff por las propiedades
de la adjuncién y, por el otro lado, GLf = Geppo GFf = upo Tf = G'f.

Queda ver que L es unica. Claramente lo es sobre objetos. Sobre morfismos, la caracte-
rizacion de las transformaciones de adjunciones nos da Le’ = €L, por lo que para
cada objeto ¢, Le!, = €. = ep.. Entonces, si L, L' : Cp — D son dos funtores que cumplen
la condicién, por igualacién Le!, = L'el, pero £/, una flecha universal desde un funtor y por
tanto es un retracto y un epimorfismo, con lo que L = L. O

99






Apéndice A

Categorias en programacion

Al nivel més bésico, un programa es simplemente una serie de instrucciones a ejecutar
por un ordenador. Sin embargo, estos programas suelen ser complejos y es comun introducir
fallos a la hora de crearlos, por lo que son necesarias herramientas para reducir el niimero
de fallos y, en sistemas criticos, para demostrar su ausencia mediante pruebas de correccién.

Para probar la correccién de un programa, primero debemos modelarlo matematica-
mente, y para ello existen varias alternativas:

Semantica axiomatica: Usa reglas logicas para describir el efecto de los comandos
ejecutados sobre proposiciones légicas, definiendo relaciones entre las proposiciones
que son verdad antes y después de su ejecucion. Por ejemplo, uno de los axiomas
podria ser «si E es una expresion, v es una variable y P es una propiedad, si se
cumple P(FE), tras ejecutar v < E se cumple P(v)».

Semantica denotativa: Los programas se interpretan como descripciones de objetos
matematicos en ciertos dominios, como funciones entre la entrada y la salida.

Semantica operacional: El programa en si se considera como un objeto matematico,
y las pruebas se construyen a partir de axiomas que definen su comportamiento.

Tradicionalmente los programas se han escrito de forma imperativa, como secuencias
de comandos que modifican el estado (los valores de las variables) y se comunican con
los dispositivos de entrada y salida. Para estos programas es comun usar la semantica
axiomatica, que encaja bien al estar también basada en comandos.

Sin embargo, en general razonar sobre programas imperativos complejos es dificil,
pues, por ejemplo, a la hora de razonar no siempre es valido sustituir una variable por la
expresion que se le ha asignado, pues el valor de dicha expresién puede cambiar y, ademas,
ejecutar la expresién puede modificar otras partes del estado del programa.

Para facilitar el razonamiento surge la programacién funcional. En esta los procedi-
mientos actiian como funciones matematicas, en el sentido de que no se comunican con
el exterior y el valor devuelto depende exclusivamente de los valores de los pardmetros
de entrada. Ademas, los valores de las variables no se pueden modificar una vez se ha
definido la variable, permitiendo sustituir libremente las variables por su expresién de
forma relativamente sencilla.

La semaéantica axiomatica no es apropiada para la programacién funcional, pero la
seméantica denotativa proporciona un modelo muy elegante y sencillo de usar. Este para-
digma de programacién no se creé sélo para facilitar demostraciones rigurosas sobre los
programas, sino también para facilitar el razonamiento intuitivo y la verificacién automatica
y de este modo reducir notablemente la cantidad de fallos que se introducen en el programa
en primer lugar.

La programacién funcional no sélo tiene ventajas respecto a correccion, sino que también
permite reducir notablemente el tamafio de los programas tratando las funciones como
valores y operando sobre ellas. Para ello se usa una variedad de técnicas heredadas de la
teoria de categorias, como funtores, transformaciones naturales y ménadas.

El lector habra notado que, si los procedimientos son funciones que no se comunican
con el exterior, es imposible crear programas interactivos. Sin embargo, la idea no es definir
el programa completo de forma funcional, sino reducir al minimo las partes no funcionales.
Respecto a la formalizacién, las partes no funcionales se pueden formalizar de otra forma
mas tradicional o mediante una construccion que involucra categorias de Kleisli, como
veremos a continuacién.
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1. La categoria Type

Por lo general, los tratamientos categéricos de la programacion funcional se basan en
una categoria Type cuyos objetos son tipos de datos y cuyos morfismos son funciones
computables. La estructura concreta de Type depende del lenguaje de programacion
utilizado, por lo que primero definiremos un lenguaje de programacién funcional sencillo
que consideramos representativo.

El lenguaje que definiremos no es especialmente potente o minimalista, aunque permite
describir la mayoria de construcciones usadas en lenguajes de programacion funcional sin
tener que entrar en aspectos de légica formal que, si bien son interesantes, se salen del
ambito de este trabajo.

El lenguaje que vemos no permite construcciones avanzadas como pueden ser tratar
una monada como un valor; sin embargo, podemos hablar de ménadas de forma extrinseca.
Para este tipo de construcciones necesitamos un lenguaje como el descrito en [3], o incluso
el descrito en [2], que ademds puede usarse como fundamento para la légica formal, aunque
estos lenguajes no permiten identificar los tipos con su dominio de valores de forma
directa.[8]

Toda expresion e vélida en lenguaje tiene un tipo 7' asociado, y escribimos e : T para
expresar esto. Ademads, todo tipo T tiene un dominio D7 asociado, y evaluar una expresion
e : T en un cierto contexto resulta en un valor de Dp. Los tipos que se pueden definir son:

» Tipos producto. Si ty,...,t; son tipos, (t1,...,t;) es un tipo con dominio Dy, X
-+ X Dy, , y en particular existe un tipo unidad () con un sélo elemento. Los tipos
producto existen en la mayoria de lenguaje de programacién con el nombre de
estructuras.

» Tipos suma. Si t1,...,t, son tipos, [t1]...|tx] es un tipo cuyo dominio es la unién
disjunta Dy, @ --- @ Dy, v en particular existe un tipo vacio [| con dominio
vacio. Los tipos coproducto son poco comunes fuera de lenguajes de programacién
funcionales, aunque se pueden aproximar mediante uniones en lenguajes de bajo
nivel o jerarquias de clases en lenguajes orientados a objetos.

= Tipos funcion. Si a y b son tipos, a — b es un tipo cuyo dominio son las funciones
D, — Dy que son computables, que son precisamente las que pueden ser expresadas
en este lenguaje.

= Tipos sindnimo. Una sentencia type T = t, donde T es un identificador y ¢ es una
expresién que representa un tipo, crea un tipo 7' con el mismo dominio que ¢, y
morfismos T* : t — T y Ty : T — t que actian sobre los dominios como la identidad.
Crucialmente, las sentencias de este tipo pueden hacer referencia unas a otras y ¢
puede hacer referencia a T, lo que permite definir tipos recursivos cuyo dominio es
similar al de un tipo suma con infinitas alternativas. Para que una alternativa esté
habitada debe tener un caso base; por ejemplo, la sentencia type T' =T es valida
pero crea un tipo vacio.

Como extension de esta sintaxis podemos sustituir 7" por T, .. q,, que para

tipos cualesquiera o1, ..., 0 define T, 5, como sinénimo de tjoy/a1]- - [or/ak].

Las expresiones del lenguaje son de la forma siguiente:

= En un contexto en que el identificador x estd vinculado a una expresién de tipo T,
T es una expresion de tipo T que representa el valor vinculado al identificador en
el contexto actual.

m Sif:S5—>Tye:S, entonces fe es una expresion de tipo T que evalua fy ey
devuelve el resultado de aplicar la funciéon dada por f al valor dado por e.

= Sean x un identificador y e una expresion que puede mencionar a x, si cuando z : S
entonces e : T, la expresién Az : S.e es de tipo S — T y representa una funcién
que recibe un valor de tipo = y devuelve el valor de e cuando x estd vinculado a
dicho valor.

» Dadas expresiones ey : T1,..., e : Tk, (e1,...,ex) : (T1,...,Tk) representa el valor
que en cada posicién i contiene el valor resultante de evaluar e;, mientras que
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sie: (Ty,...,Tx) ei € {1,...,k}, la expresién e; : T; recupera el valor en la
componente -ésima.

» Dada una expresién e : T;, la expresién <e>?1”"’Tk [T1]...|Ty] representa la
inclusién del valor de e en la componente i-ésima de un tipo suma, mientras que
sie:[T1,...,Tx] y cada x; : T; — v, match e {x1; ...; T} : 7y es una expresion
que evaliia e y, segiin la componente del tipo suma en que se encuentre el valor
devuelto, ejecuta una de las funciones con dicho valor y devuelve el valor devuelto
por dicha funcién.

» Dadas expresiones ¢ : [(),()] y t,e : T, la expresién if c¢ then t else e equivale a
(match e {A_: ().t; A_: ().e}(). Dicho de otro modo, esta funcién evalda c y, segin
el resultado, evalda t o e y devuelve el resultado.

= Si, dados identificadores x1, . . ., Zx a los que le asignamos tipos respectivos 11, . . ., Tk,
las expresiones eq, ..., ek, f tienen tipos respectivos 11, ..., Tk, S, entonces
letxz1:7Ty=e1and ... and xp : T = e in f

es una expresion de tipo S que evalia cada e; y le asigna el valor al correspondiente
x;, en orden, y finalmente evalia f y devuelve su valor. Todas las evaluaciones
se hacen con los z; vinculados a los correspondientes valores, y es un error si
evaluar uno de los e; requiere evaluar un x; con j > 1. Pese a ello, es posible
hacer referencia a dicho x; en e; si es dentro de una funcién, lo que permite definir
funciones recursivas.

En ocasiones omitiremos las declaraciones de tipos, escribiendo por ejemplo Ax.e en
vez de A\x : T.e. Ademas, escribiremos x* y x, en vez de T*x y T,x cuando quede claro de
qué tipo se estd hablando.

Un programa estéa formado por una serie de sentencias que definen tipos sinénimo y
sentencias que definen constantes, de la forma const x : T = e o, incluso, de la forma
const Zg, .. q, : 1 = e, donde los a; son variables de tipo para definir una constante por
cada asignacién de los tipos. Es importante destacar que estas constantes se definen de
manera uniforme, es decir, la expresién e y el tipo T se definen igual para cada asignacién
de tipos a; y el resultado equivale a definir const z,,. . o, : T'[0i/a;] = e[o;/a;] para cada
asignacion de tipos o1, ..., 0} donde los 0; no contienen ningin a; como variable libre.

Las expresiones recursivas son particularmente importantes, pues equivalen a la iteracién
en programacion iterativa. Por ejemplo, podemos obtener el dltimo elemento de una lista
como sigue:

type list, = [()|(a,list,)]
const l,:a=1let f:() > a=Ax:().fr in f()
const last,:listq — a = Almatch [ {L_,; Acmatch ¢y {Az.ci; A/ .lastqc'}}

La primera linea define el tipo lista como la lista vacia o el par formado por el primer
elemento de la lista y el resto de elementos. La segunda requiere ser analizada con méas
detalle. Esta define un elemento de cada tipo (jincluso de los tipos con dominio vacio!)
como el resultado de evaluar una expresiéon que nunca termina. El problema es que la
recursividad introduce la posibilidad de crear expresiones que nunca terminan, pero a la
vez es necesaria para no limitar el lenguaje.

Para acomodar esto establecemos que el dominio de cada tipo tiene un (y sélo urﬂ)
elemento | que representa cémputos que no terminan. Entonces, una evaluacion e f en que e
o fes L devuelve L; (eq,...,ex); devuelve L siy sélo si algin e; = L, Az.L no devuelve L
(pero su aplicacién sobre algun valor si), (L); = L, y una sentencia match e {x1; ...; xx }
devuelve L siy sélo si e devuelve L o e = (ep); para cierto eg y x;e9 devuelve L.

1En lenguajes como Haskell puede haber varios valores similares a L; por ejemplo, un elemento de tipo
(a,b) puede ser L, (z,L1), (L,y), etc. Esto se debe a que Haskell sélo evaliia las partes de las expresiones
que son necesarias y por tanto puede que no se llegue a evaluar la parte que no termina. En nuestro caso el
lenguaje es estricto y esto no ocurre.
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Finalmente, la tercera linea define la funcién buscada. Si la lista es vacia, devuelve el
tnico valor que puede devolver, L, y de lo contrario comprueba si la lista tiene mas de un
elemento, devolviendo en tal caso el dltimo elemento del resto de la lista y en otro caso
el tnico elemento que hay. El uso de L para indicar un valor de retorno no definido es
bastante habitual.

Igual que hemos definido las listas, podemos definir los nimeros naturales como 1list
identificando cada nimero n con la lista de longitud n, los booleanos como [()|()], etc. Ya
estamos en condiciones de definir Type.

DEFINICION A.1. La categoria Type (asociada a un programa) es aquella que tiene
como objetos los tipos que se pueden definir en el lenguaje usando los tipos sinénimo
definidos en el programa, como morfismos a — b los elementos de D,_.;, como composicién
de dos morfismos f : a — by g : b — c el morfismo dado por la expresién Az.g(fz), y como
identidad el morfismo Az.z.

const (0)gpc: (b—¢) = (a—b) = (a—c)=Ar.g(fx)

const 1,:a —a=\z.x

La definicién de (o) muestra un patrén comin en programacién funcional, en el que una
funcién de varios pardmetros no se define como de tipo (a,b) — ¢ sino de tipo a — b — ¢,
notacién que equivale a a — (b — ¢). Esto tiene la ventaja de ser mas comodo, pues si
f:a—b—c x:aey:b podemos escribir fry en vez de f(x,y). Sin embargo, la
mayor ventaja viene de poder definir funciones parciales como fx : b — ¢, que son tutiles
en algunos casos.

2. Funtores

Podemos definir un funtor en nuestro lenguaje como un sinénimo de tipo de un
pardmetro Fj, junto con una familia de constantes F,; : (a — b) — (F, — F}), suponiendo
que cumplan las condiciones necesarias. Esto nos da un endofuntor Type — Type.

EJEMPLO A.2. Algunos funtores cominmente usados son los siguientes:

1. Las listas, definidas anteriormente, junto con la evaluacién de funtores componente
a componente:

const map,, = Af :a = b.Al : listg.match I {Az.(())1; Ac.((fer,map fe2))2}

Esto equivale en cierto modo al funtor libre Set — Mon.

2. Si tenemos un objeto de tipo [A|E], donde un elemento de A representa el resultado
de un calculo completado con éxito y uno de E representa que ha habido un error,
es comun querer realizar alguna operacién con el resultado exitoso pero devolver
los errores tal cual. Esto se puede hacer con un funtor para cada tipo de error e.

type result,, = [a|e]
const rmap, ,, = Af : @ = b.Ar i resulte g.match ro {Az.(fz)1; Ay.(y)2}*

Cuando no nos interesan los detalles sobre el error y simplemente queremos repre-
sentar un valor que puede existir o no, podemos tomar () como tipo de error.

type option, = result ,; const optmap,;, = rmap( ,;

const none, : option, = (())5"

const some, : a — option, = Az.(x)]™;
3. Por supuesto, podemos definir el funtor identidad.
type id, = @; const idmap, , = A\f.Az.(fx.)"

Sin embargo, no podemos definir la composicion de funtores dentro del lenguaje ya
que los funtores no son valores, por lo que debemos razonar sobre ella desde fuera.
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4. No todos los funtores que podemos definir en el lenguaje responden a esta forma.
Por ejemplo, consideremos la siguiente funcién:

const length, : list, — N = Al.match [ {\z,0; Ac,1 + length, co}

Cada length, devuelve el nimero de elementos de una lista y es pues un homomor-
fismo de monoides de un monoide libre a N, por lo que es un funtor entre monoides
vistos como categorias. Como identificamos los naturales con 1list(y, esta funciéon
también se puede definir de la siguiente forma:

const length, = map, ,(Az.())

Al permitir llevar funciones de una categoria a otra, los funtores favorecen la reusabilidad
del cédigo y evitan tener que escribir cierto cédigo rutinario. Ademas, las subcategorias asi
definidas permiten definir funciones de forma mas limpia. Por ejemplo, la funcién last,
vista anteriormente se puede escribir mejor como sigue:

const last, : list, — option, =
Al.match [ {Az.none,; A\c.match ¢y {\x.some,cy; lasty}}.

La definicion es similar, pero en vez de devolver | en caso de error, devuelve none,,
permitiendo a quien llamo a la funcién recuperarse del error o propagarlo con optmap.
Otra observacién es que last, es una transformacion natural, es decir, para todo morfismo
f:a—b, lasty omap,;,f = optmap, ;[ o last,. Intuitivamente esto tiene sentido, pues
las transformaciones naturales son funciones que «actiian igual» sobre todos los tipos y
las funciones con un parametro de tipo cumplen esto. Lo curioso, sin embargo, es que de
hecho esto ocurre con todas las funciones de esta forma.

TEOREMA A.3. Dadas dos expresiones de tipo S(a) y T (a) que dependen de una variable
libre a, si S y T son las funciones sobre objetos de dos endofuntores S, T : Type — Type,
entonces toda familia de funciones fq : S(a) — T(a) define una transformacion natural
f:S—>1T.

La demostracién de este teorema es complicada y se basa en el teorema de parame-
tricidad de Reynolds|9], que permite demostrar propiedades de valores a partir de sus
tipos.

3. Moébnadas

El uso de endofuntores permite trasladar funciones para usarlas en subcategorias
que nos resulten mas convenientes. Sin embargo, también puede ser deseable trabajar en
categorias que no sean subcategorias de Type, y en ese aspecto las categorias de Kleisli
son muy utiles en la practica, como se muestra en [6]. Esto se debe a que el uso de estas
categorias permite tratar funciones de tipo a — T'b «como si fueran» de tipo a — b, lo que
es ttil porque T'b suele representar un resultado del tipo b «con alguna pega», como que en
vez de un valor de tipo b puede haber un error, o una cantidad variable de elementos de
tipo b.

Veamos cémo implementar categorias de Kleisli de forma eficiente. Una secuencia de
transformaciones sobre una entrada podria tener el aspecto siguiente:

letx] = ejandzo = egand. .. ingx,.

Esta expresién equivale a (Ax1.(Axa. ... ((Azn.g2n)(en)...))(e2))(e1), aunque es mas facil
de leer y de escribir, y si cada e;11 solo depende de z;, esto equivale a (g o (Ax,—1.€,) ©
-+ 0 (Az1.e2))(e1), de modo que las secuencias de transformaciones son, en cierto modo,
analogas a composiciones de funciones.

Si ahora (T,7n,p) es una moénada en Type y 6 es la composicién en Type, una
composicién de la forma f,6...6f20f; con cada f; : a;_1 — Ta; en Type equivale a
ta, 0T fno---opug, o1 fao fi. Parece entonces razonable definir una funcién parametrizada
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Oap: (@ —Tb) = (Ta— Tb) como ogpf = upoTf, y entonces f,6...6f26f equivale a
0fno-00frofi.

Esta expresién todavia estd en orden inverso de lo que seria lo intuitivo para definir
secuencias de transformaciones, por lo que en la practica se define una funcién (=)qy :
To = (a = Tp) = T, como x =4 f = w((Tf)(z)), y una secuencia de transformaciones
en Cp se puede expresar de forma relativamente conveniente como e; = (Azj.ea =
(Az2....(Axn.gzy))), 0 si cada expresion sélo depende del resultado de la anterior, como
e1 = (A\zj.e9) = - = g.

A partir de (=) se pueden recuperar p y la actuacién de 1" sobre morfismos. En efecto,
para un tipo a y un valor z : T2a, (x = 174) = pra(lp2,2) = prex, y para un morfismo
fra—=byunvalor z:a, (v = (mof)) = pu(Tn((Tf)(x))) = (Tf)(x). Es por ello que,
en lenguajes de programacién funcionales como Haskell, las ménadas se definen como un
sinénimo de tipo con un pardmetro junto con definiciones para 7y (=).[7, p. 6]

EJEMPLO A.4. Algunos de los ejemplos en ([6.2) son muy comunes en programacién
funcional.[7, pp. 17-24]

1. En la ménada identidad, x = f es la evaluacién f(x).

2. El funtor result,; admite la ménada dada por el ejemplo [5| en dicha lista. Sean d
es el tipo de los errores, z : [b|d]y f:b— [c|d], si z es un elemento de b, x = b
equivale a fx viendo x como elemento de b, y si x estd en d, x = f devuelve z
visto como elemento de [¢|d].

Na = Az.(T)1 (=)ap = Az.Af.match = {f; Xe.e}

La idea es que, si ocurre un error en un paso de la secuencia de operaciones, la
ejecucion termina inmediatamente devolviendo el error, y cuando una operacién
termina con éxito, el resultado pasa al siguiente paso.

3. El funtor option también admite una moénada, en tanto que es un caso especial de
result.

4. El funtor 1ist, en tanto que se puede considerar como un funtor libre, admite una
ménada. Entonces x = f aplica f a cada elemento de la lista x y concatena las
listas de resultados. Esta ménada se puede usar para representar secuencias de
operaciones en las que cada operacién no devuelve necesariamente un solo resultado,
sino que devuelve una cantidad variable, generalmente pequena, de resultados.

5. La moénada P se puede usar en un contexto tedrico para representar cémputos
no deterministas. El funcionamiento de esta ménada es similar al de 1list pero
basandose en un conjunto en vez de en una lista.

6. La mdénada S definida en el ejemplo |§| de permite representar un estado como
un elemento de s. La expresion ¢ = f devuelve una funciéon que primero evalda z
sobre su pardmetro para obtener un par (z’,s’) y entonces ejecuta f(z')(s’). La
idea es que esto actiia como una especie de composicion de funciones, de modo
que el valor devuelto por una secuencia de operaciones es una funcién compuesta
s — (z, s), que recibe un estado inicial de tipo s y devuelve un valor resultado z
y un estado final, también de tipo s. Las operaciones definidas por 7, no usan el
estado, pero otras operaciones pueden acceder al estado y devolver de vuelta un
estado modificado. Esto permite representar casos en los que tener un estado e ir
modificandolo es conveniente.

Hemos mencionado en la introduccién de este capitulo que es posible modelar la
interactividad mediante categorias de Kleisli. Esto se suele hacer con una moénada especial,
generalmente llamada I0, cuyos valores representan acciones, secuencias de acciones o
programas enteros. Dado un tipo a, el tipo I0, es el tipo de las acciones que, al ejecutarlas,
realizan calculos, leen datos de entrada, escriben datos de salida, etc., y finalmente devuelven
un elemento de tipo a.

Generalmente I0, se define de forma extrinseca a partir de los valores que se pueden
construir, que dependen de las operaciones que se quieran soportar. A nivel més bésico, si
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Char es el tipo de los caracteres, podemos definir las operaciones
putChar : Char — IO(), getChar : I0char,

que imprimen un caracter en la terminal y leen un caracter del teclado, respectivamente,
aunque también se pueden definir operaciones béasicas para otros propédsitos como dibujar
en la pantalla para crear interfaces graficas, recibir movimientos del ratén, manipular
ficheros y directorios, conectarse a Internet, etc. Las operaciones de la ménada I0 son las
siguientes:

1. 7y : @ — I0a recibe un valor y devuelve la accidon que, sin hacer nada, devuelve
dicho valor.

2. Siz:I0ay f:a— I0b, x = f devuelve la accién consistente en ejecutar la accion
x, pasar el resultado devuelto a f y ejecutar la accién devuelta por f, devolviendo
su valor.

3. Siz:I0(I0a), per es la accién que ejecuta x y, a continuacion, ejecuta la accién
devuelta por x, devolviendo su valor.

4. 81 f:a — b, I0f : I0a — I0b toma una accién x y devuelve una accién que
ejecuta x y devuelve el resultado de aplicar f al valor devuelto por la accién.

Estas operaciones permiten definir cualquier programa interactivo. Por ejemplo, si
unit, : @ — I0, y bind,p : I0, — (@ — I0,) — 10, son las operaciones 7y (=) de I0,y
extendemos la sintaxis para poder escribir bind,; z f como x = f, con asociatividad por
la izquierda, podemos escribir una cadena de caracteres, representada como una lista de
Char, con la siguiente funcion.

const forIQ, : (a — I0\) — list, — I0() =
Al f.match [ {unit; Ac.(putCharc; = Az.forIQ, fc2)}
const putString : listchar — IO() = forI0OputChar
Del mismo modo podemos querer leer lineas completas de la entrada:
const getLine : I0yisty,, — getChar =
(Ac. if {c es un salto de linea} then unit (()); else getLine = As.{(c,s))2)

El programa principal serfa entonces un elemento de tipo I0(), como el siguiente:

putString “;Cémo te llamas? ” = \_.(getLine =
An.putString “jHola, ” = (A_.putString n) = (A_.putString “!"))

En la practica es comun querer combinar la accién de varias moénadas. Para ello se
usan transformadores de ménadas, que no son otra cosa que transformaciones naturales
en Mnd(Type) cuyo dominio es el funtor identidad. Por ejemplo, en vez de definir la
moénada 1ist directamente, se define una transformacion natural 1istT : Iynq(Type) — '
para cierto endofuntor F' en Mnd(Type) de forma que, si I es la ménada identidad,
FI = 1list.[11] Es comin aplicar varios de estos transformadores de ménadas a la vez
sobre la ménada identidad o sobre la ménada IO.

Finalmente, decir que las ménadas y categorias de Kleisli no sélo son ttiles para pro-
gramacién funcional, sino que también lo son para razonar sobre programas en paradigmas
convencionales y, de hecho, esta es la motivacién que se usa en [6], el articulo que introduce
las ménadas en la teoria de la computacién. La idea es que, por lo general, los aspectos no
funcionales de los lenguajes de programacién habituales se pueden representar mediante
monadas. Por ejemplo, I0 permite comunicarse con el exterior, state permite manipular un
estado global, P permite representar cémputos no deterministas, result puede usarse para
modelar las excepciones, etc. Combinar estos efectos mediante transformadores de ménadas
permite definir una semdantica denotativa para lenguajes de programacién imperativos, lo
que a su vez permite razonar sobre programas imperativos con un alto nivel de abstraccion.
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